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Cuvant-inainte

»Invitind matematicd, inveti si giandesti.”
Grigore Moisil

Examenul de Bacalaureat reprezinti un moment de bilant, care incununeaza eforturile de-
puse de fiecare elev pe parcursul celor patru ani de liceu si care deschide portile citre vii-
torul academic sau profesional. In cadrul acestui examen, Matematica este disciplina care
testeazd gindirea logica, puterea de analizd si sintezd, precum si capacitatea de structurare a
informatiilor.

Lucrarea de fata isi propune si fie un ghid eficient, care s rispunda tuturor exigentelor dis-
ciplinei, fiind conceputd ca un material de lucru esential si accesibil. Cartea se adreseazd in
primul rand elevilor, reprezentind un instrument util in sistematizarea notiunilor teoretice
si promovand invitarea autodidactd. Continutul lucririi, special calibrat pentru elevii care
sustin examenul maturititii, acopera integral tematica programelor oficiale pentru profiluri-
le Tehnologic si Stiinge ale naturii.

Structura cirtii cuprinde o primi parte cu elemente de teorie si probleme propuse, defalcate
pe ani de studiu. Breviarul teoretic nu isi propune si fie un tratat matematic exhaustiv, ci
este structurat astfel incat elevul si identifice rapid definitia, formula sau teorema necesara,
nemaifiind nevoit sa caute printre zeci de pagini de demonstratii. Majoritatea problemelor
propuse, care insotesc partea teoreticd, respecta riguros stilul de formulare din variantele de
Bacalaureat extrase in sesiunile din anii precedenti.

In a doua parte, lucrarea contine teste de antrenament elaborate dupa modelul oficial, iar
sectiunea finald oferd solutii detaliate §i comentarii metodice atit pentru problemele pro-
puse, cat si pentru teste. Acolo unde a fost posibil, au fost prezentate mai multe metode de
rezolvare a aceleiasi cerinte. In locul perceptiei rigide de tipul , Trebuie si faci asa si numai
asal”, am urmdrit si promovam o abordare flexibila: ,,A7 putea si procedezi asa sau altfel, in
functie de preferinge”, pentru ca matematica este in mare masura nealgoritmici, solicitind pe
alocuri si creativitate.

Culegerea poate f1 utilizata si pentru pregatirea curentd, permitind elevilor si se antreneze
din timp, pentru ci un rezultat bun se obtine doar prin studiu sistematic. Profesorii pot fo-
losi continutul lucririi pentru a selecta aplicatii destinate activitatii la clasa, pentru evaluirile
sumative si pentru orele dedicate pregitirii suplimentare.
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CLASA AIX-A

Multimi de numere

N = {0;1;2;3;....} — multimea numerelor naturale

= {..; =3;-2;-1;0;1;2;3;...} — multimea numerelor intregi
Q= {% | aeZ,be”Z *} — multimea numerelor rationale

R — multimea numerelor reale
R\ Q — multimea numerelor irationale

Orice numir irational se poate scrie ca o fractie zecimald infinitd si neperiodica.

Modulul unui numar real

x, daci x>0
€ Definitie: ixi= 4 0,daci x=0  sau IxI = max (x;—x)
—x, daci x <0
@ Proprietdti:
1. x1>0,VxeR 2. xI=1—-x,VxeR
3. pey=wi-p, Vxr,y€R 4. [§|=pp VxERsiVyER’
5, xiIfsmexe[—-mym], Vm>0 6. xI>msxe (-0 ;—m]U [m;+00), V>0
1. Calculati: V5 - (6 V6 :3vV3 —3V8 +5V2).
2 18 \. 1
2. Calculati: (2 77T \/7) ek
3. Calculatl [1 — (% — %)]
4. Aritati ¢ m este un numar natural, undem =2 - (15-3-5)+ (3:-5-7): 4.
5. Cate elemente are multimea (— V1) nZ?
6. Fiea=1:v004- Y2 V2 Gp=14. ﬁ——+% Aritati ci |a| — |b] € Z.
7. Aritatici4- (2,1 -03)-32=4.
—_ 2 S . _9.
8. Pentrua= Al calculagi [2-a +3[+15 -2 - al.
9. Aritagici\/(5— V3 +\/ 1-v3)" =

10. Rezolvati ecuatia: |3 x—=2|=



CLASA A X-A

Radicali. Functia radical

= Radicali de ordinul 2

€ Definitie. Fie @ > 0. Numirul real x > 0 pentru care x2 = a se numeste ridicina pitrati a lui a si se
noteaza Va.

@ Proprietdti:

1. vVx2=1x|, VxeR 2. (\/f)2=x, Vx>0
3. VXY =%y, VYx,y>0 4.%= %,xZO,y>O
5. Vx2y=1x| /v, x€R,y >0 6. x/y =+/x%y, x,y>0

= Radicali de ordinul 3

o 0 o v ]y . Y . . v 3
€ Definitie. Numirul real x pentru care x3 = a se numeste ridicina cubici a lui a si se noteazi V/a.

€ Proprietdti: Fie x,y € R:

1. Vxi=x 2. 3(3\/f) =X
VA = VIV 4. E=4f5, y#0

3.
5. 3/x3y =x%/y (scoaterea factorului de sub radical)
6. x/y =%/x3y (introducerea unui factor sub radical)

= Radicali de ordinul n

FieaeR

e Va" = |a|, dacid n este par Exemplu: \/(—5)2 =[-51=5

e Va" =a, dacd n este impar Exemplu: 3/(-2)° = -2

€ Proprietati: Fiex,y > 0sin,m € N".
1. VX - /Y = "AY

VX _ o [x
n y - \/;’ y # 0
(vx)" ="Vam = x* Exemplu: (V2)* =V4
VX ="/% Exemplu: V64 =64 =2

Exemplu: V16 = 16" =2
x" Exemplu: V72 = V36 -2 =6V2
="/x"y Exemplu:3v2 =9 -2 = V18
/X Exemplu: V3 ="3/3> =49

I

X

=
%1
<
I

<

® NV s W N
k >
S
< S
= Il



Functia radical
c Definitie: Functa f:D — R, flx) ="vx,n €N, n > 2 se numeste functie radical, unde
D = [0, ), daci 7 par
{ D =R, daci nimpar
€ Definitie: Functia f: [0, 00) — [0, 00), f{x) = v/X se numeste functie radical de ordinul doi.
€ Definitie: Functia ;R — R, f{x) = /X se numeste functie radical de ordinul 3.

Observatie: Functia radical este strict crescitoare si injectiva.

= Ecuatii irationale

Metoda de rezolvare:

1. Se stabilesc conditiile de existenta. 4. Se rezolvi ecuatia obtinuta.
2. Se izoleazi radicalul. 5. Se verifica solutiile.

3. Seridica la putere.

1. Calculati: a) V2 + V8 — V18; b) V27 + Ve64.
. NP . vx’® v\’
2. Aduceti la o formd mai simpld expresia: E = 5 — ( - \/7)
3. Rezolvati ecuatiile:a) V2x+3 =7; b) Vx+2 =ux.
4. Rezolvati ecuatia: VOx — 1 = 2.
5. Rezolvati ecuatiile:a) Vx+ 1+ Vx—4=5 b)V2x+1+1=ux
6. Rezolvati ecuatia Vx3+x— 1 =x.
7. Rezolvati ecuatia (vX)’ =3 +vX +2=0.
8. Rezolvati ecuatia Vx — 1 = Vx — 1.
9. Rezolvati ecuatiile: a) Vx2+9x=x+4; b)V2x2+1-x=1.

10. Rezolvati ecuatiile: a)x-'_1 =2; b)Vx+Vx—1=V3.
11.Arataglca\/7+2\/_—\/7—2\/_EN.

Puteri. Functia exponentiala. Ecuatii exponentiale

Pentrua € R,neN“a"=a-a-....a; a’=1pentrua € R’
—_——
de n ori

€ Proprietati: Fie a,b > 0, m,n € R.
.a"-a=amt 2. Z—:za’”‘”
. (@ =am 4. (ab)"=a"b"

() =% 6. ar=1

1

3

5

7. ai="Va" pentrun € N",n>2

8. Dacia>1 sim,n €R, atunci a” <a" & m<n.
9

. DaciO<a<1 si myn€R, atunci a" <a" o m2>n.



CLASA AXI-A

Matrice

O Definitie: Fie C multimea numerelor complexe. Notam M = {1,2,3,..., m} siN={1, 2, 3, ..., n} mul-
timile primelor 7, respectiv z numere naturale.
O functie M X N — C, f((i.))) = a,;, € C, i € M, j € N se numeste matrice de tipul (m,n). Functia f{(i.))) se
poate prezenta sub forma unui tablou cu 7 linii si 7 coloane astfel:
dy Ay In
A= ‘_1.21 szg -+ %2n | — matrice cu  linii si 7 coloane; A = <aij) i=T,
a
m

§|'5‘

Jj=

Q- QQ

1 m2 °°° mn

AeM (C),unde M (C) reprezinti multimea matricelor cu  linii si 7 coloane cu elemente din C.

Q Definitie: Doud matrice A,B € M, n(C), A= (aij), B = (bl.j) sunt egale, si scriem A = B, daca a,= bl.j
VieMsijeN.

(> Definitie: A' reprezinti transpusa lui 4 si se obtine din A prin schimbarea liniilor in coloane (sau a coloa-
nelor in linii).

Q Observatie: Daca m = n, atunci matricea se numeste patratica de ordinul 7 si are forma

ay Ay .- 4y,
A= % az_z : flgp ;A EMn<C).
Ay G oo Gy,
T7i{A)=a, +a, +---+a, reprezintd urma matricei A.
Sistemul ordonat de elemente (a,,,a,,,--+, a, ) se numeste diagonala principald a matricei A4, iar sistemul
ordonat de elemente (aln, e anl) se numeste diagonala secundard a matricei 4.
1 00----- 0 00 0----- 0
I = O. 1 . O ........... 0 ] este matricea unitate de ordinul 7; 0, = O_ O . O .......... 0] este matricea nula
00 0----- 1 00 0----- 0

de tipul (m, n).

= Operatii cu matrice

I. Adunarea matricelor
Q Definitie: Fie A,B € Mmﬂ(C), A= (aij), B= (b ) Prin suma (adunarea) matricelor A4 si B intelegem ma-

i
tricea C, notati C = A + B, de forma C = (cl.j), unde c,=a;+ bl.j.



@ Proprietiti ale operatiei de adunare:
1. A+B=B+ A, VYA, Be Mm’n(C) (comutativitate)
2. A+B+C=A+B+0,VA,B,Ce Mm,n(C) (asociativitate)
3. A+ Om’n = Om,n +A=AVA e Mm,n<C> (element neutru)
4. VAeM, (O, 3(-A)eM, (C)ai A+ (A)=(A+4=0,,

1. inmultirea matricelor cu scalari

Fie A = (a;) iz o matrice de tipul (2, ) cu elemente numere complexe. Fie a € C un numir complex.
j=Ln
Q Definitie: Se numeste produsul dintre numarul o si matricea A matricea notati @A = (aa ) T

j=Ln
® Proprietati ale inmultirii matricelor cu scalari:
1. (a+bA=aA+bA,VabeCsiAeM (C)
2. a(A+B)=aA+aB, VaeCsiA, BGM (©
3. a-(b-A)=(ab)-A, Va,beCsiAeM, (C)
4. 1-A=A YAeM, (O

I1I. inmultirea matricelor:
@ Definitie: Fie A€ M, (C),A = (ai) o BeM, (C),B= (b)),

Se numeste produsul matricelor A si

=In*
k=Tp

B, matricea notati A - B = ( ) l7m ndec = Z} 1aubjk, Vi=T,msik=1p

Q@ Propriettile inmultirii matricelor:
1. ABC=ABO),A € M, (©),Be Mn’p(C), Ce Mp’q(C) (asociativitate)
2. a)AB+(CO)=AB+ACAEM M(C), B,CeM, ’p(C) (distributivitatea inmultirii fata de adunare — la stinga)
b) (B+ O)A=BA+ CA,B,Ce M, (©.AEM, ’p(C) (distributivitatea inmultirii fatd de adunare — la dreapta)
Al =1A=A, VA€ M(C) element neutru — (Atentie! Pentru matrice patratici.)
a(bA) = (ab)A,Va,b e CCAeM, (C)
(@a+ b)A=aA+ bA,Va,be C,A Mm’n(C)
aA+B)=ad+aB VaeC, A, BeEM, (C)

aA=0 <a=0saud=0,
(A) AorlcarearﬁAeM (C) (A+B)'=A"+B,VABEM_ L©; (aA)' =aA', VAEM, ©;
(AB) = B'A, YA €M, (© §i¥YB €M, (©)

NN W

= Puterile unei matrice:
FieAe M(C).
Q DefinimA’=1,A'=A, A’=A-A, A=A"-A,---,A"=A""- A, neN.

¢ Relatia Hamilton-Cayley:

A*= (a+d)A+ (ad - be) L,= 0, unde A = (¢ 1) sau & = (1A)A + (detd)l, = O



CLASA A XII-A

Legi de compozitie, grupuri, inele, corpuri

= Lege de compozitie interna

€ Definitie. Fie M o multime nevidi (M # @). O lege de compozitie interni ,,*” pe multimea M este o func-
tie *: M X M — M care asociaza oricirei perechi ordonate (x,y) € M X M un unic element din M, notat x .

Conditia de ,,buna definire” (folosind cuantificatorul logic V) se scrie astfel: Vx,y e M x*y € M.
Exemplul 1: Adunarea pe multimea numerelor naturale: Vx,y e N x+y e N.

Observatie: Sciderea nu este lege de compozitie pe N, deoarece afirmatia Vx,y € N x —y € N este falsi.
Intr-adevir, este valabil contraexemplul: 3 — 8 =-5 & N.

Exemplul 2: Pe multimea numerelor reale R, definim legea de compozitie ,o” prin x e y = x +y — 5. Aceasta
este o lege de comporzitie internd pe R deoarece, daci adunidm orice doud numere reale §i scidem 5, rezultatul
este tot un numdr real.

Exemplul 3: Inmultirea matricelor pe multimea M,(R) este o lege de compozitie interni, deoarece produsul
oriciror doud matrice 2 X 2 este tot o matrice 2 X 2: VA, BE M(R) A-B€ MZ(R).

Asociativitatea unei legi de compozitie

€ Definitie. Fie M o multime nevidi si ,*” o lege de compozitie interni pe M. Spunem ci legea de compo-
zitie ,*” este asociativa dacd este indeplinitd urmatoarea conditie: Vx,y,z € M (x*y)*z = x#(y*2).

Pentru a demonstra ci o lege de compozitie ,,+” definitd pe multimea M nu este asociativi, trebuie demonstrata
negatia definitiei: 3x,y, z € M astfel Tncat (x * y)*z # x*(y * z), ceea ce revine la identificarea unui contraexemplu.

In aceasta privinta, avem o veste buni: nu suntem obligati si justificim modul in care am gisit acest contraexem-
bl bl

plu, fiind suficient s3 ardtim ci el functioneazi. Avem insa si o veste proastd: nu dispunem de un algoritm pentru

gasirea contraexemplului dorit. Inspiratia si experienta rezolvitorului sunt decisive in acest demers.

Exemplul 1: Adunarea si inmultirea pe multimea numerelor reale: Vx,y,z € R (x+y) +z=x+ (y + 2).
La fel se intAmpla si in cazul inmultirii: Vx,y,z€ R (x-y) - z=x-(y - 2).

Exemplul 2: Scaderea pe multimea numerelor reale nu este o lege de compozitie asociativd. Putem demonstra
acest lucru printr-un simplu contraexemplu. Fie x =10,y =5 i z = 2. Calculam (10 = 5) = 2=5-2=3i
10 — (5 = 2) =10 — 3 =7. Deoarece 3 # 7, deducem ca (x — y) —z# x — (y — 2).

Observatie. Pentru a demonstra non-asociativitatea scaderii pe R, nu este nevoie si realizim o demonstratie
generald: Vx,y,z€R (x —y) — z#x — (y — 2). Dealtfel, aceasta afirmatie este falsa, in ciuda aparentelor. Unii
(nepriceputi) ar fi tentati sd accepte urmdtoarea ,,demonstratie”: ,,Calculind membrul sting obtinem x —y — z.
Calculand membrul drept obtinem x —y 4+ z. Se observd ci am obtinut rezultate diferite, deci afirmatia
Vx,y,z€R (x—y) —z#x — (y — 2) este adevaratd.” Confuzia dintre egalitatea formali si egalitatea numerici
efectivi este sursa acestei erori. Rezultatele x —y — z si x — y + z sunt formal diferite, dar pot fi numeric egale
(de exemplu pentru z = 0).



Exemplul 3: Pe multimea numerelor reale R, definim legea de compozitie ,,o” prin formula: xey =x+y + 2.

Pentru a demonstra ca legea este asociativa, trebuie sa demonstrim ci(x e y) e z=x o (y o z), oricarear fix,y,z € R.

Pasul 1: Calculim membrul sting: (xey)ez = (x4 y+ 2)ez. Aplicim regula din nou, considerind
(x+y+ 2) ca fiind primul termen si z al doilea termen: (xey)ez=(x+y+2)+z+2=x+y+2z+4.
Pasul 2: Calculam membrul drept: x o (y e z) = x o (y + 2 + 2). Aplicim regula, unde x este primul termen,
iar (y + z + 2) este al doilea termen: xo (yez) =x+ (y +z+2) + 2 =x+y + z+ 4. Deoarece am obtinut

acelasi rezultat, x + y + z + 4, concluzionim ca legea de compozitie ,,o” este asociativa.

Comutativitatea unei legi de compozitie

€ Definitie. Fie M o multime nevidi si ,*” o lege de compozitie interni pe M. Spunem ci legea de compo-

zitie ,*” este comutativa daci este indeplinitd conditia: Vx,y € M x*y = y+*x.

Pentru a demonstra ci o lege de compozitie ,,*” definitd pe multimea M nu este comutativi, trebuie demon-

strata negatia definitiei: 3x,y € M astfel Incat x*y # y#x, ceea ce revine la identificarea unui contraexemplu.

Exemplul 1: Operatia de adunare (+) este comutativd pe multimea numerelor naturale N, deoarece ordinea ter-
menilor nu schimba suma: Vx,y €N x +y =y + x. Acelasi lucru este valabil si pentru operatia de inmultire

pe multimea numerelor naturale.

Exemplul 2: Inmultirea matricelor NU este comutativi. Fie M,(R) multimea matricelor pitratice de ordi-
nul 2 cu elemente reale. Inmultirea matricelor nu este o lege de compozitie comutativd. Putem demonstra acest
lucru printr-un contraexemplu simplu:

AlegemdouématriceA§ininM2(R):A=<(1) i),B=G (1)>

Gt b5 4-5=(5 1) (1 9)=(411100 301D =(0 1)
cusim ot 5-a=(0 0)-(0 D= (1100 110D = D)

Deoarece (% i) + (} é), deducem ciA - B# B - A.

Exemplul 3: Pe multimea numerelor reale R, definim legea de compozitie ,,o” prin formula: x e y =x + y — 2xy.

Pentru a arita ca legea este comutativd, trebuie si demonstram cd x e y =y o x, oricare ar fix,y € R.
Calculim membrul drept, y o x (adici inlocuim x cu y siy cu x in formuld): y e x =y + x — 2yx.

Deoarece adunarea si inmultirea numerelor reale sunt la rindul lor comutative (y + x =x+ysiy-x =x-Y),
putem rescrie rezultatul reordonind termenii: y e x = x +y — 2xy. Observim ca am obtinut exact formula

pentru x o y. Asadar, x e y =y o x, ceea ce demonstreazi ci legea de compozitie ,o” este comutativa.

Existenta elementului neutru

€ Definitie. Fie M o multime nevid si ,*” o lege de compozitie interni pe M. Spunem ci legea de compo-

zitie admite element neutru daci: Je € M astfel incat Vx e M x*e =e*x =x.



Teste pentru
examenul de Bacalaureat

SUBIECTUL allll-lea (30 de puncte)

1. Se considerd functia f:R — R, f(x) = e*(x2 + 3x + 3).

(5p) a) Ardtaticif’(x) =e*(x2+ 5x + 6), x €R.

(5p) b) Determinati coordonatele punctelor de extrem ale graficului functiei.
(5p) © Determinati imaginea functiei.

2. Se considerd functia f:R - R, f(x) = (x — 1) Vx2+ 1.

. )
(5p) a) Calculati | JerT dx.

(5p) b) Calculati /(; 1f (%) dx.

(5p) ¢ Determinati o primitiva a functiei pentru care F(2) = 0.

Testul nr. é/

o Se acordi 10 puncte din oficin.
SUBIECTUL1 (30 de puncte)

1 37\
(5p) 1. Ararati ci z +2-(4 20) =1.

(5p) 2. Se considerd functia f : R — R, f(x) = 5x — 4. Determinati numirul real m pentru care f(3) =
=m+ f(1).
(5p) 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 33¥~1 = 3%+5,
(5p) 4. Calculati probabilitatea ca, alegind un numar n din multimea A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10}, acesta si
verifice inegalitatea 4n < 27.

(5p) 5. In reperul cartezian xOy se consideri punctele M(1,2), N(1,5) si P(5,2). Determinati numirul real k
pentru care NP = k - MN.

(5p) 6. Se consideri triunghiul ABC, dreptunghicin A, cu AC = 3 - AB si AC = 12. Aritati ci aria triunghiului
ABC este egald cu 24.

SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)

2x+1 2

1 0
1. Se considerd matricele I, = ( 0 1) siA(x) = ( 1 x), unde X este numir real.

(5p) a) Aritati ci det(A(1)) = 1.
(5p) b) Aritati ca A(1) + A(3) = 2A(2).
(5p) ¢ Determinati matricea X € M,(R) pentru care X - A(1) = A(2).

2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie x @y = V/x2 +y2 —x + 1.
(5p) a) Ardtatici3 @4 = 3.

4 5
(5p) b) Determinati numirul real x pentru care x @ 353
(5p) ) Determinati numerele intregi n pentru care n @ n < 2.



SUBIECTUL al lll-lea (30 de puncte)

x
1. S idera functi R - R, = .
e considerd functia f - R, f(x) 210
(5p) a) Ardrtaticd f'(x) = %, pentru orice X € R.

(5p) b) Determinati ecuatia asimptotei orizontale spre —oo la graficul functiei f.

(5p) ¢) Determinati multimea valorilor functiei f.

2. Se considerd functia f 1 R = R, f(x) = V3x2 4+ 6x + 7.

1
(5p) a) Ardtati cé/ fA(x)dx = 11.
0

1

x+1
5p) b) Calculati ——dx.
(5p) b) Calculati 3 700

(5p) ¢) Demonstrati ci, pentru orice a € (0, +00), suprafata plani delimitata de graficul functiei f, axa Ox si

dreptele de ecuatii X = 0 si X = @ are aria mai mare sau egald cu a7

Testulnr. §

~
o Se acordi 10 puncte din oficin.
SUBIECTULI (30 de puncte)
(5p) 1. Aritati ci 2,5 +2 - (2 —0,5) = 5,5.
(5p) 2. Seconsiderd functia f : R = R, f(x) =7 — 2x. Aratati cd f(1) — f(2) = 2.
(5p) 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia \/4x — 7 = 3.
(5p) 4. Determinati probabilitatea ca, alegind un numir n din multimea A = {2,4,6, 8,10, 12, 14}, acesta si

verifice inegalitatea 3n > 20.

(5p) 5. In reperul cartezian xOy se consideri punctele A(2,0), B(2,4) si C(5,2). Aritati ca triunghiul ABC este
isoscel.

(5p) 6. Se consideri triunghiul ABC dreptunghic in A, cu aria egali cu 24 si AC = 6. Aritati ci lungimea laturii
AB este egala cu 8.

SUBIECTUL alll-lea (30 de puncte)

X 1

1. Se considerd matricea A(x) = ( 3 x4 3

), unde x este numir real.

(5p) a) Aritati ca det(A(2)) = 4.
(5p) b) Aritati ci 34(2) — 24(1) = A(4).



(5p) ¢) Determinati numarul real x pentru care A(0) - A(x) - A(0) = 15A(0).

2. Se consideri polinomul f = X3 + X? + 4X + m, unde m este numir real.

(5p) a) Pentrum = —6, aritati ci f(1) = 0.

(5p) b) Determinati numarul real m pentru care 2(x1X, + X1X3 + XX3) = X1XX3 — 2X; — 2X, — 2X3, unde
X1, X5 si X3 sunt radicinile complexe ale polinomului f.

(5p) ¢ Determinati numirul real m stiind ci polinomul f este divizibil cu polinomul X? + 4, apoi determinati

radacinile complexe ale polinomului f in acest caz.

SUBIECTUL al lll-lea (30 de puncte)

x2+3

1. idera functi R - R, = —=.
Se consideri functia f - R, f(x) 211

—4x
(x2+1)?
(5p) b) Determinati ecuatia asimptotei orizontale spre +00 la graficul functiei f.

(5p) a) Ardtatica f'(x) = , pentru orice X € R.
(5p) ¢ Demonstrati ci f(x) + In(x? + 1) < 3, pentru orice x € [0, 1].
2. Se considera functia f : R = R, f(x) = (x + 2)e*.

fx) dx = 6.
ex

2
(5p) a) Ardtati ca f
0

(5p) b) Demonstrati ca functia F : R — R, F(x) = (x + 1)e* este o primitivd a functiei f.

2 6
Gp) o) Arduati ci / Peof (o de = 222D
0
Testul nr.

&

o Se acordi 10 puncte din oficin.
SUBIECTUL1 (30 de puncte)

(5p) 1. Aritai ci (0,4 +0,2)-10+3-0,5=7,5.
(5p) 2. Seconsiderd functia f : R = R, f(x) = 3x — 2. Aratati cd f(2) + f(3) = 11.
(5p) 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia log, (2x + 3) = log, 9.

(5p) 4. Calculati probabilitatea ca, alegind un numir din multimea A = {15, 25, 35,45, 55, 65, 75, 85, 95}, acesta
sa fie divizibil cu 3.

(5p) 5. In reperul cartezian xOy se consideri punctele A(2,4), B(m, 5) si C(6,6), unde m este un numir real.
Determinati numarul real m, stiind ci punctul B este mijlocul segmentului AC.

(5p) 6. Seconsidera triunghiul ABC, dreptunghicin A, cu BC = 15si AC = 9. Aritati ci perimetrul triunghiului
ABC este egal cu 36.



REZOLVARI

Repere teoretice si aplicatii
Teste pentru examenul de Bacalaureat




Calculim: sin<2x + 5—”) + cos(x - 71) = sin2xcos>Z + cos2xsin>Z + cosxcos % + sinxsinZ =

6 3 %6 6 3 3
_2\/8+1_Q+£_4\/5+3\/_—6\/2+7
) 18 3 6 18 ’
sin2x = 2sinxcosx = 2 - L. <—2\/§> = _4v2 Cos2x = cos2x — sin’x = 8 _1_7
3 3 9 9 9 9
Sz _ T\ _ 71__\/—3
COSF—COS<71'— 6)_ cos’ = —~5=
ST a1 5_ﬂ_4\/§(ﬁ>11 2vVe6 | T
sm6—sm(7z 6)—s1n6—2s1n<2x+6 = 9 5 +9 5 9 +18
cos[x—Z —cosxcos’—[+sinxsin7£——2—2-1—+1—-\/—3——\/—2+\/—3
3] 3 3 3 2 3 2 3 6

SUBIECTUL al ll-lea

1. Q) A= (% ‘11> = det(A) =2 1 — (1) - 3 = 5; det(4”) = (detd )* = 25.

st =(2 D)E )= D=6 D=6 -7 2

A-24+5L=(2 0)=0,

o) B(m) = I, + mA; B(m) = (1 *am 1‘+”"m); det(B(m)) = (1 + 2m)(1 + m) + 3m2 =1 + 3m + Sm2.

Impunem: 1 +3m+5m>=1=>5m>+3m=0=>m(5m+3)=0= m=05aum=—%.
2.2)302=3%=2% <2 =2
b) xoy = x'& =10"" = 10*"
xoxox=10= 10" ox=10= 10*"*"* = 10=> 10" = 10> Ig’x =1 => lgx=1 =
= x =10 € (0,00) \ {1}.
c) Ciutim e € (0, 00) astfel incat: xce =eox =x, Vx € (0,00) \ {1}.
10" = 10" = x, Vx € (0,00)\ {1} = 10" = 10", Vx € (0,00)\ {1} =
lgxlge = 1gx, Vx € (0,00) \ {1} = Igx(lge — 1) =0, Vx€ (0,00)\ {1} = Ige=1=>e =10 € (0,00) \ {1}.

SUBIECTUL al llI-lea
1. a) f'(x) = e"(x* 4+ 3x + 3) + *(2x + 3) = e*(x2 + 5x + 6).
b) f'(x) = e*(x + 2)(x + 3). Cum e* > 0, pentruf'(x) =0 = x=-2saux=-3.
f crescitoare pe (—o0,—3] si pe [—2, ) si descrescitoare pe [—3, —2], rezultd ca punct de maxim local
este X = —3 si punct de minim local este x = 2.
A=3)=e3(9-9+3)=3e3sif(-2) = e24 — 6+ 3) = e2=> (3,3 e73) punct de maxim si (-2, e-2)

punct de minim pentru graficul functiei.

0 }H_‘}oﬂx) — xgggoex(xz +3x + 3) = Xl_i,g}oﬁ—i-f%{-” Q . 2x+‘3 ©
lime*(x? + 3x + 3) = oo;

fi=3)=e?39-9+3) = % este valoare maxima a functiei si f(—2) = e2@4 — 6+ 3) = % este valoare

R . . . . .. 1
minima a functiei. Functia este continud pe R ca produs de functii elementare, asadar Imf = [?, ).



2.

L xflx) _ 1 3 B 1 _x31 x21_1 L
a)fomdx—/oxx l)dx_/o(xz_x)dx_go_7|0_______.

1 1 1 R
b) [-Dve+lde= [xvVatiar- [ Vo+Tax
Prima integrald se calculeaza prin prima metoda a schimbirii de variabila:
2
u=x2+1, du=2xdx = 15/ VT du = %(2\/5— 0.
1
A doua integrald se calculeazi prin metoda integririi prin parti:
1
[ VEFde=%VE+T| 4 Sn v VEFT|[ = Y2 + Sin( + VD)
0
1
Prin urmare: ff(X) dx = 1—(2 V2 -1- @ — 1Eln(l +V2).
o [c—DVx+1dx= —(x2+ 1)%— FVe+1 - 1Eln(x+ Vxi+1)+ 8.
3
Considerdm primitivd F(x) = g(x2 +1)2— % x2+1- 1Eln(x +Vx2+1)+c
Impunem F(0) =0 = % +c=0=>c= —%, asadar
Foy=5(e+1)Ve+T-5SvVe+T-Ltin(x+ ve+T) - L

Testul nr. 4

SUBIECTUL |

1.
2.

. AB i AC catete, 5i AB = T = T =4. Atunci: o .

b2 ()= den (§3)=der fetended

Calculdm valorile funcglel.f(3) =5-3-4=15- 4 =1lsif(l)=5-1-4=5-4=1.
Ecuatia de necunoscuta m € R din enunt devine:f(3) =m+fl)e ll=m+1< m=10.

4_5_
+5=3=1

Folosind injectivitatea functiei exponentiale de baza 3, rezolvam ecuatia exponentiali:
3x-1 s . .
3 =3" o 3x—1=x+5¢ 2x=6 © x = 3. Multimea de solutii reale este S = {3}.

Multimea A contine 10 elemente. Asadar, sunt 10 cazuri posibile.

Rezolvim inecuatia de necunoscutin € A: 4n <27 & n < 277 on< 6 =. Deoarece n € A, multimea de

nr. cazuri ﬁwombile 6 3

solutii este {1,2,3,4,5,6}. Asadar, sunt 6 cazuri favorabile. P = =2 ==
> > nr. cazuri posibile 10 5

Sy o S (UL )

NP =[x, - +(yP =\/(5—12+(2—5)2=\/42+(—32=\/16+ =V25=5.
Ecuatia de necunoscuta k € [R din enunt devine: NP=k-MN & 5=k-3 & k=

_AB-AC _4-12 _ 5 1 _
= 7 =5 =2-12=24.

wIUI

SUBIECTUL al lI-lea

1.

a) A(l) = (3;’ %) . Determinantul siu este: det(A(1)) = ﬁ ﬂ =3.1-2.1=3-2=1.

wao=("3 )= o= 5)=( 3)



y Cq N — _(3 2 7 2\_ (10 4
Efectudm operatia din membrul stng al egalitatii: A(1) + A(3) = ( 1 1) + < 1 3> = ( , 4),

_A~(5 2\_ (10 4 . . . _
Deoarece 2A(2) = 2(1 2) = ( ) 4> , obtinem egalitatea cerutd: A(1) + A(3) = 2A(2).

x -
¢) Metoda 1. Fie X = (Z )t/) S/ 2([R) . Inlocuind in ecuatia matriceala, obtinem succesiv:

wav=se ()0 D=6 D= (0 22)=( D)=

Ix+y=5  (3z+1t=1 x=3 . (z=-1 (3 -4
¢>{2x+y=2§1{2z+t=2®{y=—4§l{t=4 =>X_<—1 4)'

Metoda 2. Deoarece det(A(1)) = 1 # 0, matricea A(1) este inversabili. Izolim necunoscuta X:
X-A() = A(Z) e X=AQ) A1)

-1 31 (1 =2 a_ (1 =2
AW = gy AW AW = (5 1) s a0 (L ) s a7 =1 F).

x=4@-am™"=(3 2)(, _32)=(15.'11:22.’((__11)) Ui =G 3

2. 3@4=V3+4"-34+1=vV9+16-2=vV25-2=5-2=3.

b) Ecuatia de necunoscuti x € Rdevinex@ 3= % =N x2+% —x+1= % S /X2 + % =x+ 23
Impunem conditia necesara x +2 5 2 0, ceea ce ne permite si ridicim la patrat ecuatia, pastrind echiva-
16 2.4 16 _4_4 _12_4 4 _ 4
‘2420 = Sx. = H_2 12 T2 =
lenta.x+9 xX2+2-x- 3+9©9 3= 3O g TS z=3rex=1
Conditia necesara este verificata: 1 + 2 > 0 (adevirat), deci x = 1 € R este unica solutie a ecuatiei.

©

32
Observatie: Ne putem convinge cd x = 1 este intr-adevir solutie, verificind ecuatia:

1@%=\/12+(%)2—1+1=\/1+%=@:—

Aceastd verificare este insa facultativa (nu face parte din rezolvarea problemei), intrucat am pastrat lantul
de echivalente in rezolvarea ecuatiei. O varianta de rezolvare realizati fird impunerea conditiei necesare
ar recurge la o implicatie logic in momentul ridicirii la pitrat a ecuatiei (@ = b = a? = b®). Intr-o astfel
de situatie, verificarea finald in ecuatie devine obligatorie pentru completitudinea rezolvarii.
n®n=vVn+n—n+1=vV2n2—n+1=nvV2—-n+ 1. Rezolvim (in multimea Z) inecuatia
|n| V2-n+l<2e |n| V2 — n < 1. Analizim doui cazuri, in functie de semnul lui n:

Cazul1.DacinZO,atunci|n|=n,a§adarn\/§—n< lenVvV2-D<len< \/31_1

& n< V2 + 1. Numerele intregi din intervalul [0, V2 + 1 sunt 0, 1,2, deoarece
2<V2+1<3.
Cazul 2. Daci n < 0, atunci |n| = —n, asadar —n V2-n<le-nVv2+h<len>-

=4

1
<
V2 +1
& n>1— V2. Nu existi numere intregi negative strict mai mari decit 1 — V2, deoarece
1-vV2>-1.

Multimea solutiilor inecuatiei este S = {0, 1,2}, deci numerele intregi ciutate sunt 0, 1,2.



SUBIECTUL al lll-lea

1. a) Functia f este derivabila pe R, fiind o functie rationald. Calculim derivata: Vx € R

f(x) ( )x_xf(x2+9)—X(x2+9)f _ 1-(x24+9) —x-2x X +9-2x2 _ 9—x2 _(3—x)(3+x)
erol @+9  @+9 @49 @49 @49
b) Asimptota orizontald spre —oo se determina calculand limita functiei spre —oo:

. o0 v . . .
Metoda 1. Cazul de nedeterminare 5: dim factor comun fortat la numitor puterea cea mai mare, x2, si

. - . . . . 1 1
simplificim partial fractia: lim f(x) = lim —~— = lim —>—— = lim = =0.
p part ’ x—>—oof P oox2+9 X——c0 2<1+ 9) X——00 X(1+%) —oo(1+0)
X
. . I'H . ! . 1 1
Metoda 2. Cazul de nedeterminare %3: lim f{x) = lim —x2 $9- lim 1 x2x +9)’ =lim > === =0

Limita fiind finitd, 0, dreapta de ecuatie y = 0 este asimptota orizontald spre —oco la graficul functiei f.

B—-x3+x)

¢) Aflam punctele critice: f'(x) =0 & =0 B3-xB+x=0< xe{-3;3}.

<x2 + 9)
Deoarece numitorul (x2 + 9)2 > 0 pentru orice x € R, semnul derivatei este dat de semnul numairito-
rului 9 — x2, care este o functie de gradul al doilea cu coeficientul dominant negativ (@ = —1 < 0) si cu
radicinile —3 si 3. Astfel, avem f(x) < 0 pentru x € (—o0, —3) U (3,400) sif'(x) > 0 pentrux € (=3, 3).
. . 1 1
e e 1 =1 __1 —* - = =0.
Calculim limita spre +oo: X_I,I}}of @) S o = A (1 + 22 ) Am x(l L9 ) +oo(1 + 0) 0
Limita spre —oo este 0, calculata deja la punctul b).
“ S a e -3 _=3__1 _ .3 _3_1
Calculam valorile in punctele critice: f(—3) = 7(_3)2 iR f3) = il T
X —00 -3 3 +00
f(x) - - - - = 0 4+ 4+ 4+ 4+ 4+ 0 - - - - -
fo 0 T— L —T7 L T 0
Din tabelul de variatie rezulta ci minimul global este _13 (atins in x = —3), iar maximul global este 16
(atins in x = 3). Functia f este continud pe R, deci ia toate valorile intermediare (adica are Proprietatea lui
Darboux), asadar, multimea valorilor functiei f este Imf = [— %, %] .

1, 1 3 2 1
2.8 fW= (Vi +6r+7) =3v+6x+7 [ LWdr= [ (32 +6x+Tdv= (3:-5+6-5+7)| =
=@ +32+ ) \=1"+3-°+7-D—-(0°+3-0°+7-0)=1+3+7=1L
b) Pentru calculul integralei, utilizim metoda schimbdrii de variabild. Notim:
t=3x24+6x+7=>dt=0Cx>2+6x+7)'dx = (6x + 6)dx =6(x + )dx = (x + Ddx = %dt.

Schimbim limitele de integrare: pentrux = —1 = t = 3-1)’+6(-)+7=3-6+7=4,iar pentru
x=1=1t=31)+6(1)+7=3+6+7=16. Integrala devine:

x+1 1 x+ 1 ! 1 _ %1,
[ e [ /1 m'(’““)d’c‘l viedh=
16

fix
=5 A =§[ (V7)'di = | LViI6-va)=1a-2=2

c) Aria ceruti este datd de formula: &f = [|f(X)| dx. Deoarece 3x2+ 6x +7=3(x + 1 )2 +4>0,VxeR,

functia este pozitiva, deci |f(x)| = fx), de unde & = fo V3x2+ 6x+ 7 dx.



Cum a € (0,+00), intervalul de integrare este [0,a], deci x > 0. Atunci ter-
menii 3x2 si 6x sunt mai mari sau egali cu 0, asadar 3x2 + 6x +7>7 =

=>V3x2+6x+7>V7T.

Aplicand proprietatea de monotonie a integralei definite pe intervalul [0, a], ob- V7
tinem succesiv: &f = [\/ 3x24+6x+T7dx > fo V' 7dx = (\/7x)|2= aVv'i.
Prin urmare, aria suprafetei plane este mai mare sau egali cu @ V7, pentru orice o] o
a € (0,400).
Testulnr. 5
SUBIECTUL I

1.

2,54+2-2-0,5=25+2-1,5=2,5+3=5,5.

2. f(1)=7-2-1=55if(2)=7-2-2=3=>f(1)-f(2)=5-3=2.

3. Metoda 1. Conditia de existentd a radicalului: 4x — 7>0 © 4x>7 & x> 7Z Ambii membri fiind nenega-
tivi, ridicarea la patrat se face cu pastrarea echivalentei: vV4x — 7 =3 © 4x—-7=9 © 4x =16 © x = 4.
Deoarece 4 > 72, conditia de existentd este verificatd. Multimea de solutii reale este S = {4}.

Metoda 2. Ridicim la patrat ecuatia initiald: \/4x =7 =3 2 4x-7=9 < 4x =16 © x =4.
Metoda nu garanteazi ci s-a obtinut o ecuatie echivalentd cu cea initiald, deci este obligatorie verificarea in
ecuatia initiali: V4 -4 -7 =vV16-7 = V9 =3 (adevirat), deci S = {4}.
4. Multimea A are 7 elemente, deci numarul cazurilor posibile este 7. Cazurile favorabile sunt numerele n € A
care verificd inegalitatea 3n > 20 & n > 20 on>6 %, adica numerele 8, 10, 12 si 14, asadar numarul ca-
. j bil
zurilor favorabile este 4. Obtinem: P = - mzwlfdwrjﬂ ,l ‘-4
’ nr. cazuri posibile 7

5. AC=\fx,—x P+ 0=y ) =V6-2+Q2-0r=V3+2=v9+4=V13,

BC=\fx.—x) + 0.y, =V -2+ 2 -4 =V3"+ (-2 =V9+4=V13.

Deoarece AC = BC = V/ 13, deducem ci triunghiul ABC este isoscel.

Observatie. Putem calcula si lungimea AB si putem demonstra i triunghiul ABC este isoscel de bazi AB, ne-
fiind un triunghi echilateral. Solutia problemei este insi completd si fard aceste calcule si afirmatii suplimentare.
Pe ciorna, in incercarea de a rezolva problema este posibil si nu nimerim exact cele doua laturi congruente si
atunci calculim 3 lungimi, dar in redactarea solutiei putem folosi doar cele doua lungimi egale. O reprezentare
grafica (pe ciorna) a celor 3 puncte in sistemul xOy ne poate scuti de calcule inutile.

6. Folosim formula &, , . = 4B AC si obtinem: ’% =24 3-AB=24 & AB=8.

SUBIECTUL al lI-lea

1. 2) AQ) = (2 1>-det(A(2))= 2l s 5_1.6=10-6=4.

6 5/ 6 5

WA= (51, 1 145)=(5 )10=(%, ,13)=(5 5)

310 =240 =3(¢ 5) =23 4) =1z 13) - (6 )= (12 7)



_( 4 I \_[(4 1 . . . _ _
Deoarece A(4) = <3 4 44 3> = <12 7), obtinem egalitatea cerutd: 3A(2) — 2A(1) = A(4).

o =40 40=(0 (5 13)=(0 5 001 r e y)=6r 45)

Inmultim rezultatul obtinut, la dreapta, cu A(0) si obtinem: A(0) - A(x) - A(0) = P(x) - A(0) =
=<3x x+3>(0 1>=<0 3x-1+x+3)-3 >=<O 3x+3x+9>=<0 6x+9 )

9% 3x+9/\0 3 0 %-1+Bx+9) -3 0 9% +9%x+27 0 18x+27/°
Dar membrul drept este 154(0) = 15 (0 1) - (0 15

0 45 > , asadar ecuatia de necunoscutd x € R din enung

0 3
. (0 6x+9)_ 0 15 {6x+9=15 {6x=6 1. y
devine: (O 18x 4 27) = (0 45> =S 18x + 27 = 45 S 18x = 18 & x = 1; numirul real ceruteste 1.

2. a) Pentrum = —6, polinomul este f=X" + X’ +4X - 6;f(1) =1’ + 1°+4- 1 -6=1+1+4-6=0.

b) Relatiile lui Viéte pentru polinomul f= X’ + X* + 4X + msunt: x, +x, + x, = —1;
x,x, +xx,+x,x, =4 xx,x,=—m. Relatia din enung devine:2 - 4 =-m -2 - (-1) &
S8=—m+2m=2-8 m=-6.

¢) Metoda 1. Ridicinile polinomului X* + 4 = (X — 2i)(X + 2i) sunt x,, = #2i. Polinomul f € R[X], deci
feste divizibil cu X* + 4 daci si numai daci f(2i) = 0.
f2i) = i)’ i)+ 4Qi) + m=—8i — 4 + 8i + m=m — 4.Obtinem: f(2))=0 © m —4=0 & m=4.
In acest caz polinomul devine: f=X* + X> + 4X + 4 = X*(X + ) + 4X + 1) = (X + DX + 4).

Ridicinile complexe ale polinomului £ sunt ridacinile polinomului X* + 4 impreuni cu ridicina poli-
nomului X + 1, adica x, = 2i, x, = —=2i six, = — 1.

Metoda 2. Impirtim polinomul f= X + X*> + 4X + m la X* + 4:

X3 +X? 44X  +m | X*+4
-Xx3 —4X X+1
/ +X? /" +m
-X? —4
/ m—4

Obtinem citul X + 1 si restul m — 4, deci, conform teoremei impartirii cu rest, polinomul f'se scrie in
forma: f=X+ X’ +4X+m=X+ DX+ 4) + (m — 4).

Conditia de divizibilitate a polinomului f cu polinomul X* + 4 se realizeazi daci si numai daci restul
este nul, adici m — 4 = 0 & m = 4. In acest caz, polinomul f se descompune ca produs de factori de

gradul I peste C: f= (X + 1)(X° + 4) = (X + DX — 2))(X + 2i), de unde x, = -1, x, = 2i si x, = —2i.
SUBIECTUL al lll-lea

1. a) Functia f este derivabila pe R, fiind o functie rationala. Calculim derivata:
24 G2+ 1) = (2 +3)(x2+ 1
UreR fl= (E52) o CHIE (e

2+l w2+ 1)
_2x(x24+ 1D - (+3)-2x _ 2x342x—2x3— 6x

’

_ —4x
(+1)? 2+ 1) 2 +1)

b) Metoda 1. Asimptota orizontald spre 400 se determini calculdnd limita functiei spre +oo:

3
2 . le‘}‘_
lim f() = lim %3 = | (1+5) _ 140 _
X—+00 xo+o0 X2+ 1 x—>+00 xg(l_’_l_) 140
xZ

L.



Limita fiind finit, dreapta de ecuatie y = 1 este asimptotd orizontald spre 400 la graficul functiei f.
Metoda 2. Functia f fiind rationala si gradul numaratorului fiind egal cu gradul numitorului, limita sa
x24+3 1 _

L,

spre + 00 este egald cu raportul coeficientilor termenilor dominanti: lim f(x) = lim ===
’ > x>+t xo+o0 X241 1

prin urmare ecuatia asimptotei orizontale spre 4+0c0 este y = 1.
¢) Metoda 1. Consideram functia auxiliard g:[0,1] = R, g(x) = f(x) + In(x2 + 1). Functia g este deriva-
bila pe [0, 1], ca sumd de functii derivabile, si derivata sa este: g'(x) =f'(x) + (In(x2 + 1))’ =

- —4x 4+ 2x(x>+ 1 N el — 1
= 4x >+ 2276 _ T+ 2x(x : ) = —dx + 233 + 2x/(x> + 1)2=2x 2x2= x(x 2)
el 2 (2+1) (2 +1) (2+1)

Pentru orice x € (0,1), avem 2x > 0, x2 — 1 < O si (22 + 1)2 > 0, deci g'(x) < 0. Cum derivata g’ se
anuleazd doar pentru x = 0 si x = 1, rezulta ca functia g este strict descrescatoare pe intervalul [0, 1].

X 0 1
g'(x) 0 - - - - - - 0

gx) | g0) T, g

Din tabelul de variatie se observé ci valoarea maxima a functiei g pe intervalul [0, 1] este g(0), prin ur-

043 4 In©® + 1 In(2 + 1) <3
02+1+ n0°+1) & fix)+ In(x2+ 1) <3.
Metoda 2. Demonstrim inegalitatea In( + 1) < ¢, pentru orice t > —1.

Consideram functia h:(—=1,+00) = R, h(f) =t — In(t + 1). Functia & este derivabild, iar derivata sa este:

A — (5 _ r_q1_ 1 _t+1-1_ 1t
h'@®)=@—-Int+1) =1 1= a1 11T
t
t+1
semnul derivatei este dat de semnul numaritorului:

mare: Vx € [0,1] g(x) < g(0) & gx) <

Determinam punctul critic al functiei prin anu-

larea derivatei: h'() =0 & =0 © t=0. Pe intervalul (-1, +00), numitorul # + 1 este pozitiv, deci

-1 0 + o0

t
o Vte (—1,0),avem t < 0, deci h'(¢) < 0. h'(?) | 0 + + + +

o Ve (0,+00),avem t > 0, deci h'(r) > 0. h(p) | <§ h(0) __—

Din tabelul de variatie rezultd ci valoarea minimai a functiei este #(0) = 0 — In(0 + 1) = 0.
Prin urmare, pentru orice t > —1, avem h(t) > h(0) © t—In(t+ 1) >0 & In(z+ 1) < 7.
x2+3
x2+1
+x2<3,Vxe|[0,1];

Inlocuind t = x2 > 0, obtinem inegalitatea In(x2 + 1) < x2, de unde rezulti: f(x) + In(x2 + 1) < + x2.
x*+3
x2+1

x4 — x2
<
x2+1 <0

Pentru a arata ca f{x) + In(x2 + 1) < 3, este suficient sa demonstrim ca

¥+3+x(x2+1) =3+ 1) X+34+xt+x2-3x2-3 x(x*=1)
x2+1 x2+1 x2+1

Deoarece pentru orice x € [0, 1] avem x2 > 0, x2 — 1 < 0six? 4+ 1 > 0, ultima inegalitate este adevirata,

<0e <0e <0.

ceea ce confirmi inegalitatea din enunt.

2. o)W _ 4 2e =X+Z;Kﬂ7’?dx=[(x+2)dx= (x—zz+2x)|z= (4+4)-0+0=6-0=6.

e er

b) Functia F este derivabild pe R, fiind un produs de functii derivabile. Pentru orice x € R, avem:
F'(x)=((x+De)'=@x+1)'e+@x+1)e)=1-e+@x+ ef=e(l +x+ 1) = (x + 2)e* =fx).
Deoarece F'(x) = f(x) pentru orice x € R, rezulta ca F este o primitiva a functiei f.

22\ PO _f@-10 _@+2ey -+ _@4e) =2 6ap—5 _88es— 1)
c)fof(X)f(x)dxz 3 ‘o: 3 = . — 5 —G4e -8 _ "
Alta metoda: Folosim metoda schimbarii de variabili. Notim f(x) = ¢, de unde rezultd f'(x)dx = dt.
Schimbim limitele de integrare: cind x =0 = t =f(0) =2, jfar cAnd x =2 = t = f(2) = 4 €2. Integrala

e 4e? 3 ; _
devine: /zfz(x)f/(x)dx _ /4 £d = t_; _@e) 2’ _64es _ 8 _ 8(8e D
0 2

3 37 3 37 3

2
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MATEMATICA m2

Examenul de bacalaureat reprezinti un moment de bilant, care incununeaza
eforturile depuse de fiecare elev pe parcursul celor patru ani de liceu si care deschide
portile catre viitorul academic sau profesional. Lucrarea de fata isi propune si fie un
ghid eficient, care si raspunda tuturor exigentelor disciplinei, fiind conceputi ca un
material de lucru esential i accesibil.

Cartea se adreseaza in primul rand elevilor, reprezentdnd un instrument util in
sistematizarea notiunilor teoretice $i promovénd invitarea autodidacti. Continutul
lucrarii, special calibrat pentru elevii care sustin examenul maturitatii, acoperd
integral tematica programelor pentru profilurile Tehnologic si Stiinte ale naturii.

Structura cartii cuprinde o primi parte cu elemente de teorie si probleme propuse,
defalcate pe ani de studiu. Breviarul teoretic nu isi propune si fie un tratat matematic
exhaustiv, ci este structurat astfel incat elevul sa identifice rapid definitia, formula sau
teorema necesara, nemaifiind nevoit sa caute printre zeci de pagini de demonstratii.
Majoritatea problemelor propuse, care insotesc partea teoretici, respecti riguros stilul
de formulare din variantele de bacalaureat extrase in sesiunile din anii precedenti.

In a doua parte, lucrarea contine teste de antrenament elaborate dupa modelul
oficial, iar sectiunea finala oferd solutii detaliate §i comentarii metodice atit pentru
problemele propuse, cit si pentru teste.

Culegerea poate fi utilizata si pentru pregitirea curenta, permitind elevilor si se
antreneze din timp, pentru ci un rezultat bun se obtine doar prin studiu sistematic.
Profesorii o pot folosi pentru a selecta aplicatii destinate activititii la clasa, pentru

evaluarile sumative §i pentru orele dedicate pregatirii suplimentare.

De la teorie la rezolvare, pas cu pas

v e . . oo <
CoRINT Lucrarea ii va ajuta pe elevi sa inteleagg,
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