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De la teorie la rezolvare, pas cu pas
Lucrarea îi va ajuta pe elevi să înțeleagă, 
să exerseze sistematic și să abordeze 
cu mai multă siguranță subiectele 
de la bacalaureat.
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MATEMATICĂ M2
Examenul de bacalaureat reprezintă un moment de bilanț, care încununează 

eforturile depuse de fiecare elev pe parcursul celor patru ani de liceu și care deschide 
porțile către viitorul academic sau profesional. Lucrarea de față își propune să fie un 
ghid eficient, care să răspundă tuturor exigențelor disciplinei, fiind concepută ca un 
material de lucru esențial și accesibil. 

Cartea se adresează în primul rând elevilor, reprezentând un instrument util în 
sistematizarea noțiunilor teoretice și promovând învățarea autodidactă. Conținutul 
lucrării, special calibrat pentru elevii care susțin examenul maturității, acoperă 
integral tematica programelor pentru profilurile Tehnologic și Științe ale naturii.

Structura cărții cuprinde o primă parte cu elemente de teorie și probleme propuse, 
defalcate pe ani de studiu. Breviarul teoretic nu își propune să fie un tratat matematic 
exhaustiv, ci este structurat astfel încât elevul să identifice rapid definiția, formula sau 
teorema necesară, nemaifiind nevoit să caute printre zeci de pagini de demonstrații. 
Majoritatea problemelor propuse, care însoțesc partea teoretică, respectă riguros stilul 
de formulare din variantele de bacalaureat extrase în sesiunile din anii precedenți.

În a doua parte, lucrarea conține teste de antrenament elaborate după modelul 
oficial, iar secțiunea finală oferă soluții detaliate și comentarii metodice atât pentru 
problemele propuse, cât și pentru teste. 

Culegerea poate fi utilizată și pentru pregătirea curentă, permițând elevilor să se 
antreneze din timp, pentru că un rezultat bun se obține doar prin studiu sistematic. 
Profesorii o pot folosi pentru a selecta aplicații destinate activității la clasă, pentru 
evaluările sumative și pentru orele dedicate pregătirii suplimentare.
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„Învăţând matematică, înveţi să gândești.”
Grigore Moisil

Examenul de Bacalaureat reprezintă un moment de bilanţ, care încununează eforturile de-
puse de fiecare elev pe parcursul celor patru ani de liceu și care deschide porţile către vii-
torul academic sau profesional. În cadrul acestui examen, Matematica este disciplina care 
testează gândirea logică, puterea de analiză și sinteză, precum și capacitatea de structurare a 
informaţiilor.
Lucrarea de faţă își propune să fie un ghid eficient, care să răspundă tuturor exigenţelor dis-
ciplinei, fiind concepută ca un material de lucru esenţial și accesibil. Cartea se adresează în 
primul rând elevilor, reprezentând un instrument util în sistematizarea noţiunilor teoretice 
și promovând învăţarea autodidactă. Conţinutul lucrării, special calibrat pentru elevii care 
susţin examenul maturităţii, acoperă integral tematica programelor oficiale pentru profiluri-
le Tehnologic și Știinţe ale naturii.
Structura cărţii cuprinde o primă parte cu elemente de teorie și probleme propuse, defalcate 
pe ani de studiu. Breviarul teoretic nu își propune să fie un tratat matematic exhaustiv, ci 
este structurat astfel încât elevul să identifice rapid definiţia, formula sau teorema necesară, 
nemaifiind nevoit să caute printre zeci de pagini de demonstraţii. Majoritatea problemelor 
propuse, care însoţesc partea teoretică, respectă riguros stilul de formulare din variantele de 
Bacalaureat extrase în sesiunile din anii precedenţi.
În a doua parte, lucrarea conţine teste de antrenament elaborate după modelul oficial, iar 
secţiunea finală oferă soluţii detaliate și comentarii metodice atât pentru problemele pro-
puse, cât și pentru teste. Acolo unde a fost posibil, au fost prezentate mai multe metode de 
rezolvare a aceleiași cerinţe. În locul percepţiei rigide de tipul „Trebuie să faci așa și numai 
așa!”, am urmărit să promovăm o abordare flexibilă: „Ai putea să procedezi așa sau altfel, în 
funcţie de preferinţe”, pentru că matematica este în mare măsură nealgoritmică, solicitând pe 
alocuri și creativitate.
Culegerea poate fi utilizată și pentru pregătirea curentă, permiţând elevilor să se antreneze 
din timp, pentru că un rezultat bun se obţine doar prin studiu sistematic. Profesorii pot fo-
losi conţinutul lucrării pentru a selecta aplicaţii destinate activităţii la clasă, pentru evaluările 
sumative și pentru orele dedicate pregătirii suplimentare.

Cuvânt-înainte



5

CLASA A IX-A

Repere teoretice

Mulțimi de numere

ℕ = {0;1;2;3; ....} – mulţimea numerelor naturale
ℤ = {...; −3;−2;−1;0;1;2;3; ...} – mulţimea numerelor întregi

ℚ = {
a__
b | a ∈ ℤ;b ∈ ℤ *

} – mulţimea numerelor raţionale

ℝ – mulţimea numerelor reale
ℝ \ ℚ – mulţimea numerelor iraţionale
Orice număr iraţional se poate scrie ca o fracţie zecimală infinită și neperiodică.

Modulul unui număr real

  Definiție: |x| =
{

x, dacă x > 0
0, dacă x = 0
‒x, dacă x < 0

sau  |x| = max (x;−x)

  Proprietăți:

1. |x| ≥ 0, ∀x ∈ ℝ 2.  |x| = |−x|, ∀x ∈ ℝ
3. |x ⋅ y| = |x| ⋅ |y|, ∀x, y ∈ ℝ 4.   |x_y| = |x|__

|y|, ∀x ∈ ℝ și ∀y ∈ ℝ *

5. |x| ≤ m ⇔ x ∈ [−m;m], ∀m > 0 6.   |x| ≥ m ⇔ x ∈ (−∞ ;−m] ∪ [m;+∞) , ∀m > 0

Aplicații

1. Calculaţi: √
_
5 ⋅ (6√

_
6 : 3√

_
3 − 3√

_
8 + 5√

_
2).

2. Calculaţi: (
12______

2 − √
_
7

+ 18______
4 + √

_
7) : 1___

√
_
7

.

3. Calculaţi: 1__
2 ⋅ [1 − (

5__
6 − 1__

3)].

4. Arătaţi că m este un număr natural, unde m = 2 ⋅ (15 − 3 ⋅ 5) + (3 ⋅ 5 − 7) : 4.
5. Câte elemente are mulţimea (−√

_
3;√

_
11) ∩ ℤ?

6. Fie a = 1__
5 : √

_
0,04 − √

_
192_____
6 + √

_
27____
9  și b = 1,4 ⋅ √

_
3 − √

_
12____
5 + √

_
90____

√
_
10

. Arătaţi că |a| − |b| ∈ ℤ.

7. Arătaţi că 4 ⋅ (2,1 − 0,3) − 3,2 = 4.

8. Pentru a = 2______
√

_
3 + 1

, calculaţi |2 ⋅ a + 3| + |5 − 2 ⋅ a|.

9. Arătaţi că √
_

(5 − √
_
3)

2 + √
_

(1 − √
_
3)

2 = 4.
10. Rezolvaţi ecuaţia: |3 ⋅ x − 2| = 9.
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CLASA A X-A

Repere teoretice

Radicali. Funcția radical

➦ Radicali de ordinul 2
Definiție. Fie a ≥ 0. Numărul real x ≥ 0 pentru care  x 2 = a se numește rădăcina pătrată a lui a și se 

notează √
_
a.

  Proprietăți:

1. √
_
x 2 = ∣x∣ ,  ∀x ∈ ℝ 2.  (√_

x) 2 = x,  ∀x ≥ 0
3.  √

_
x ⋅ √

_
y = √

_
xy,    ∀x,y ≥ 0 4. √

_
x___

√
_
y = √

__
  x_y ,  x ≥ 0, y > 0

5. √
_
x 2 y = ∣x∣ √

_
y,  x ∈ ℝ, y ≥ 0 6. x√

_
y = √

_
x 2 y,  x,y ≥ 0

➦ Radicali de ordinul 3
  Definiție.  Numărul real x pentru care x 3 = a se numește rădăcina cubică a lui a și se notează 3√

_
a.

Proprietăți: Fie x,y ∈ ℝ:
1.  3√

_
x 3 = x 2.  (3√

_
x)

3 = x
3.  3√

_
xy = 3√

_
x 3√

_
y 4.   

3√
_
x___

3√
_
y = 3√

__
  x_y , y ≠ 0

5.  3√
_
x 3 y = x 3√

_
y  (scoaterea factorului de sub radical)

6.  x 3√
_
y = 3√

_
x 3 y  (introducerea unui factor sub radical)

➦ Radicali de ordinul n
Fie a ∈ ℝ
• n√

_
a n = ∣a∣,  dacă n este par Exemplu: √

_
(−5) 2 = |−5| = 5

• n√
_
a n = a, dacă n este impar Exemplu: 3√

_
(−2) 3 = −2

  Proprietăți: Fie x,y ≥ 0 și n,m ∈ ℕ *.
1.  n√

_
x ⋅ n√

_
y = n√

_
xy

2.
n√

_
x___

n√
_
y = n√

__
  x_y , y ≠ 0

3.   (n√
_
x )m = n√

_
xm = x m__

n Exemplu: (3√
_
2 ) 2 = 3√

_
4

4.  m√
_
n√

_
x = mn√

_
x Exemplu: √

_
3√

_
64 = 6√

_
64 = 2

5.  n√
_
x = x 1__

n Exemplu: 4√
_
16 = 161/4 = 2

6.  n√
_
x n ⋅ y = x n√

_
y Exemplu: √

_
72 = √

_
36 ⋅ 2 = 6 √

_
2

7.  x n√
_
y = n√

_
x n y Exemplu:  3√

_
2 = √

_
9 ⋅ 2 = √

_
18

8.  n√
_
x = kn√

_
x k Exemplu: √

_
3 = 2⋅2√

_
3 2 = 4√

_
9
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Funcția radical
  Definiție: Funcţia f:D → ℝ, f(x) = n√

_
x, n ∈ ℕ, n ≥ 2 se numește funcţie radical, unde   

     {
D = [0,∞),  dacă n par

  
D = ℝ,  dacă n impar

.

  Definiție: Funcţia f:[0,∞) → [0,∞),  f(x) = √
_
x  se numește funcţie radical de ordinul doi. 

  Definiție: Funcţia f:ℝ → ℝ, f(x) = 3√
_
x  se numește funcţie radical de ordinul 3.

Observație: Funcţia radical este strict crescătoare și injectivă.

➦ Ecuații iraționale
Metoda de rezolvare:
1. Se stabilesc condiţiile de existenţă. 4. Se rezolvă ecuaţia obţinută.
2. Se izolează radicalul. 5. Se verifică soluţiile.
3. Se ridică la putere.

Aplicații

1. Calculaţi: a) √
_
2 + √

_
8 − √

_
18; b) 3√

_
27 + 3√

_
64.

2. Aduceţi la o formă mai simplă expresia: E = √
_
x 3______

3√
_
x√

_
x

: (
3√

_
x______

√
_
x√

_
x)

3

.

3. Rezolvaţi ecuaţiile: a) √
_
2x + 3 = 7; b) √

_
x + 2 = x.

4. Rezolvaţi ecuaţia: 3√
_
9x − 1 = 2.

5. Rezolvaţi ecuaţiile: a) √
_
x + 1 + √

_
x − 4 = 5; b) √

_
2x + 1 + 1 = x.

6. Rezolvaţi ecuaţia  3√
_
x 3 + x − 1 = x.

7. Rezolvaţi ecuaţia  (√_
x) 2 − 3√

_
x + 2 = 0.

8. Rezolvaţi ecuaţia 3√
_
x − 1 = √

_
x − 1.

9. Rezolvaţi ecuaţiile: a) √
_
x 2 + 9x = x + 4; b) √

_
2x 2 + 1 − x = 1.

10. Rezolvaţi ecuaţiile: a) x + 1____
√

_
x = 2; b)√

___________
x + √

_
x − 1 = √

_
3.

11. Arătaţi că √
_
7 + 2√

_
6 − √
_
7 − 2√

_
6 ∈ ℕ.

Repere teoretice

Puteri. Funcția exponențială. Ecuații exponențiale

Pentru a ∈ ℝ,n ∈ ℕ *: a n = a ⋅ a ⋅ …⋅a
de n ori

;     a 0 = 1 pentru a ∈ ℝ *

Proprietăți: Fie a,b > 0, m,n ∈ ℝ.
1.  am ⋅ a n = am+n 2.   a

m__
a n = am−n

3.  (am) n = amn 4. (ab) n = a n b n

5.   (
a__
b)

n
= a n__

b n 6.  a−n = 1__
a n

7.   a m__
n = n√

_
am  pentru n ∈ ℕ *, n ≥ 2

8. Dacă a > 1 și m,n ∈ ℝ, atunci  am ≤ a n ⇔ m ≤ n.
9. Dacă 0 < a < 1 și  m,n ∈ ℝ, atunci  am ≤ a n ⇔ m ≥ n.
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CLASA A XI-A
Repere teoretice

Matrice

  Definiție: Fie ℂ mulţimea numerelor complexe. Notăm M = {1, 2, 3,…, m} și N = {1, 2, 3,…, n} mul-
ţimile primelor m, respectiv n numere naturale.

O funcţie f:M × N → ℂ, f((i, j)) = aij ∈ ℂ, i ∈ M, j ∈ N se numește matrice de tipul (m,n). Funcţia f((i, j)) se 
poate prezenta sub forma unui tablou cu m linii si n coloane astfel:

A =
(

a11 a12 … a1n
  a21 a22 … a2n  … … … …  

am1 am2 … amn
)

– matrice cu m linii și n coloane; A = (aij) i=‾1,m
j=‾1,n

.

A ∈ Mm,n(ℂ) , unde Mm,n(ℂ) reprezintă mulţimea matricelor cu m linii și n coloane cu elemente din ℂ.

  Definiție: Două matrice A,B ∈ Mm,n(ℂ), A = (aij), B = (bij) sunt egale, și scriem A = B, dacă aij = bij
∀ i ∈ M și j ∈ N.

  Definiție:   At reprezintă transpusa lui A și se obţine din A prin schimbarea liniilor în coloane (sau a coloa-
nelor în linii).

  Observație: Dacă m = n, atunci matricea se numește pătratică de ordinul n și are forma

A =
(

a11 a12 … a1n
  a21 a22 … a2n  … … … …an1 an2 … ann
)

 ; A ∈ Mn(ℂ) .

Tr(A) = a11 + a22 + ⋅ ⋅ ⋅ + ann reprezintă urma matricei A.
Sistemul ordonat de elemente (a11,a22, ⋅ ⋅ ⋅, ann)  se numește diagonala principală a matricei A, iar sistemul 
ordonat de elemente (a1n, ⋅ ⋅ ⋅, an1)  se numește diagonala secundară a matricei A.

In =
(

1   0   0 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 0
0   1   0 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 0  ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  
0   0   0 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 1)

 este matricea unitate de ordinul n; Om,n =
(

0   0   0 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 0
0   0   0 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 0  ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  
0   0   0 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 0)

 este matricea nulă

de tipul (m, n).

➦ Operații cu matrice

I. Adunarea matricelor
  Definiție:  Fie A,B ∈ Mm,n(ℂ), A = (aij), B = (bij). Prin suma (adunarea) matricelor A și B înţelegem ma-

tricea C, notată C = A + B, de forma C = (cij), unde cij = aij + bij.
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Proprietăți ale operației de adunare:
1. A + B = B + A, ∀A, B ∈ Mm,n(ℂ)  (comutativitate)
2. (A + B) + C = A + (B + C), ∀A,B,C ∈ Mm,n(ℂ)  (asociativitate)
3. A + Om,n = Om,n + A = A, ∀A ∈ Mm,n(ℂ)  (element neutru)
4. ∀A ∈ Mm,n(ℂ), ∃(−A) ∈ Mm,n(ℂ)  a.î. A + (–A) = (–A) + A = Om,n.

II. Înmulțirea matricelor cu scalari
Fie A = (aij) i=‾1,m

j=‾1,n

 o matrice de tipul (m, n) cu elemente numere complexe. Fie α ∈ ℂ un număr complex.

  Definiție: Se numește produsul dintre numărul α și matricea A matricea notată αA = (αaij) i=‾1,m
j=‾1,n

.

Proprietăți ale înmulțirii matricelor cu scalari:
1. (a + b)A = aA + bA, ∀ a,b ∈ ℂ și A ∈ Mm,n(ℂ)
2. a(A + B) = aA + aB, ∀ a ∈ ℂ și A,B ∈ Mm,n(ℂ)
3. a ⋅ (b ⋅ A) = (ab) ⋅ A, ∀ a,b ∈ ℂ și A ∈ Mm,n(ℂ)
4. 1 ⋅ A = A, ∀ A ∈ Mm,n(ℂ)

III. Înmulțirea matricelor:
  Definiție:  Fie A ∈ Mm,n(ℂ), A = (aij) i=‾1,m

j=‾1,n

, B ∈ Mn,p (ℂ), B = (bjk) j=‾1,n
k=‾1,p

. Se numește produsul matricelor A și 

B, matricea notată A ⋅ B = (cik) i=‾1,m
k=‾1,p

, unde cik = ∑ j=1
n aij bjk, ∀ i =‾1,m și k = ‾1,p.

Proprietățile înmulțirii matricelor:

1. (AB)C = A(BC), A ∈ Mm,n(ℂ), B ∈ Mn,p(ℂ), C ∈ Mp,q(ℂ)  (asociativitate)

2. a) A(B + C) = AB + AC, A ∈ Mm,n(ℂ), B,C ∈ Mn,p(ℂ)  (distributivitatea înmulţirii faţă de adunare – la stânga)
  b) (B + C)A = BA + CA, B,C ∈ Mm,n(ℂ),A ∈ Mn,p(ℂ)  (distributivitatea înmulţirii faţă de adunare – la dreapta)
3. AIn = In A = A, ∀A ∈ Mn(ℂ)  element neutru – (Atenţie! Pentru matrice pătratică.)
4. a(bA) = (ab)A, ∀a,b ∈ ℂ,A ∈ Mm,n(ℂ)
5. (a + b)A = aA + bA, ∀a,b ∈ ℂ,A ∈ Mm,n(ℂ)
6. a(A + B) = aA + aB, ∀a ∈ ℂ, A,B ∈ Mm,n(ℂ)
7. aA = Om,n ⇔ a = 0 sau A = Om,n
8. (At

)
t
= A, oricare ar fi A ∈ Mm,n(ℂ); (A + B)t = At + Bt, ∀ A,B ∈ Mm,n(ℂ); (aA)t = aAt, ∀A ∈ Mm,n(ℂ);

(AB)t = Bt At, ∀A ∈ Mm,n(ℂ) și ∀B ∈ Mn,p(ℂ)

➦ Puterile unei matrice: 
Fie A ∈ Mn(ℂ) .

  Definim: A0 = In, A1 = A, A2 = A ⋅ A, A3 = A2 ⋅ A, ⋅ ⋅ ⋅ , An = A n−1 ⋅ A, n ∈ ℕ*.

• Relaţia Hamilton-Cayley:

A2 − (a + d)A + (ad − bc) I2 = O2 , unde A = (
a b
c d) sau A2 − (trA)A + (detA)I2 = O2.
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CLASA A XII-A

Prezentare teoretică

Legi de compoziție, grupuri, inele, corpuri

➦ Lege de compoziție internă
  Definiție. Fie M o mulţime nevidă (M ≠ ∅). O lege de compoziţie internă „*” pe mulţimea M este o func-

ţie *  : M × M → M care asociază oricărei perechi ordonate (x,y) ∈ M × M  un unic element din M, notat x*y.
Condiţia de „bună definire” (folosind cuantificatorul logic ∀) se scrie astfel: ∀x,y ∈ M x*y ∈ M.
Exemplul 1: Adunarea pe mulţimea numerelor naturale: ∀x,y ∈ ℕ   x + y ∈ ℕ.
Observație: Scăderea nu este lege de compoziţie pe ℕ, deoarece afirmaţia ∀x,y ∈ ℕ   x − y ∈ ℕ este falsă. 
Într-adevăr, este valabil contraexemplul: 3 − 8 = −5 ∉ ℕ.
Exemplul 2: Pe mulţimea numerelor reale ℝ, definim legea de compoziţie „∘” prin x ∘ y = x + y − 5. Aceasta 
este o lege de compoziţie internă pe ℝ deoarece, dacă adunăm orice două numere reale și scădem 5, rezultatul 
este tot un număr real.
Exemplul 3: Înmulţirea matricelor pe mulţimea M2(ℝ) este o lege de compoziţie internă, deoarece produsul 
oricăror două matrice 2 × 2 este tot o matrice 2 × 2: ∀A, B ∈ M2(ℝ)   A ⋅ B ∈ M2(ℝ).

Asociativitatea unei legi de compoziție

  Definiție. Fie M o mulţime nevidă și „*” o lege de compoziţie internă pe M. Spunem că legea de compo-
ziţie „*” este asociativă dacă este îndeplinită următoarea condiţie: ∀x,y, z ∈ M (x*y)*z = x*(y* z).
Pentru a demonstra că o lege de compoziţie „*” definită pe mulţimea M nu este asociativă, trebuie demonstrată 
negaţia definiţiei: ∃x,y, z ∈ M astfel încât (x*y)*z ≠ x*(y* z), ceea ce revine la identificarea unui contraexemplu. 
În această privinţă, avem o veste bună: nu suntem obligaţi să justificăm modul în care am găsit acest contraexem-
plu, fiind suficient să arătăm că el funcţionează. Avem însă și o veste proastă: nu dispunem de un algoritm pentru 
găsirea contraexemplului dorit. Inspiraţia și experienţa rezolvitorului sunt decisive în acest demers. 
Exemplul 1: Adunarea și înmulţirea pe mulţimea numerelor reale: ∀x,y, z ∈ ℝ  (x + y) + z = x + (y + z). 
La fel se întâmplă și în cazul înmulţirii: ∀x,y, z ∈ ℝ   (x ⋅ y) ⋅ z = x ⋅ (y ⋅ z).
Exemplul 2: Scăderea pe mulţimea numerelor reale nu este o lege de compoziţie asociativă. Putem demonstra 
acest lucru printr-un simplu contraexemplu. Fie x = 10, y = 5 și z = 2. Calculăm (10 − 5) − 2 = 5 − 2 = 3 și   
10 − (5 − 2) = 10 − 3 = 7. Deoarece 3 ≠ 7, deducem că (x − y) − z ≠ x − (y − z).
Observație. Pentru a demonstra non-asociativitatea scăderii pe ℝ, nu este nevoie să realizăm o demonstraţie 
generală: ∀x,y, z ∈ ℝ  (x − y) − z ≠ x − (y − z). Dealtfel, această afirmaţie este falsă, în ciuda aparenţelor. Unii 
(nepricepuţi) ar fi tentaţi să accepte următoarea „demonstraţie”: „Calculând membrul stâng obţinem x − y − z. 
Calculând membrul drept obţinem x − y + z. Se observă că am obţinut rezultate diferite, deci afirmaţia 
∀x,y, z ∈ ℝ  (x − y) − z ≠ x − (y − z) este adevărată.” Confuzia dintre egalitatea formală și egalitatea numerică 
efectivă este sursa acestei erori. Rezultatele x − y − z și x − y + z sunt formal diferite, dar pot fi numeric egale
(de exemplu pentru z = 0).
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Clasa a XII-a

Exemplul 3: Pe mulţimea numerelor reale ℝ, definim legea de compoziţie „∘” prin formula: x ∘ y = x + y + 2. 
Pentru a demonstra că legea este asociativă, trebuie să demonstrăm că (x ∘ y) ∘ z = x ∘ (y ∘ z) , oricare ar fi x,y,z ∈ ℝ.

Pasul 1: Calculăm membrul stâng: (x ∘ y) ∘ z = (x + y + 2) ∘ z . Aplicăm regula din nou, considerând 
(x + y + 2)  ca fiind primul termen și z al doilea termen: (x ∘ y) ∘ z = (x + y + 2) + z + 2 = x + y + z + 4 . 
Pasul 2: Calculăm membrul drept: x ∘ (y ∘ z) = x ∘ (y + z + 2) . Aplicăm regula, unde x este primul termen, 
iar (y + z + 2)  este al doilea termen: x ∘ (y ∘ z) = x + (y + z + 2) + 2 = x + y + z + 4 . Deoarece am obţinut 
același rezultat, x + y + z + 4, concluzionăm că legea de compoziţie „∘” este asociativă.

Comutativitatea unei legi de compoziție

  Definiție. Fie M o mulţime nevidă și „*” o lege de compoziţie internă pe M. Spunem că legea de compo-
ziţie „*” este comutativă dacă este îndeplinită condiţia: ∀x,y ∈ M  x*y = y*x.

Pentru a demonstra că o lege de compoziţie „*” definită pe mulţimea M nu este comutativă, trebuie demon-
strată negaţia definiţiei: ∃x,y ∈ M astfel încât x*y ≠ y*x, ceea ce revine la identificarea unui contraexemplu.

Exemplul 1: Operaţia de adunare (+) este comutativă pe mulţimea numerelor naturale ℕ, deoarece ordinea ter-
menilor nu schimbă suma: ∀x,y ∈ ℕ   x + y = y + x. Același lucru este valabil și pentru operaţia de înmulţire 
pe mulţimea numerelor naturale.

Exemplul 2: Înmulţirea matricelor NU este comutativă. Fie M2(ℝ)  mulţimea matricelor pătratice de ordi-
nul 2 cu elemente reale. Înmulţirea matricelor nu este o lege de compoziţie comutativă. Putem demonstra acest 
lucru printr-un contraexemplu simplu:

Alegem două matrice A și B din M2(ℝ): A = (
1 1
0 1), B = (

1 0
1 1).

Calculăm produsul A ⋅ B:   A ⋅ B = (
1 1
0 1) ⋅ (

1 0
1 1) = (

1 ⋅ 1 + 1 ⋅ 1 1 ⋅ 0 + 1 ⋅ 1  0 ⋅ 1 + 1 ⋅ 1 0 ⋅ 0 + 1 ⋅ 1) = (
2 1
1 1).

Calculăm produsul B ⋅ A:   B ⋅ A = (
1 0
1 1) ⋅ (

1 1
0 1) = (

1 ⋅ 1 + 0 ⋅ 0 1 ⋅ 1 + 0 ⋅ 1  1 ⋅ 1 + 1 ⋅ 0 1 ⋅ 1 + 1 ⋅ 1) = (
1 1
1 2).

Deoarece (
2 1
1 1) ≠ (

1 1
1 2), deducem că A ⋅ B ≠ B ⋅ A.

Exemplul 3: Pe mulţimea numerelor reale ℝ, definim legea de compoziţie „∘” prin formula: x ∘ y = x + y − 2xy. 
Pentru a arăta că legea este comutativă, trebuie să demonstrăm că x ∘ y = y ∘ x, oricare ar fi x,y ∈ ℝ.

Calculăm membrul drept, y ∘ x (adică înlocuim x cu y și y cu x în formulă): y ∘ x = y + x − 2yx.

Deoarece adunarea și înmulţirea numerelor reale sunt la rândul lor comutative (y + x = x + y și y ⋅ x = x ⋅ y), 
putem rescrie rezultatul reordonând termenii: y ∘ x = x + y − 2xy. Observăm că am obţinut exact formula 
pentru x ∘ y. Așadar, x ∘ y = y ∘ x, ceea ce demonstrează că legea de compoziţie „∘” este comutativă.

Existența elementului neutru

  Definiție. Fie M o mulţime nevidă și „*” o lege de compoziţie internă pe M. Spunem că legea de compo-
ziţie admite element neutru dacă: ∃e ∈ M astfel încât ∀x ∈ M  x*e = e*x = x. 
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SUBIECTUL al III-lea  (30 de puncte)
1. Se consideră funcţia f:ℝ → ℝ, f(x) = e x (x 2 + 3x + 3).
(5p) a) Arătaţi că f ′(x) = e x (x 2 + 5x + 6), x ∈ ℝ.
(5p) b) Determinaţi coordonatele punctelor de extrem ale graficului funcţiei.
(5p) c) Determinaţi imaginea funcţiei.
2. Se consideră funcţia f:ℝ → ℝ, f(x) = (x − 1)√

_
x 2 + 1.

(5p) a) Calculaţi ∫
θ

1 xf(x)______
√
_
x2 + 1

dx.

(5p) b) Calculaţi ∫
0

1
f (x) dx.

(5p) c) Determinaţi o primitivă a funcţiei pentru care F(2) = 0.

Teɽte pentɭu Eˉaȟenul de Bacalauɭeat

Teɽtul nɭࡲ ࠀ

ъ Se acordă 10 puncte din oficiu.
SUBIECTUL I (30 de puncte)

(�Q) 1. Arătați că
𝑓
Ѳ Ҩ ѯ ݎ ԓ𝑓ѱ 𝑓

Ѵ
ѯѭԟ 𝑓 𝑓.

(�Q) 2. Se consideră funcția 𝑓𝑓 ڗ Ӑ ֵ Ӑ, 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 Ѳ𝑓𝑓 𝑓 ѱ. Determinați numărul real ಞ pentru care 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓
ಞ Ҩ 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓.

(�Q) �. Rezolvați în mulțimea numerelor reale ecuația 𝑓၆ჴ၎၄ 𝑓 𝑓ჴ၍၈.
(�Q) �. Calculați probabilitatea ca, alegÉnd un număr ಟ din mulțimea ౶ 𝑓 Ш𝑓Д ѯД 𝑓Д ѱД ѲД ѳД ѴД ѵД ѶД 𝑓ѭЩ, acesta să

verimce inegalitatea ѱಟ ۏ ѯѴ.
(�Q) �. În reperul cartezian 𝑓𝑓಄ಭ se consideră punctele ಂ𝑓𝑓Д ѯ𝑓, ಃ𝑓𝑓Д Ѳ𝑓 și ಅ𝑓ѲД ѯ𝑓. Determinați numărul real ಜ

pentru care ಃಅ 𝑓 ಜ ݎ ಂಃ.

(�Q) �. Se consideră triunghiul ౶౷౸, dreptunghic în ౶, cu ౶౸ 𝑓 𝑓 ݎ ౶౷ și ౶౸ 𝑓 𝑓ѯ. Arătați că aria triunghiului
౶౷౸ este egală cu ѯѱ.

SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)

1. Se consideră matricele ౾၅ 𝑓 ԕ𝑓 ѭ
ѭ 𝑓ԡ și ౶𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 ԕѯ𝑓𝑓 Ҩ 𝑓 ѯ

𝑓 𝑓𝑓ԡ, unde 𝑓𝑓 este număr real.

(�Q) a) Arătați că det𝑓౶𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓.
(�Q) b) Arătați că ౶𝑓𝑓𝑓 Ҩ ౶𝑓𝑓𝑓 𝑓 ѯ౶𝑓ѯ𝑓.
(�Q) c) Determinați matricea ಍ ج Ӟ၅𝑓Ӑ𝑓 pentru care ಍ ݎ ౶𝑓𝑓𝑓 𝑓 ౶𝑓ѯ𝑓.
2. Pe mulțimea numerelor reale se demnește legea de compoziție 𝑓𝑓 ܗ ಭ 𝑓 𝑓𝑓၅و Ҩ ಭ၅ 𝑓 𝑓𝑓 Ҩ 𝑓.

(�Q) a) Arătați că 𝑓 ܗ ѱ 𝑓 𝑓.

(�Q) b) Determinați numărul real 𝑓𝑓 pentru care 𝑓𝑓 ܗ ѱ
𝑓 𝑓 Ѳ

𝑓 .

(�Q) c) Determinați numerele întregi ಟ pentru care ಟ ܗ ಟ ү ѯ.

Testul nr.

SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)

1. Se consideră funcția 𝑓𝑓 ڗ Ӑ ֵ Ӑ, 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓
𝑓𝑓၅ Ҩ Ѷ .

(�Q) a) Arătați că 𝑓𝑓ᄵ𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 Ҩ 𝑓𝑓𝑓
𝑓𝑓𝑓၅ Ҩ Ѷ𝑓၅ , pentru orice 𝑓𝑓 ج Ӑ.

(�Q) b) Determinați ecuația asimptotei orizontale spre 𝑓ٞ la gramcul funcției 𝑓𝑓.
(�Q) c) Determinați mulțimea valorilor funcției 𝑓𝑓.

2. Se consideră funcția 𝑓𝑓 ڗ Ӑ ֵ Ӑ, 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓၅و Ҩ ѳ𝑓𝑓 Ҩ Ѵ.

(�Q) a) Arătați că∫
၄

0
𝑓𝑓၅𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓.

(�Q) b) Calculați∫
၄

၎၄

𝑓𝑓 Ҩ 𝑓
𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓.

(�Q) c) Demonstrați că, pentru orice 𝑎𝑎 ج 𝑓ѭД Ҩٞ𝑓, suprafața plană delimitată de gramcul funcției 𝑓𝑓, axa ಄𝑓𝑓 și
dreptele de ecuații 𝑓𝑓 𝑓 ѭ și 𝑓𝑓 𝑓 𝑎𝑎 are aria mai mare sau egală cu 𝑎𝑎وѴ.

Teɽtul nɭࡲ ࠁ

ъ Se acordă 10 puncte din oficiu.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

(�Q) 1. Arătați că ѯДѲ Ҩ ѯ ݎ 𝑓ѯ 𝑓 ѭДѲ𝑓 𝑓 ѲДѲ.
(�Q) 2. Se consideră funcția 𝑓𝑓 ڗ Ӑ ֵ Ӑ, 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 Ѵ 𝑓 ѯ𝑓𝑓. Arătați că 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓ѯ𝑓 𝑓 ѯ.
(�Q) �. Rezolvați în mulțimea numerelor reale ecuația ѱ𝑓𝑓و 𝑓 Ѵ 𝑓 𝑓.
(�Q) �. Determinați probabilitatea ca, alegÉnd un număr ಟ din mulțimea ౶ 𝑓 ШѯД ѱД ѳД ѵД 𝑓ѭД 𝑓ѯД 𝑓ѱЩ, acesta să

verimce inegalitatea 𝑓ಟ ې ѯѭ.
(�Q) �. În reperul cartezian 𝑓𝑓಄ಭ se consideră punctele ౶𝑓ѯД ѭ𝑓, ౷𝑓ѯД ѱ𝑓 și ౸𝑓ѲД ѯ𝑓. Arătați că triunghiul ౶౷౸ este

isoscel.

(�Q) �. Se consideră triunghiul ౶౷౸ dreptunghic în ౶, cu aria egală cu ѯѱ și ౶౸ 𝑓 ѳ. Arătați că lungimea laturii
౶౷ este egală cu ѵ.

SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)

1. Se consideră matricea ౶𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 ԕ 𝑓𝑓 𝑓
𝑓𝑓𝑓 𝑓𝑓 Ҩ 𝑓ԡ, unde 𝑓𝑓 este număr real.

(�Q) a) Arătați că det𝑓౶𝑓ѯ𝑓𝑓 𝑓 ѱ.
(�Q) b) Arătați că 𝑓౶𝑓ѯ𝑓 𝑓 ѯ౶𝑓𝑓𝑓 𝑓 ౶𝑓ѱ𝑓.

Teste pentru  
examenul de Bacalaureat

=
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Teste pentru  
examenul de Bacalaureat

Teɽte pentɭu Eˉaȟenul de Bacalauɭeat

Teɽtul nɭࡲ ࠀ

ъ Se acordă 10 puncte din oficiu.
SUBIECTUL I (30 de puncte)

(�Q) 1. Arătați că
𝑓
Ѳ Ҩ ѯ ݎ ԓ𝑓ѱ 𝑓

Ѵ
ѯѭԟ 𝑓 𝑓.

(�Q) 2. Se consideră funcția 𝑓𝑓 ڗ Ӑ ֵ Ӑ, 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 Ѳ𝑓𝑓 𝑓 ѱ. Determinați numărul real ಞ pentru care 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓
ಞ Ҩ 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓.

(�Q) �. Rezolvați în mulțimea numerelor reale ecuația 𝑓၆ჴ၎၄ 𝑓 𝑓ჴ၍၈.
(�Q) �. Calculați probabilitatea ca, alegÉnd un număr ಟ din mulțimea ౶ 𝑓 Ш𝑓Д ѯД 𝑓Д ѱД ѲД ѳД ѴД ѵД ѶД 𝑓ѭЩ, acesta să

verimce inegalitatea ѱಟ ۏ ѯѴ.
(�Q) �. În reperul cartezian 𝑓𝑓಄ಭ se consideră punctele ಂ𝑓𝑓Д ѯ𝑓, ಃ𝑓𝑓Д Ѳ𝑓 și ಅ𝑓ѲД ѯ𝑓. Determinați numărul real ಜ

pentru care ಃಅ 𝑓 ಜ ݎ ಂಃ.

(�Q) �. Se consideră triunghiul ౶౷౸, dreptunghic în ౶, cu ౶౸ 𝑓 𝑓 ݎ ౶౷ și ౶౸ 𝑓 𝑓ѯ. Arătați că aria triunghiului
౶౷౸ este egală cu ѯѱ.

SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)

1. Se consideră matricele ౾၅ 𝑓 ԕ𝑓 ѭ
ѭ 𝑓ԡ și ౶𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 ԕѯ𝑓𝑓 Ҩ 𝑓 ѯ

𝑓 𝑓𝑓ԡ, unde 𝑓𝑓 este număr real.

(�Q) a) Arătați că det𝑓౶𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓.
(�Q) b) Arătați că ౶𝑓𝑓𝑓 Ҩ ౶𝑓𝑓𝑓 𝑓 ѯ౶𝑓ѯ𝑓.
(�Q) c) Determinați matricea ಍ ج Ӟ၅𝑓Ӑ𝑓 pentru care ಍ ݎ ౶𝑓𝑓𝑓 𝑓 ౶𝑓ѯ𝑓.
2. Pe mulțimea numerelor reale se demnește legea de compoziție 𝑓𝑓 ܗ ಭ 𝑓 𝑓𝑓၅و Ҩ ಭ၅ 𝑓 𝑓𝑓 Ҩ 𝑓.

(�Q) a) Arătați că 𝑓 ܗ ѱ 𝑓 𝑓.

(�Q) b) Determinați numărul real 𝑓𝑓 pentru care 𝑓𝑓 ܗ ѱ
𝑓 𝑓 Ѳ

𝑓 .

(�Q) c) Determinați numerele întregi ಟ pentru care ಟ ܗ ಟ ү ѯ.

SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)

1. Se consideră funcția 𝑓𝑓 ڗ Ӑ ֵ Ӑ, 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓
𝑓𝑓၅ Ҩ Ѷ .

(�Q) a) Arătați că 𝑓𝑓ᄵ𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 Ҩ 𝑓𝑓𝑓
𝑓𝑓𝑓၅ Ҩ Ѷ𝑓၅ , pentru orice 𝑓𝑓 ج Ӑ.

(�Q) b) Determinați ecuația asimptotei orizontale spre 𝑓ٞ la gramcul funcției 𝑓𝑓.
(�Q) c) Determinați mulțimea valorilor funcției 𝑓𝑓.

2. Se consideră funcția 𝑓𝑓 ڗ Ӑ ֵ Ӑ, 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓၅و Ҩ ѳ𝑓𝑓 Ҩ Ѵ.

(�Q) a) Arătați că∫
၄

0
𝑓𝑓၅𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓.

(�Q) b) Calculați∫
၄

၎၄

𝑓𝑓 Ҩ 𝑓
𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓.

(�Q) c) Demonstrați că, pentru orice 𝑎𝑎 ج 𝑓ѭД Ҩٞ𝑓, suprafața plană delimitată de gramcul funcției 𝑓𝑓, axa ಄𝑓𝑓 și
dreptele de ecuații 𝑓𝑓 𝑓 ѭ și 𝑓𝑓 𝑓 𝑎𝑎 are aria mai mare sau egală cu 𝑎𝑎وѴ.

Teɽtul nɭࡲ ࠁ

ъ Se acordă 10 puncte din oficiu.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

(�Q) 1. Arătați că ѯДѲ Ҩ ѯ ݎ 𝑓ѯ 𝑓 ѭДѲ𝑓 𝑓 ѲДѲ.
(�Q) 2. Se consideră funcția 𝑓𝑓 ڗ Ӑ ֵ Ӑ, 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 Ѵ 𝑓 ѯ𝑓𝑓. Arătați că 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓ѯ𝑓 𝑓 ѯ.
(�Q) �. Rezolvați în mulțimea numerelor reale ecuația ѱ𝑓𝑓و 𝑓 Ѵ 𝑓 𝑓.
(�Q) �. Determinați probabilitatea ca, alegÉnd un număr ಟ din mulțimea ౶ 𝑓 ШѯД ѱД ѳД ѵД 𝑓ѭД 𝑓ѯД 𝑓ѱЩ, acesta să

verimce inegalitatea 𝑓ಟ ې ѯѭ.
(�Q) �. În reperul cartezian 𝑓𝑓಄ಭ se consideră punctele ౶𝑓ѯД ѭ𝑓, ౷𝑓ѯД ѱ𝑓 și ౸𝑓ѲД ѯ𝑓. Arătați că triunghiul ౶౷౸ este

isoscel.

(�Q) �. Se consideră triunghiul ౶౷౸ dreptunghic în ౶, cu aria egală cu ѯѱ și ౶౸ 𝑓 ѳ. Arătați că lungimea laturii
౶౷ este egală cu ѵ.

SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)

1. Se consideră matricea ౶𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 ԕ 𝑓𝑓 𝑓
𝑓𝑓𝑓 𝑓𝑓 Ҩ 𝑓ԡ, unde 𝑓𝑓 este număr real.

(�Q) a) Arătați că det𝑓౶𝑓ѯ𝑓𝑓 𝑓 ѱ.
(�Q) b) Arătați că 𝑓౶𝑓ѯ𝑓 𝑓 ѯ౶𝑓𝑓𝑓 𝑓 ౶𝑓ѱ𝑓.

Testul nr.
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(5p) c) Determinați numărul real 𝑥𝑥 pentru care 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴.
2. Se consideră polinomul 𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓3 + 𝑋𝑋2 + 4𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋, unde 𝑚𝑚 este număr real.

(5p) a) Pentru 𝑚𝑚𝑚  𝑚𝑚, arătați că 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓  .
(5p) b) Determinați numărul real 𝑚𝑚 pentru care 2(𝑥𝑥1𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥1𝑥𝑥3 + 𝑥𝑥2𝑥𝑥3)=  𝑥𝑥1𝑥𝑥2𝑥𝑥3 − 2𝑥𝑥1 − 2𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥3, unde

𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 și 𝑥𝑥3 sunt rădăcinile complexe ale polinomului 𝑓𝑓.
(5p) c) Determinați numărul real 𝑚𝑚 știind că polinomul 𝑓𝑓 este divizibil cu polinomul 𝑋𝑋2 + 4, apoi determinați

rădăcinile complexe ale polinomului 𝑓𝑓 în acest caz.

SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)

1. Se consideră funcția 𝑓𝑓 𝑓 𝑓 𝑓 𝑓, 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓  𝑥𝑥2 + 3
𝑥𝑥2 + 1 .

(5p) a) Arătați că 𝑓𝑓′(𝑥𝑥𝑥𝑥  −4𝑥𝑥
(𝑥𝑥2 + 1)2 , pentru orice 𝑥𝑥 𝑥 𝑥.

(5p) b) Determinați ecuația asimptotei orizontale spre +∞ la graficul funcției 𝑓𝑓.
(5p) c) Demonstrați că 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓  ln(𝑥𝑥2 + 1) ≤ 3, pentru orice 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥.
2. Se consideră funcția 𝑓𝑓 𝑓 𝑓 𝑓 𝑓, 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓    𝑓𝑓𝑥𝑥.

(5p) a) Arătați că∫
2

0

𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓
𝑒𝑒𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑  .

(5p) b) Demonstrați că funcția 𝐹𝐹 𝐹𝐹𝐹𝐹   , 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹    𝑥𝑥 este o primitivă a funcției 𝑓𝑓.

(5p) c) Arătați că∫
2

0
𝑓𝑓2(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥′(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥 𝑥 8(8𝑒𝑒6 −1)

3 .

Testul nr. 3

• Se acordă 10 puncte din oficiu.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

(5p) 1. Arătați că (0, 4 + 0, 2)⋅10   + 3 ⋅0 , 5=  7, 5.
(5p) 2. Se consideră funcția 𝑓𝑓 𝑓 𝑓 𝑓 𝑓, 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓    . Arătați că 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓  𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓  .
(5p) 3. Rezolvați în mulțimea numerelor reale ecuația log3(2𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥   log3 9.
(5p) 4. Calculați probabilitatea ca, alegând un număr din mulțimea 𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴, acesta

să fie divizibil cu 3.
(5p) 5. În reperul cartezian 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 se consideră punctele 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐴, 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵  și 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 , unde 𝑚𝑚 este un număr real.

Determinați numărul real 𝑚𝑚, știind că punctul 𝐵𝐵 este mijlocul segmentului 𝐴𝐴𝐴𝐴.
(5p) 6. Se consideră triunghiul𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴, dreptunghic în𝐴𝐴, cu 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵   și𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐴 𝐴. Arătați că perimetrul triunghiului

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 este egal cu 36.

Testul nr.

SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)

1. Se consideră matricele 𝐴𝐴 𝐴 (6 −10
3 −5 ), 𝐼𝐼2 = (1 0

0 1) și 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 𝐵𝐵𝐵 2 + 𝑥𝑥𝑥𝑥, unde 𝑥𝑥 este număr real.

(5p) a) Arătați că det𝐴𝐴 𝐴 𝐴.
(5p) b) Arătați că 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 𝐵 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 𝐵 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 𝐵 𝐵𝐵 𝐵 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵, pentru orice numere reale 𝑥𝑥 și 𝑦𝑦.
(5p) c) Determinați numărul natural 𝑛𝑛 pentru care 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 𝐵 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 𝐵 𝐵 𝐵 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 𝐵 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵.
2. Se consideră polinomul 𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓3 − 3𝑋𝑋2 − 𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋, unde 𝑚𝑚 este număr real.

(5p) a) Pentru 𝑚𝑚𝑚𝑚  , arătați că 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓  .
(5p) b) Pentru 𝑚𝑚𝑚𝑚  , determinați rădăcinile reale ale polinomului 𝑓𝑓.

(5p) c) Determinați numărul real 𝑚𝑚 pentru care
1

𝑥𝑥1𝑥𝑥2
+ 1
𝑥𝑥1𝑥𝑥3

+ 1
𝑥𝑥2𝑥𝑥3

= −13 , unde 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3 sunt rădăcinile
complexe ale polinomului 𝑓𝑓.

SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)

1. Se consideră funcția 𝑓𝑓 𝑓 𝑓 𝑓 𝑓, 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓  3 − 3𝑥𝑥2 − 24𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  .
(5p) a) Arătați că 𝑓𝑓′(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  2 − 2𝑥𝑥𝑥  𝑥𝑥, pentru orice 𝑥𝑥 𝑥 𝑥.
(5p) b) Determinați intervalele de monotonie ale funcției 𝑓𝑓.

(5p) c) Calculați lim
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑓𝑓′(𝑒𝑒𝑥𝑥)
𝑒𝑒𝑥𝑥𝑓𝑓′′(𝑒𝑒𝑥𝑥) .

2. Se consideră funcția 𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓𝑓 𝑓 𝑓, 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓    5
𝑥𝑥𝑥𝑥   .

(5p) a) Arătați că∫
3

0
(𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓  5

𝑥𝑥𝑥𝑥  ) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑  .

(5p) b) Arătați că∫
3

−1
(𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓      ln 5.

(5p) c) Determinați numărul real 𝑎𝑎 pentru care∫
𝑒𝑒

1
(𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓  5

𝑥𝑥𝑥𝑥  ) ln
2 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥   2 − 1).

Testul nr. 4

• Se acordă 10 puncte din oficiu.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

(5p) 1. Arătați că 4 ⋅( 0, 8 − 0, 3) + 1, 5 = 3, 5.
(5p) 2. Se consideră funcția 𝑓𝑓 𝑓 𝑓 𝑓 𝑓, 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓    . Determinați numărul real 𝑚𝑚 pentru care 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓  .
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Calculăm: sin(2x + 5π__
6 ) + cos(x − π__

3) = sin2xcos5π__
6 + cos2xsin5π__

6 + cosxcos π__
3 + sinxsin π__

3 =

= 2√
_
6____

9 + 7__
18 − √

_
2___

3 + √
_
3___

6 = 4√
_
6 + 3√

_
3 − 6√

_
2 + 7  __________________

18  .

sin2x = 2sinxcosx = 2 ⋅ 1__
3 ⋅ (−2√

_
2____

3 ) = −4√
_
2____

9 cos2x = cos2 x − sin2 x = 8__
9 − 1__

9 = 7__
9

cos5π__
6 = cos(π − π__

6) = −cosπ__
6 = −√

_
3___

2

sin5π__
6 = sin(π − π__

6) = sinπ__
6 = 1__

2 sin(2x + 5π__
6 ) = −4√

_
2____

9 ⋅ (−√
_
3___

2 ) + 7__
9 ⋅ 1__

2 = 2√
_
6____

9 + 7__
18

cos(x − π__
3) = cosxcos π__

3 + sinxsin π__
3 = −2√

_
2____

3 ⋅ 1__
2 + 1__

3 ⋅ √
_
3___

2 = −√
_
2___

3 + √
_
3___

6

SUBIECTUL al II-lea

1. a) A = (
2 −1
3 1 ) ⇒ det(A) = 2 ⋅ 1 − (−1) ⋅ 3 = 5; det(A2) = (detA)

2 = 25.

b) Calculăm: A2 = (
2 −1
3 1 )(

2 −1
3 1 ) = (

1 −3
9 −2); A2 − 3A = (

1 −3
9 −2) − (

6 −3
9 3 ) = (

−5 0
0 −5);

A2 − 2A + 5 I2 = (
0 0
0 0) = O2.

c) B(m) = I2 + mA; B(m) = (
1 + 2m −m

3m 1 + m); det(B(m)) = (1 + 2m)(1 + m) + 3m2 = 1 + 3m + 5m2. 

Impunem: 1 + 3m + 5m2 = 1 ⇒ 5m2 + 3m = 0 ⇒ m(5m + 3) = 0 ⇒  m = 0 sau m = −3__
5.

2. a) 3 ∘ 2 = 3lg2 = 2lg3 < 2lg10 = 2.
b) x ∘ y = xlgy = 10lgxlgy

= 10lgxlgy

x ∘ x ∘ x = 10 ⇒ 10lgxlgx ∘ x = 10 ⇒ 10lgxlgxlgx = 10 ⇒ 10lg3x = 10 ⇒ lg3x = 1 ⇒ lgx = 1 ⇒
⇒ x = 10 ∈ (0,∞) \ {1}.

c) Căutăm e ∈ (0, ∞) astfel încât: x ∘ e = e ∘ x = x,  ∀x ∈ (0, ∞) \ {1}.
10lgxlge = 10lgelgx = x, ∀x ∈ (0,∞) \ {1} ⇒ 10lgxlge = 10lgx, ∀x ∈ (0,∞) \ {1} ⇒
lgxlge = lgx, ∀x ∈ (0,∞) \ {1} ⇒ lgx(lge − 1) = 0, ∀x ∈ (0,∞) \ {1} ⇒ lge = 1 ⇒ e = 10 ∈ (0,∞) \ {1}.

SUBIECTUL al III-lea
1. a) f ′(x) = ex(x2 + 3x + 3) + ex(2x + 3) = ex(x2 + 5x + 6).

b) f ′(x) = ex(x + 2)(x + 3). Cum ex > 0,  pentru f ′(x) = 0  ⇒   x = −2 sau x = −3.
f crescătoare pe (−∞,−3] și pe [−2,∞) și descrescătoare pe [−3,−2], rezultă că punct de maxim local 
este x = −3 și punct de minim local este x = −2.
f(−3) = e−3(9 − 9 + 3) = 3e−3 și f(−2) = e−2(4 − 6 + 3) = e−2 ⇒ (−3,3 e−3) punct de maxim și (−2, e−2)

punct de minim pentru graficul funcţiei.

c) lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

ex(x2 + 3x + 3) = lim
x→−∞

x2 + 3x + 3_________
e−x =

l′  H

∞_
∞ lim

x→−∞
2x + 3_____

−e−x =
l′  H

∞_
∞ lim

x→−∞
2___
e−x = 0;

lim
x→∞

ex(x2 + 3x + 3) = ∞;

f(−3) = e−3(9 − 9 + 3) = 3__
e3 este valoare maximă a funcţiei și f(−2) = e−2(4 − 6 + 3) = 1__

e2  este valoare 

minimă a funcţiei. Funcţia este continuă pe ℝ ca produs de funcţii elementare, așadar Imf = [
1__
e2,∞).
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2. a) ∫
0

1 xf(x)_______
√
_
x2 + 1

dx = ∫
0

1
x(x − 1)dx = ∫

0

1
(x2 − x)dx = x3__

3 |
0

1
− x2__

2 |
0

1
= 1__

3 − 1__
2 = −1__

6.

b) ∫
0

1
(x − 1)√

_
x2 + 1 dx = ∫

0

1
x√
_
x2 + 1 dx − ∫

0

1
√
_
x2 + 1 dx.

Prima integrală se calculează prin prima metodă a schimbării de variabilă:
u = x2 + 1, du = 2xdx ⇒ 1__

2∫1

2
√

_
u du = 1__

3(2 √
_
2 − 1).

A doua integrală se calculează prin metoda integrării prin părţi:

∫
0

1
√
_
x2 + 1 dx = x__

2
√
_
x2 + 1|

0

1 + 1__
2 ln ∣ x + √

_
x2 + 1 ||

0
1 = √

_
2___

2 + 1__
2 ln(1 + √

_
2).

Prin urmare: ∫
0

1
f(x)dx = 1__

3(2 √
_
2 − 1) − √

_
2___

2 − 1__
2 ln(1 + √

_
2).

c) ∫(x − 1)√
_
x2 + 1 dx = 1__

3(x2 + 1 )
3__
2 − x__

2
√
_
x2 + 1 − 1__

2 ln(x + √
_
x2 + 1) + �.

Considerăm primitivă F(x) = 1__
3(x2 + 1 )

3__
2 − x__

2
√
_
x2 + 1 − 1__

2 ln(x + √
_
x2 + 1) + c.

Impunem F(0) = 0 ⇒ 1__
3 + c = 0 ⇒ c = −1__

3, așadar

F(x) = 1__
3(x2 + 1)√

_
x2 + 1 − x__

2
√
_
x2 + 1 − 1__

2 ln(x + √
_
x2 + 1) − 1__

3.

Testul nr. 4

SUBIECTUL I
1. 1_

5 + 2 ⋅ (
3_
4 − 7_

20) = 1_
5 + 2 ⋅ (

15_
20 − 7_

20) = 1_
5 + 2 ⋅ 8_

20 = 1_
5 + 2 ⋅ 2_

5 = 1_
5 + 4_

5 = 5_
5 = 1.

2. Calculăm valorile funcţiei: f(3) = 5 ⋅ 3 − 4 = 15 − 4 = 11 și f(1) = 5 ⋅ 1 − 4 = 5 − 4 = 1.
Ecuaţia de necunoscută m ∈ ℝ din enunţ devine: f(3) = m + f(1) ⇔ 11 = m + 1 ⇔ m = 10.

3. Folosind injectivitatea funcţiei exponenţiale de bază 3, rezolvăm ecuaţia exponenţială:
33x−1 = 3x+5 ⇔ 3x − 1 = x + 5 ⇔ 2x = 6 ⇔ x = 3. Mulţimea de soluţii reale este S = {3} .

4. Mulţimea A conţine 10 elemente. Așadar, sunt 10 cazuri posibile.
Rezolvăm inecuaţia de necunoscută n ∈ A: 4n ≤ 27 ⇔ n ≤ 27_

4 ⇔ n ≤ 6 3_
4. Deoarece n ∈ A, mulţimea de 

soluţii este {1,2,3,4,5,6}. Așadar, sunt 6 cazuri favorabile. P =
nr. cazuri favorabile

  ______________  nr. cazuri posibile = 6_
10 = 3_

5.

5. MN = √
____________________

  (xN − xM)
2 + (yN − yM)

2 = √
_________________

  (1 − 1)
2 + (5 − 2)

2 = √
_
0 + 32 = 3,

NP = √
____________________

  (xP − xN)
2 + (yP − yN)

2 = √
_________________

  (5 − 1)
2 + (2 − 5)

2 = √
_
42 + (−3)2 = √

_
16 + 9 = √

_
25 = 5.

Ecuaţia de necunoscută k ∈ ℝ din enunţ devine: NP = k ⋅ MN ⇔ 5 = k ⋅ 3 ⇔ k = 5_
3.

6. AB și AC catete, și AB = AC___
3 = 12__

3 = 4. Atunci: ªABC = AB ⋅ AC_
2 = 4 ⋅ 12_

2 = 2 ⋅ 12 = 24.

SUBIECTUL al II-lea

1. a) A(1) = (
3 2
1 1) . Determinantul său este: det(A(1)) = ∣3 2

1 1∣ = 3 ⋅ 1 − 2 ⋅ 1 = 3 − 2 = 1.

b) A(2) = (
2 ⋅ 2 + 1 2

1 2) = (
5 2
1 2), A(3) = (

2 ⋅ 3 + 1 2
1 3) = (

7 2
1 3).
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TESTE

Efectuăm operaţia din membrul stâng al egalităţii: A(1) + A(3) = (
3 2
1 1) + (

7 2
1 3) = (

10 4
2 4).

Deoarece 2A(2) = 2(
5 2
1 2) = (

10 4
2 4) , obţinem egalitatea cerută: A(1) + A(3) = 2A(2) .

c) Metoda 1. Fie X = (
x y
z t) ∈ ℳ2(ℝ) . Înlocuind în ecuaţia matriceală, obţinem succesiv:

X ⋅ A(1) = A(2) ⇔ (
x y
z t)(

3 2
1 1) = (

5 2
1 2) ⇔ (

3x + y 2x + y  
3z + t 2z + t) = (

5 2
1 2) ⇔

       
⇔ {

3x + y = 5
2x + y = 2 și {

3z + t = 1
2z + t = 2 ⇔ {

x = 3
y = −4 și {

z = −1
t = 4 ⇒ X = (

3 −4
−1 4 ).

Metoda 2. Deoarece det(A(1)) = 1 ≠ 0 , matricea A(1)  este inversabilă. Izolăm necunoscuta X:
X ⋅ A(1) = A(2) ⇔ X = A(2) ⋅ A(1)−1.

A(1)−1 = 1_______
det(A(1)) ⋅ A(1)*; A(1)t = (

3 1
2 1) ⇒ A(1)*

(
1 −2

−1 3 ) ⇒ A(1)−1 = (
1 −2

−1 3 ).

X = A(2) ⋅ A(1)−1 = (
5 2
1 2)(

1 −2
−1 3 ) = (

5 ⋅ 1 + 2 ⋅ (−1) 5 ⋅ (−2) + 2 ⋅ 3   1 ⋅ 1 + 2 ⋅ (−1) 1 ⋅ (−2) + 2 ⋅ 3) = (
3 −4

−1 4 ).

2. a) 3 ⊕ 4 = √
_
32 + 42 − 3 + 1 = √

_
9 + 16 − 2 = √

_
25 − 2 = 5 − 2 = 3.

b) Ecuaţia de necunoscută x ∈ ℝ devine x ⊕ 4_
3 = 5_

3 ⇔ √
_
x2 + 16_

9 − x + 1 = 5_
3 ⇔ √
_
x2 + 16_

9 = x + 2_
3.

Impunem condiţia necesară x + 2__
3 ≥ 0, ceea ce ne permite să ridicăm la pătrat ecuaţia, păstrând echiva-

lenţa: x2 + 16_
9 = x2 + 2 ⋅ x ⋅ 2_

3 + 4_
9 ⇔ 16_

9 − 4_
9 = 4_

3 x ⇔ 12_
9 = 4_

3 x ⇔ 4_
3 = 4_

3 x ⇔ x = 1.

Condiţia necesară este verificată: 1 + 2__
3 ≥ 0 (adevărat), deci x = 1 ∈ ℝ este unica soluţie a ecuaţiei.

Observație: Ne putem convinge că x = 1 este într-adevăr soluţie, verificând ecuaţia:

1 ⊕ 4_
3 = √
_

12 + (
4_
3)

2
− 1 + 1 = √

_
1 + 16_

9 = √
_
25_
9 = 5_

3.
Această verificare este însă facultativă (nu face parte din rezolvarea problemei), întrucât am păstrat lanţul 
de echivalenţe în rezolvarea ecuaţiei. O variantă de rezolvare realizată fără impunerea condiţiei necesare 
ar recurge la o implicaţie logică în momentul ridicării la pătrat a ecuaţiei (a = b ⇒ a2 = b2). Într-o astfel 
de situaţie, verificarea finală în ecuaţie devine obligatorie pentru completitudinea rezolvării.

c)   n ⊕ n = √
_
n2 + n2 − n + 1 = √

_
2n2 − n + 1 = |n|√

_
2 − n + 1. Rezolvăm (în mulţimea ℤ) inecuaţia 

|n|√
_
2 − n + 1 < 2 ⇔ |n|√

_
2 − n < 1. Analizăm două cazuri, în funcţie de semnul lui n:

Cazul 1. Dacă n ≥ 0, atunci |n| = n, așadar n√
_
2 − n < 1 ⇔ n( √

_
2 − 1) < 1 ⇔ n < 1_

√
_
2 − 1

⇔

⇔ n < √
_
2 + 1. Numerele întregi din intervalul [0, √

_
2 + 1) sunt 0,1,2, deoarece

2 < √
_
2 + 1 < 3.

Cazul 2.  Dacă n < 0, atunci |n| = −n, așadar −n√
_
2 − n < 1 ⇔ −n(√

_
2 + 1) < 1 ⇔ n > − 1_

√
_
2 + 1

⇔

⇔ n > 1 − √
_
2. Nu există numere întregi negative strict mai mari decât 1 − √

_
2, deoarece

1 − √
_
2 > −1.

Mulţimea soluţiilor inecuaţiei este S = {0,1,2}, deci numerele întregi căutate sunt 0, 1,2.
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SUBIECTUL al III-lea
1. a) Funcţia f este derivabilă pe ℝ, fiind o funcţie raţională. Calculăm derivata: ∀x ∈ ℝ

f ′(x) = (
x_____

x2 + 9) ′=
x ′(x2 + 9) − x(x2 + 9) ′  ________________  

(x2 + 9)2  = 1 ⋅ (x2 + 9) − x ⋅ 2x  ______________
(x2 + 9)2  = x

2 + 9 − 2 x2_________
(x2 + 9)2 = 9 − x2_

(x2 + 9)2 = (3 − x)(3 + x)__________
(x2 + 9)2 .

b) Asimptota orizontală spre −∞ se determină calculând limita funcţiei spre −∞:
Metoda 1. Cazul de nedeterminare ∞__

∞: dăm factor comun forţat la numitor puterea cea mai mare, x2, și 
simplificăm parţial fracţia: lim

x→−∞
f(x) = lim

x→−∞
x_

x2 + 9 = lim
x→−∞

x________
x2(1 + 9__

x2)
= lim

x→−∞
1________

x(1 + 9__
x2)

= 1_
−∞(1 + 0) = 0.

Metoda 2. Cazul de nedeterminare ∞__
∞: lim

x→−∞
f(x) = lim

x→−∞
x_

x2 + 9 =l ′H lim
x→−∞

x ′_
(x2 + 9) ′

= lim
x→−∞

1_
2x = 1_

−∞ = 0.

Limita fiind finită, 0, dreapta de ecuaţie y = 0 este asimptotă orizontală spre −∞ la graficul funcţiei f.

c) Aflăm punctele critice: f ′(x) = 0 ⇔ (3 − x)(3 + x)_
(x2 + 9)

2 = 0 ⇔ (3 − x)(3 + x)= 0 ⇔ x ∈ {−3;3}.

Deoarece numitorul (x2 + 9)2 > 0  pentru orice x ∈ ℝ, semnul derivatei este dat de semnul numărăto-
rului 9 − x2, care este o funcţie de gradul al doilea cu coeficientul dominant negativ (a = −1 < 0) și cu 
rădăcinile −3 și 3. Astfel, avem f ′(x) < 0 pentru x ∈ (−∞,−3) ∪ (3,+∞)  și f ′(x) > 0  pentru x ∈ (−3,3).

Calculăm limita spre +∞: lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

x_
x2 + 9 = lim

x→+∞
x________

x2(1 + 9__
x2)

= lim
x→+∞

1________
x(1 + 9__

x2)
= 1_

+∞(1 + 0) = 0.

Limita spre −∞ este 0, calculată deja la punctul b).
Calculăm valorile în punctele critice: f(−3) = −3_

(−3)
2 + 9

= −3_
18 = −1_

6, f(3) = 3_
32 + 9

= 3_
18 = 1_

6.

x −∞ −3 3 +∞
f ′(x) – – – – – 0 + + + + + 0 – – – – –

f (x) 0 −1__
6

1__
6 0

Din tabelul de variaţie rezultă că minimul global este −1__
6 (atins în x = −3), iar maximul global este 1__

6
(atins în x = 3). Funcţia f este continuă pe ℝ, deci ia toate valorile intermediare (adică are Proprietatea lui 
Darboux), așadar, mulţimea valorilor funcţiei f este Imf = [−1__

6, 1__
6].

2. a) f 2(x) = (√
___________
3x2 + 6x + 7)

2 = 3x2 + 6x + 7; ∫
0

1
f2(x)dx = ∫

0

1
(3x2 + 6x + 7)dx = (3 ⋅ x3_

3 + 6 ⋅ x2_
2 + 7x)|

0

1
=

= (x3 + 3x2 + 7x) |0
1 = (13 + 3 ⋅ 12 + 7 ⋅ 1) − (03 + 3 ⋅ 02 + 7 ⋅ 0) = 1 + 3 + 7 = 11.

b) Pentru calculul integralei, utilizăm metoda schimbării de variabilă. Notăm:
t = 3x2 + 6x + 7 ⇒ dt = (3 x2 + 6x + 7) ′dx = (6x + 6)dx = 6(x + 1)dx ⇒ (x + 1)dx = 1_

6 dt.
Schimbăm limitele de integrare: pentru x = −1 ⇒ t = 3(−1)2 + 6(−1) + 7 = 3 − 6 + 7 = 4, iar pentru 
x = 1 ⇒ t = 3(1)2+ 6(1) + 7 = 3 + 6 + 7 = 16 . Integrala devine:

∫
−1

1 x + 1_
f(x) dx = ∫

−1

1 x + 1___________  
√

___________
3x2 + 6x + 7

dx = ∫
−1

1
  1___________  
√

___________
3x2 + 6x + 7

⋅ (x + 1)dx = ∫
4

16 1_
√

_
t ⋅ 1_

6 dt =
       

= 1_
3∫4

16 1_
2√

_
t dt = 1_

3∫4

16
(√

_
t) ′dt = 1_

3
√

_
t|

4

16
= 1_

3(√
_
16 − √

_
4) = 1_

3(4 − 2) = 2_
3.

c) Aria cerută este dată de formula: ª = ∫
0

a
|f(x)|dx. Deoarece 3x2 + 6x + 7 = 3(x + 1 )2 + 4 > 0 , ∀x ∈ ℝ, 

funcţia este pozitivă, deci |f(x)| = f(x), de unde ª = ∫
0

a
√

___________
3x2 + 6x + 7 dx.
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Cum a ∈ (0,+∞) , intervalul de integrare este [0,a] , deci x ≥ 0. Atunci ter-
menii 3x2 și 6x sunt mai mari sau egali cu 0, așadar 3x2 + 6x + 7 ≥ 7 ⇒
⇒ √

___________
3x2 + 6x + 7 ≥ √

_
7.

Aplicând proprietatea de monotonie a integralei definite pe intervalul [0,a], ob-

ţinem succesiv: ª = ∫
0

a
√

___________
3x2 + 6x + 7 dx ≥ ∫

0

a
√

_
7 dx = (√

_
7 x)|0

a= a√
_
7. 

Prin urmare, aria suprafeţei plane este mai mare sau egală cu a√
_
7, pentru orice

a ∈ (0, +∞) .

Testul nr. 5

SUBIECTUL I
1. 2,5 + 2 ⋅ (2 − 0,5) = 2,5 + 2 ⋅ 1,5 = 2,5 + 3 = 5,5.
2. f(1) = 7 − 2 ⋅ 1 = 5 și f(2) = 7 − 2 ⋅ 2 = 3 ⇒ f(1) − f(2) = 5 − 3 = 2.

3. Metoda 1. Condiţia de existenţă a radicalului: 4x − 7 ≥ 0 ⇔ 4x ≥ 7 ⇔ x ≥ 7__
4. Ambii membri fiind nenega-

tivi, ridicarea la pătrat se face cu păstrarea echivalenţei: √
_
4x − 7 = 3 ⇔ 4x − 7 = 9 ⇔ 4x = 16 ⇔ x = 4.

Deoarece 4 ≥ 7__
4, condiţia de existenţă este verificată. Mulţimea de soluţii reale este S = {4} .

Metoda 2. Ridicăm la pătrat ecuaţia iniţială: √
_
4x − 7 = 3 ⇒ 4x − 7 = 9 ⇔ 4x = 16 ⇔ x = 4.

Metoda nu garantează că s-a obţinut o ecuaţie echivalentă cu cea iniţială, deci este obligatorie verificarea în 
ecuaţia iniţială: √

_
4 ⋅ 4 − 7 = √

_
16 − 7 = √

_
9 = 3 (adevărat), deci S = {4} .

4. Mulţimea A are 7 elemente, deci numărul cazurilor posibile este 7. Cazurile favorabile sunt numerele n ∈ A
care verifică inegalitatea 3n ≥ 20 ⇔ n ≥ 20__

3 ⇔ n ≥ 6 2__
3, adică numerele 8,10,12 și 14, așadar numărul ca-

zurilor favorabile este 4. Obţinem: P =
nr. cazuri favorabile

  ______________  nr. cazuri posibile = 4__
7

5. AC = √
____________________

  (xC − xA)2 + (yC − yA)2 = √
_________________

  (5 − 2)2 + (2 − 0)2 = √
_
32 + 22 = √

_
9 + 4 = √

_
13,

BC = √
_____________________

  (xC − xB)2 + (yC − yB)2 = √
_________________

  (5 − 2)2 + (2 − 4)2 = √
_
32 + (−2)2 = √

_
9 + 4 = √

_
13.

Deoarece AC = BC = √
_
13, deducem că triunghiul ABC este isoscel.

Observație. Putem calcula și lungimea AB și putem demonstra că triunghiul ABC este isoscel de bază AB, ne-
fiind un triunghi echilateral. Soluţia problemei este însă completă și fără aceste calcule și afirmaţii suplimentare. 
Pe ciornă, în încercarea de a rezolva problema este posibil să nu nimerim exact cele două laturi congruente și 
atunci calculăm 3 lungimi, dar în redactarea soluţiei putem folosi doar cele două lungimi egale. O reprezentare 
grafică (pe ciornă) a celor 3 puncte în sistemul xOy ne poate scuti de calcule inutile.

6. Folosim formula ªABC = AB ⋅ AC______
2  și obţinem: AB ⋅ 6_

2 = 24 ⇔ 3 ⋅ AB = 24 ⇔ AB = 8.

SUBIECTUL al II-lea

1. a) A(2) = (
2 1
6 5); det(A(2)) = ∣2 1

6 5∣ = 2 ⋅ 5 − 1 ⋅ 6 = 10 − 6 = 4.

b) A(1) = (
1 1

3 ⋅ 1 1 + 3) = (
1 1
3 4); A(2) = (

2 1
3 ⋅ 2 2 + 3) = (

2 1
6 5).

3A(2) − 2A(1) = 3(
2 1
6 5) − 2(

1 1
3 4) = (

6 3
18 15) − (

2 2
6 8) = (

4 1
12 7).

𝑎𝑎

√7

𝐺𝐺𝑓𝑓

𝑂𝑂
𝑥𝑥

𝑦𝑦
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Deoarece A(4) = (
4 1

3 ⋅ 4 4 + 3) = (
4 1
12 7), obţinem egalitatea cerută: 3A(2) − 2A(1) = A(4).

c) P(x) = A(0) ⋅ A(x) = (
0 1
0 3)(

x 1
3x x + 3) = (

0 ⋅ x + 1 ⋅ 3x 0 ⋅ 1 + 1 ⋅ (x + 3)   0 ⋅ x + 3 ⋅ 3x 0 ⋅ 1 + 3 ⋅ (x + 3)) = (
3x x + 3
9x 3x + 9).

Înmulţim rezultatul obţinut, la dreapta, cu A(0) și obţinem: A(0) ⋅ A(x) ⋅ A(0) = P(x) ⋅ A(0) =

= (
3x x + 3
9x 3x + 9)(

0 1
0 3) = (

0 3x ⋅ 1 + (x + 3) ⋅ 3  0 9x ⋅ 1 + (3x + 9) ⋅ 3) = (
0 3x + 3x + 9  0 9x + 9x + 27) = (

0 6x + 9
0 18x + 27).

Dar membrul drept este 15A(0) = 15(
0 1
0 3) = (

0 15
0 45), așadar ecuaţia de necunoscută x ∈ ℝ din enunţ 

devine: (
0 6x + 9
0 18x + 27) = (

0 15
0 45) ⇔ {

6x + 9 = 15
18x + 27 = 45 ⇔ {

6x = 6
18x = 18 ⇔ x = 1; numărul real cerut este 1.

2. a) Pentru m = −6, polinomul este f = X3 + X2 + 4X − 6; f(1) = 13 + 12 + 4 ⋅ 1 − 6 = 1 + 1 + 4 − 6 = 0.
b) Relaţiile lui Viète pentru polinomul f = X3 + X2 + 4X + m sunt: x1 + x2 + x3 = −1; 

x1 x2 + x1 x3 + x2 x3 = 4;  x1 x2 x3 = −m. Relaţia din enunţ devine: 2 ⋅ 4 = −m − 2 ⋅ (−1) ⇔
⇔ 8 = −m + 2 ⇔ m = 2 − 8 ⇔ m = −6.

c) Metoda 1. Rădăcinile polinomului X2 + 4 = (X − 2i)(X + 2i)  sunt x1,2 = ±2i. Polinomul f ∈ ℝ[X], deci 
f este divizibil cu X2 + 4 dacă și numai dacă f(2i) = 0 .
f(2i) = (2i)3 (2i)2+ 4(2i) + m = −8i − 4 + 8i + m = m − 4. Obţinem: f(2i) = 0 ⇔ m − 4 = 0 ⇔ m = 4.  
În acest caz polinomul devine:   f = X3 + X2 + 4X + 4 = X2(X + 1) + 4(X + 1) = (X + 1)(X2 + 4).
Rădăcinile complexe ale polinomului f sunt rădăcinile polinomului X2 + 4 împreună cu rădăcina poli-
nomului X + 1, adică x1 = 2i, x2 = −2i și x3 = −1.
Metoda 2. Împărţim polinomul f = X3 + X2 + 4X + m la X2 + 4:

಍၆ Ҩ಍၅ Ҩѱ಍ Ҩಞ ಍၅ Ҩ ѱ
ҩ ಍၆ ҩѱ಍ ಍ Ҩ Ѯ

Р Ҩ಍၅ Р Ҩಞ
ҩ಍၅ ҩѱ

Р ಞ ҩ ѱ

Obţinem câtul X + 1 și restul m − 4, deci, conform teoremei împărţirii cu rest, polinomul f se scrie în 
forma: f = X3 + X2 + 4X + m = (X + 1)(X2 + 4) + (m − 4).
Condiţia de divizibilitate a polinomului f cu polinomul X2 + 4 se realizează dacă și numai dacă restul 
este nul, adică m − 4 = 0 ⇔ m = 4. În acest caz, polinomul f se descompune ca produs de factori de 
gradul I peste ℂ: f = (X + 1)( X2 + 4) = (X + 1)(X − 2i)(X + 2i), de unde x1 = −1, x2 = 2i și x3 = −2i.

SUBIECTUL al III-lea
1. a) Funcţia f este derivabilă pe ℝ, fiind o funcţie raţională. Calculăm derivata:

∀x ∈ ℝ f ′(x) = (
x2 + 3_____
x2 + 1) ′  =

(x2 + 3) ′(x2 + 1) − (x2 + 3)(x2 + 1) ′   ____________________________  
(x2 + 1)2  =

     
= 2x(x2 + 1) − (x2 + 3) ⋅ 2x  __________________  

(x2 + 1)
2  = 2x3 + 2x − 2x3 − 6x  _______________

(x2 + 1)2 = −4x_
(x2 + 1 )2.

b) Metoda 1. Asimptota orizontală spre +∞ se determină calculând limita funcţiei spre +∞:

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

x2 + 3_
x2 + 1 = lim

x→+∞

x2(1 + 3__
x2)________

x2(1 + 1__
x2)

= 1 + 0_
1 + 0 = 1.

/ m − 14
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Limita fiind finită, dreapta de ecuaţie y = 1 este asimptotă orizontală spre +∞ la graficul funcţiei f.
Metoda 2. Funcţia f fiind raţională și gradul numărătorului fiind egal cu gradul numitorului, limita sa 
spre +∞ este egală cu raportul coeficienţilor termenilor dominanţi: lim

x→+∞
f(x) = lim

x→+∞

x2 + 3_
x2 + 1 = 1_

1 = 1,
prin urmare ecuaţia asimptotei orizontale spre +∞ este y = 1.

c) Metoda 1. Considerăm funcţia auxiliară g:[0, 1] → ℝ , g(x) = f(x) + ln(x2 + 1) . Funcţia g este deriva-
bilă pe [0, 1] , ca sumă de funcţii derivabile, și derivata sa este: g ′(x) = f ′(x) + (ln(x2 + 1)) ′=

=  −4x_
(x2 + 1 )2 + 2x_

x2 + 1 = −4x + 2x(x2 + 1)  _____________
(x2 + 1 )2 = −4x + 2x3 + 2x/( x2 + 1 )2 = 2 x3 − 2x_

(x2 + 1 )2 = 2x(x2 − 1)_
( x2 + 1 )2 .

Pentru orice x ∈ (0,1) , avem 2x > 0, x2 − 1 < 0 și (x2 + 1)2 > 0 , deci g ′(x) < 0 . Cum derivata g ′ se 
anulează doar pentru x = 0 și x = 1, rezultă că funcţia g este strict descrescătoare pe intervalul [0,1].

x 0 1
g ′(x) 0 – – – – – – 0

g(x) g(0) g(1)

Din tabelul de variaţie se observă că valoarea maximă a funcţiei g pe intervalul [0, 1] este g(0), prin ur-

mare: ∀x ∈ [0,1] g(x) ≤ g(0) ⇔ g(x) ≤ 02 + 3_
02 + 1

+ ln(02 + 1) ⇔ f(x) + ln(x2 + 1) ≤ 3.
Metoda 2. Demonstrăm inegalitatea ln(t + 1) ≤ t , pentru orice t > −1. 
Considerăm funcţia h:(−1,+∞) → ℝ,h(t) = t − ln(t + 1). Funcţia h este derivabilă, iar derivata sa este:
h ′(t) = (t − ln(t + 1)) ′= 1 − 1_

t + 1 = t + 1 − 1_
t + 1 = t_

t + 1. Determinăm punctul critic al funcţiei prin anu-

larea derivatei: h ′(t) = 0 ⇔ t_
t + 1 = 0 ⇔ t = 0. Pe intervalul (−1,+∞), numitorul t + 1 este pozitiv, deci 

semnul derivatei este dat de semnul numărătorului:

• ∀ t ∈ (−1,0), avem t < 0, deci h ′(t) < 0 .
• ∀ t ∈ (0, +∞), avem t > 0, deci h ′(t) > 0 .

Din tabelul de variaţie rezultă că valoarea minimă a funcţiei este h(0) = 0 − ln(0 + 1) = 0 .
Prin urmare, pentru orice t > −1, avem h(t) ≥ h(0) ⇔ t − ln(t + 1) ≥ 0 ⇔ ln(t + 1) ≤ t .
Înlocuind t = x2 ≥ 0, obţinem inegalitatea ln(x2 + 1) ≤ x2 , de unde rezultă: f(x) + ln(x2 + 1) ≤ x2 + 3_

x2 + 1 + x2.

Pentru a arăta că f(x) + ln(x2 + 1) ≤ 3 , este suficient să demonstrăm că x
2 + 3_____

x2 + 1 + x2 ≤ 3, ∀ x ∈ [0,1]; 
x2 + 3 + x2(x2 + 1) − 3(x2 + 1)   ______________________  x2 + 1  ≤ 0 ⇔ x2 + 3 + x4 + x2 − 3x2 − 3  ___________________  x2 + 1  ≤ 0 ⇔ x4 − x2_

x2 + 1 ≤ 0 ⇔ x2(x2 − 1)_
x2 + 1 ≤ 0.

Deoarece pentru orice x ∈ [0, 1]  avem x2 ≥ 0, x2 − 1 ≤ 0 și x2 + 1 > 0, ultima inegalitate este adevărată, 
ceea ce confirmă inegalitatea din enunţ.

2. a) f(x)_
ex = (x + 2)ex_

ex = x + 2; ∫
0

2 f(x)_
ex dx = ∫

0

2
(x + 2)dx = (

x2_
2 + 2x)|

0

2
= (

4_
2 + 4) − (0 + 0) = 6 − 0 = 6.

b) Funcţia F este derivabilă pe ℝ, fiind un produs de funcţii derivabile. Pentru orice x ∈ ℝ, avem:
F ′(x) = ((x + 1)ex) ′= (x + 1) ′ex + (x + 1)(ex) ′= 1 ⋅ ex + (x + 1)ex = ex(1 + x + 1) = (x + 2)ex = f(x).
Deoarece F ′(x) = f(x) pentru orice x ∈ ℝ, rezultă că F este o primitivă a funcţiei f.

c) ∫
0

2
f 2(x)f ′(x)dx = f 3(x)_

3 |
0

2

= f 3(2) − f 3(0)_
3 = ((2 + 2)e2 )3 − ((0 + 2)e0)3

  _______________________
3  =

(4e2)3 − 23
_

3 = 64e6 − 8_
3 = 8(8e6 − 1)_

3 .

Altă metodă: Folosim metoda schimbării de variabilă. Notăm f(x) = t , de unde rezultă f ′(x)dx = dt . 
Schimbăm limitele de integrare: când x = 0 ⇒ t = f(0) = 2 , iar când x = 2 ⇒ t = f(2) = 4 e2 . Integrala 

devine: ∫
0

2
f 2(x)f ′(x)dx = ∫

2

4e2

t2 dt = t3_
3 |

2

4e2

=
(4e2 )3

_
3 − 23_

3 = 64e6_
3 − 8_

3 = 8(8e6 − 1)_
3 .

t −1 0 +∞
h ′(t) | – – – – 0 + + + +
h(t) |   h(0)  
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Examenul de bacalaureat reprezintă un moment de bilanț, care încununează 

eforturile depuse de fiecare elev pe parcursul celor patru ani de liceu și care deschide 
porțile către viitorul academic sau profesional. Lucrarea de față își propune să fie un 
ghid eficient, care să răspundă tuturor exigențelor disciplinei, fiind concepută ca un 
material de lucru esențial și accesibil. 
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În a doua parte, lucrarea conține teste de antrenament elaborate după modelul 
oficial, iar secțiunea finală oferă soluții detaliate și comentarii metodice atât pentru 
problemele propuse, cât și pentru teste. 

Culegerea poate fi utilizată și pentru pregătirea curentă, permițând elevilor să se 
antreneze din timp, pentru că un rezultat bun se obține doar prin studiu sistematic. 
Profesorii o pot folosi pentru a selecta aplicații destinate activității la clasă, pentru 
evaluările sumative și pentru orele dedicate pregătirii suplimentare.
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