EXEMPLAR DE PREZENTARE
MINISTERUL EDUCATIEI $I CERCETARI

Matematica

Trunchi comun

si curriculum de
specialitate (TC+CS),
 filiera teoretica,

~ profilul real, specializarea
matematica-informatica -
clasaalX-a

OVIDIU SONTEA »//,/
EUGEN RADUS - ’
SILVIA Musgﬁﬂ"/ oRinT

LOGISTIC

(







MINISTERUL EDUCATIEI SI CERCETARII

Matematica

Trunchi comun

si curriculum de
specialitate (TC+CS),
filiera teoretica,

profilul real, specializarea
matematica-informatica -
clasa aIX-a

OVIDIU SONTEA
EUGEN RADU
SILVIA MUSATOIU

LOGISTIC




Date despre autori:

OVIDIU SONTEA

Profesor de matematica la Colegiul National de Informatica ,Tudor Vianu" din
Bucuresti, cu o experienta didacticd de peste trei decenii, Ovidiu Sontea este una
dintre vocile cunoscute ale educatiei matematice romanesti. Activitatea sa a fost
asociata atat cu formarea elevilor de performants, cat si cu elaborarea de manuale si
resurse didactice utilizate de generatii de elevi si profesori. Implicat in viata Societatii
de Stiinfe Matematice din Romania si in pregatirea loturilor olimpice, profesorul
Ovidiu Sontea promoveazd o matematica riguroasa, profunda si relevantd pentru
lumea contemporana.

EUGEN RADU

Profesor si autor cu o experienta indelungata in elaborarea de manuale si culegeri de
matematicd, Eugen Radu este recunoscut pentru contributia sa la dezvoltarea unor
resurse didactice apreciate pentru claritate, rigoare si valoare formativa. De-a lungul
timpului, lucrarile realizate impreuna cu alti autori consacrati au devenit repere pentru
numeroase generatii de elevi si profesori, punand accent pe intelegerea profunda a
conceptelor si pe formarea gandirii matematice.

SILVIA MUSATOIU

Profesoara de matematicd la Colegiul National ,Gheorghe Sincai” din Bucuresti, fost
director al colegiului si personalitate implicata activ in dezbaterea si dezvoltarea
curriculumului national, Silvia Musatoiu imbina experienta didactica, preocuparea
pentru performanta si interesul pentru modernizarea educatiei matematice. Activitatea
sa este caracterizatd de preocuparea constanta pentru pastrarea rigorii matematice si,
n acelasi timp, pentru ancorarea acesteia in prezent si in provocarile viitorului.



CUPRINS

Competente generale $i COMPELENte SPECIfICE. . . ...\ v vttt et ettt et 4
Ghid de utilizare a manualului. . . ... ... 5
TESt PTEAICIV . . v v vttt ettt et e e e e et e e e e e e e e 6
ALGEBRA
1. Elemente de logica matematica
® Propozitia. Operatii cu propozitii logice. Predicate si Cuantificatori............... ..., 8
® Tipuri de propozitii MatemMatiCe . . ... ...ttt et e 15
® Metoda inductiei MatemMatiCe . ... ... ...ttt et e 23
@ TNUTOAUCETE ..o ettt ettt et e e e e et et e e e e e e e e e e e e 30
® Siruri de NUMETE TEALE . ...\ttt e e e e 32
® Progresii aritmetice $i Progresii GEOMEITICE . ..ttt t ittt et et e i eeaeens 37
® Proprietati ale progresiilor . ... ...t e 39

A. Proprietdti generale ale functiilor

® Functii - Proprietati @enerale .. ... ...ttt e e e 56
® Graficul unei functii. Drepte remarcabile si interpretare geometrica ............ooviveneennan.... 63
® Proprietdti fundamentale ale functiilor numerice. Lecturi grafice .............. ... ... ... .. ... 70
® Operatii cu functii NUMETICE .. ... .. e e 79
@ FUNCHI IMJECHIVE .ttt ettt et et ettt e e e e e e et et e et e et et e 85
© FUNCHT SUIJECHIVE . ..ottt et et e e e e e e 90
© FUNCHT DIJECHIVE .. ..ot e 94
@ FUNCHI INVEISADIle ...t e e e 97
® Proprietati ale functiilor. Aplicatii si lectura grafica.

Fixare-consolidare-aprofundare ..............oo i 101

B. Functia de gradul al doilea

® Rolul functiei de gradul al doilea in descrierea variatiei neliniare .............................. 104
® Definitia functiei de gradul al doilea. Forma generald si forma canonica ........................ 109
® Etape ale reprezentarii grafice a functiilor de gradulaldoilea................. ... ... ... . ..., 127
® Utilizarea proprietatilor functiei de gradul al doilea in rezolvarea inecuatiilor ................... 133
® Sisteme de ecuatii care contin ecuatii de gradul al doilea.

Interpretare GEOMIETTICA . . .ot v vttt ettt et e et e e e e e e e e e 138

C. Functia putere cu exponent intreg. Functia radical
® Functia putere Cu eXPONENt INETEE . .. ..ottt ettt ettt ettt et e e e e e e eeas 150
@ Radicalul de ordin 1, 1 = 2, M E N « ottt 166
@ Functia radiCal .. ..ot e 176
® Ecuatii siinecuatii curadicali ....... ... 181
TRIGONOMETRIE

® Unitati de mdsura pentru unghiuri si arce. Cercul trigonometric.

Functil trigonOmMetriCe . ... ... .ot e e 188
© FUNCHE PEIIOAICE . . . . vttt ettt et e e et et e e e e e e 192
® Functiile trigonometrice SINUS $I COSINUS .. ..o ottt e 195
® Functiile tangenta $i COtANMZENTA . . . .. ..ttt t ettt e ettt et e et e e 204
® Reprezentarea grafica a functiilor trigonometrice ............ ... 208
® Formule trigONOMELTICE . ...ttt ettt ettt e et et e et e e e et e e et e e e 212
©® Functii trigoNOMEetIiCe INVETSE ... ..\ttt ettt et et et et e et e e e 222
® Ecuatii trigONOIMELTICE . . . . oottt et ettt e e e et et et e 226

GEOMETRIE

® Teorema cosinusului. Teorema sinusurilor. Rezolvarea triunghiurilor .......................... 232
® Formule pentru arie. Raza cercului circumscris si raza cerculuiinscris ............ ... ... ... ... 241
® Teorema bisectoarei. Teorema Il SLEWATT . ... ..ottt e 246
® Coliniaritate si concurentd in geometria pland .......... ... i 251
Exercitii si probleme recapitultive . .. ...... ... e 261



COMPETENTE GENERALE S| COMPETENTE SPECIFICE

1. Identificarea unor date, mdrimi si relatii matema-
tice, in contextul in care acestea apar

1.1. Identificarea propozitiilor elementare din care
este alcatuit un enunt matematic

1.2. Identificarea elementelor specifice sirurilor/pro-
gresiilor in contexte variate

1.3. Identificarea unor relatii de tip dependenta func-
tionald intre variabile sau entitati, pentru a evidentia ele-
mente ale functiilor

1.4. Identificarea pe cercul trigonometric a punctelor
asociate unor numere reale

1.5. Identificarea elementelor necesare pentru cal-
cularea unor masuri (lungimi de segmente, unghiuri,
arii)
2. Prelucrarea unor date matematice de tip canti-
tativ, calitativ, structural, cuprinse in diverse surse
informationale

2.1. Identificarea operatiilor cu propozitii elemen-
tare din cadrul unui enunt matematic

2.2. Efectuarea de calcule pentru determinarea ele-
mentelor sirurilor, progresiilor aritmetice si geometrice,
utilizand formule specifice

2.3. Extragerea unor date matematice de tip can-
titativ, calitativ si structural, din reprezentari grafice
pentru a descrie proprietatile unei functii (monotonie,
convexitate, puncte de extrem etc.) intr-o situatie prac-
tica data

2.4. Stabilirea unor caracteristici calitative/cantita-
tive folosind functii trigonometrice, inclusiv folosind in-
strumente digitale

2.5. Aplicarea unor metode adecvate pentru determi-
narea unor distante, a unor masuri de unghiuri si a unor
arii
3. Utilizarea conceptelor si a algoritmilor specifici in
diverse contexte matematice

3.1. Determinarea valorii de adevar a unui enunt ma-
tematic format din propozitii legate prin operatori logici

3.2. Aplicarea algoritmilor de calcul pentru determi-
narea unor termeni si a sumelor unor termeni consecu-
tivi ai progresiilor aritmetice si geometrice, in diferite
contexte

3.3. Aplicarea unor concepte si algoritmi matematici
(functii, rate de variatie etc.), pentru a interpreta repre-
zentari grafice in scopul extragerii de informatii rele-
vante pentru rezolvarea, in contexte matematice, a unor
probleme practice

3.4. Calcularea valorii unei functii trigonometrice
cand se cunosc informatii despre valorile unei alte func-
tii trigonometrice

3.5. Determinarea mdsurilor unor unghiuri si a lungi-
milor unor segmente utilizand relatii metrice

4. Exprimarea in limbajul specific matematicii a infor-
matiilor, concluziilor si demersurilor de rezolvare pen-
tru o situatie datd

4.1. Precizarea structurii logice a unui enunt

4.2. Transpunerea in limbaj specific matematic a
unor situatii din viata cotidiana referitoare la siruri sau
progresii in scopul analizarii comportamentului acestora

4.3. Exprimarea unor concluzii si justificari mate-
matice, utilizand limbajul specific functiilor (simboluri,
formule, expresii, reprezentari), pentru a comunica in-
formatii extrase din reprezentari grafice, in contexte ma-
tematice practice

4.4. Stabilirea unor relatii matematice utilizand cal-
culul trigonometric

4.5. Caracterizarea in limbaj matematic a unei con-
figuratii geometrice folosind elemente de trigonometrie
sau relatii metrice

5. Analizarea caracteristicilor matematice ale unei si-
tuatii date

5.1. Formularea unui enunt matematic (axioma, defi-
nitie, relatie/proprietate/teorema) asociat unei situatii date

5.2. Analizarea unor situatii date in contexte intra si
interdisciplinare, selectand modelul de progresie adec-
vat si metoda de rezolvare eficienta in functie de datele
disponibile

5.3. Analizarea unor situatii date prin interpretarea
reprezentarilor grafice si evidentierea solutiilor posibile
pentru a interpreta situatii reale si a formula concluzii
argumentate in contexte intra si interdisciplinare

5.4. Analizarea proprietatilor functiilor trigonome-
trice folosind reprezentarea grafica sau cercul trigono-
metric

5.5. Aplicarea unor metode variate pentru optimiza-
rea calculelor de distante, de masuri de unghiuri si de arii

6. Modelarea matematicd a unei situatii date, prin in-
tegrarea achizitiilor din diferite domenii

6.1. Validarea unui enunt matematic asociat unei si-
tuatii date

6.2. Modelarea matematica, folosind sirurile sau
progresiile, a unor situatii reale pentru interpretarea im-
plicatiilor in contexte interdisciplinare si pentru luarea
unor decizii fundamentate pe datele obtinute

6.3. Modelarea unei situatii reale, utilizand un model
matematic (functii, relatii) construit pe baza datelor ex-
trase din reprezentari grafice, pentru a explica, a anticipa
sau a optimiza rezultate in contexte precum economie,
biologie sau fizica

6.4. Descrierea unor relatii intre marimi din diferite
domenii, cu ajutorul functiilor trigonometrice

6.5. Modelarea unor configuratii geometrice utili-
zand metode metrice, trigonometrice, sintetice



GHID DE UTILIZARE A MANUALULUI

Manualul cuprinde variantele tiparita si digitala

Rezolva

_Simboluri folosite E Priveste
in varianta digitala '

Manualul de Matematica pentru clasa a 1X-a TC+CS destinat elevilor de la specializarea matematica-infor-
maticd este conceput ca un instrument de invatare care sustine dezvoltarea gandirii matematice riguroase, a
capacitatii de modelare si a competentelor necesare pentru studiul aprofundat al matematicii, informaticii si al
disciplinelor STEM. Poate fi utilizat atat in activitatea curentd de la clasa, cat si in studiul individual.

Autorii propun o abordare care imbina fundamentarea teoretica, rezolvarea de probleme, investigarea mate-
matica si reflectia critica. Elevul este incurajat sd observe regularitati, sd formuleze ipoteze, sd argumenteze, sd
demonstreze si sd utilizeze matematica pentru analiza si evaluarea unor situatii din domeniul matematic si din
lumea reald.

Structura manualului este construita in jurul unor domenii matematice fundamentale: elemente de logica
matematica, siruri si progresii, functii si studiul acestora, functii trigonometrice si aplicatii ale trigonometriei in
geometrie. Continuturile sunt dezvoltate gradual, prin exemple, activitati de explorare, exercitii si probleme cu
niveluri diferite de complexitate. Manualul este organizat pe lectii, fiecare urmarind atat formarea competentelor
specifice prevazute de programa, cat si dezvoltarea unor moduri autentice de lucru proprii matematicianului: ob-
servarea, investigarea, argumentarea si validarea rezultatelor.

Pentru eley, lectiile ofera:

e contexte matematice relevante si provocatoare; « situatii de modelare si investigare;

* exemple rezolvate riguros si comentate; * momente de reflectie si autoevaluare;

e exercitii organizate gradual, de la consolidare la e conexiuni cu informatica, tehnologia si alte do-
aprofundare; menii ale cunoasterii.

e activitati individuale, in pereche si pe grupe;

Sunt incluse activitati care propun utilizarea responsabild si criticd a tehnologiilor digitale si a instrumentelor
bazate pe inteligenta artificiald. Acestea nu inlocuiesc gandirea matematica, ci oferd contexte suplimentare pen-
tru informare, precum si pentru verificarea, interpretarea si argumentarea rezultatelor.

Rubricile permanente contribuie la dezvoltarea progresiva a competentelor matematice:

Reflectie de inceput: activarea cunostintelor anterioare si formularea unor intrebari de explorare;

Situatie reald si modelare matematicd: evidentierea rolului matematicii in descrierea si analiza fenomenelor;
Retinem: sintetizarea ideilor esentiale ale lectiei;

Reflectdm: dezvoltarea gandirii critice si a argumentarii;

Exercitii rezolvate: evidentierea unor modele de rationament si strategii de lucru;

Exercitii propuse: consolidarea si extinderea competentelor formate, in contexte practic-aplicative;
(Auto)evaluare: sprijin pentru monitorizarea progresului individual;

Matematica sub semnul intrebarii — contexte de reflectie asupra limitelor modelelor, interpretarii rezultatelor
si relatiei dintre matematica, tehnologie si realitate.

EOEEO@@

Mai mult decat un instrument pentru invdtarea matematicii, acest manual propune un spatiu de formare a
unui mod de a gandi. Pe parcursul lectiilor vei intalni situatii in care va trebui sa observi regularitati, sa formulezi
ipoteze, sa verifici argumente, sa construiesti modele si sd iei decizii pe baza unor informatii sistematizate sau pe
care trebuie sa le interpretezi in contexte reale date. Uneori vei descoperi raspunsuri, alteori vei descoperi intrebari
mai bune decat cele de la care ai pornit. La finalul acestui parcurs, cea mai importantd achizitie nu ar trebui sa fie
o formula sau o metoda de calcul, ci capacitatea de a aborda riguros probleme noi, de a argumenta convingdtor si
de a privi critic atat propriile concluzii, cat si pe cele formulate de altii. Acestea sunt cele mai valoroase competente
pe care matematica le poate oferi pentru studiile viitoare, pentru profesie si pentru viata.



TEST PREDICTIV

Timp de lucru: 50 de minute. Se acorda 1 punct din oficiu.

a) (1p) Se considera numerele reale a si b astfel incét% = % Stiind ca a + b = 53, afld intregul cel mai

apropiat de a.

b) (1p) Precizeaza care dintre numerele —%@i —%este mai mare. Justifica alegerea facuta!

1-2x’
a) (1p) Determina toate valorile reale ale lui x pentru care E(x) > 0.

Se considera expresia E (x) = pentru orice x € R ~ {%}

b) (1p) Determina multimea valorilor x € Qpentru care E(x) € Z.
¢) (1p) Demonstreaza ca |[E(x)| < 3 < |2x — 1| 2 1. Acorda atentie ambelor implicatii!

In zona sud-esticd a obeliscului O, asezat la N
intersectia a doua strazi perpendiculare, cu
directiile vest-est si sud-nord, se afla o supra-
fata acoperita cu gazon, reprezentata sche-
matic si marcata cu verde in figura aldturata.
Stim ca in realitate punctul A se afla la dis-
tanta de 10 metri fata de O.

a) (1p) Determina aria suprafetei acoperite cu
gazon.

b) (1p) Determina tangenta unghiului format
de latura cu lungimea cea mai mare a suprafetei
acoperite cu gazon si axa suprapusa peste strada
cu directia sud-nord.

¢) (1p) Stabileste daca un cablu de 15 metri
este suficient de lung pentru a construi un traseu
electric, in linie dreapta, de la punctul C pana la
latura BD.

(1p) Demonstreaza ca un triunghi avand doua
mediane egale este isoscel.

La finalul fiecarei unitati de invatare completeaza un chestionar asemanator cu cel de mai jos (Tabel pentru observarea
sistematica a activitatii si comportamentului elevilor pe parcursul unitatii de Tnvatare):

Cel mai mult mi-a placut

Cel mai putin m-a interesat

Am intampinat dificultati in a intelege

Am nevoie de clarificari in legatura cu




ELEMENTEDE
LOGICA MATEMATICA

Nu este suficient sa ai dreptate; trebuie
sa poti arata de ce ai dreptate.

Intr-o lume plina de informatii, capacita-
tea de a analiza afirmatii si argumente este
mai importanta ca oricand. Logica matema-
tica ofera instrumentele necesare pentru a
gandi clar, riguros si critic.




LG OMNIID e N E DE LOGICA MATEMATICA

Propozitia. Operatii cu propozitii logice.
Predicate si cuantificatori

In universul matematicii, spre deosebire de vorbirea curenta unde nuantele si ambiguitatea sunt per-
mise, utilizam enunturi care nu lasa loc de interpretare. In acest scop, in logica matematica definim pro-
pozitia ca fiind un enunt care este fie adevarat, fie fals, dar niciodata ambele in acelasi timp. Aceasta
proprietate reprezintda doua principii: principiul tertului exclus si principiul necontradictiei. Valoarea de
adevdr a unei propozitii p se noteaza cu v(p) si este 1 (pentru Adevarat) sau 0 (pentru Fals).

EXEMPLE S| CONTRAEXEMPLE

Pentru a distinge clar o propozitie matematica de un simplu enunt, analizam cateva exemple:

® Enuntul p:,3 + 5 = 8” este o propozitie adevaratda (v(p) = 1).

® Enuntul g:,Numarul rmeste un numar rational” este o propozitie falsd (v(q) = 0); aceasta este propo-
zitie valida, deoarece ii putem stabili valoarea de adevar (falsul).

In schimb, urmatoarele nu sunt propozitii logice:

® Enunturile interogative sau exclamative: , Cdt este ceasul?” sau ,Rezolva exercitiul!” (acestea nu pot
fi nici adevarate, nici false).

® Enunturile ambigue sau care depind de o variabilda necuantificata: , El este un elev silitor” sau
,X +2 = 5" Expresia x + 2 = 5 devine propozitie doar daca ii atribuim o valoare specifica lui x (de exem-
ply, pentru x = 3 devine adevarata) sau daca folosim cuantificatori (precum ,exista x”); cand x nu este
particularizat, x + 2 = 5 este o propozitie cu variabile, adica un predicat.

1. Operatii cu propozitii logice

In logica, putem construi propozitii noi pornind de la una sau mai multe propozitii date (numite pro-
HE pozitii simple), folosind conectori logici. Valoarea de adevar a unei propozitii compuse depinde exclusiv
de valoarea de adevar a propozitiilor componente.

A. Negatia (,non”)
Negatia este o operatie unara (se aplica unei singure propozitii) care inverseaza valoarea de adevar.

DEFINITIE

Negatia propozitiei p, notata p sau Tlp, este propozitia
care este falsa cand p este adevarata si adevarata cand
p este falsa.

Valoarea de adevdrauneipro- | p
pozitii 0 vom consemna mai
usor cu ajutorul unui tabel,
numit tabel de adevar, astfel:

EXEMPLE Atentie (contraexemplu lingvistic)!

® p: Numarul 15 este divizibil cu 2.” (v(p) = 0); Negatia propozitiei ,Toti elevii
® p: Numarul 15 nu este divizibil cu 2.” (v(p) = 1). sunt prezenti” nu este ,Niciun elev
nu este prezent”, ci ,Exista cel putin

un elev care nu este prezent”.

- o T



ELEMENTE DE LOGICA MATEMATICA 9 capiToLuL 1

B. Conjunctia (,,si") Tabel de adevar

.DEFINITIE P9 PAg
1 1

Conjunctia a doua propozitii p si g, notatd p A g, este propozitia care este adevarata

&

1
. o 0. . 1 0 0
numai dacd ambele propozitii sunt adevdrate simultan. ol K G
Mnemonicd: Conjunctia este un conector ,exigent”: o singura falsitate compromite ]
totul.

%Q EXEMPLU

@&

In cazul p: ,2 este numar par” (v(p) = 1) si g: ,3 este numar par” (v(q) = 0), obtinem v(p A q) = 0.

C. Disjunctia (,sau”) Tabel de adevir

DEFINITIE p q pvg
- . < e y - . 11
Disjunctia a doua propozitii p si g, notata p v g, este propozitia care este adevarata
daca cel putin una dintre propozitii este adevarata. I
0o 1 1
0 0 o0

265 ) OBSERVATIE

<

&

In matematicd, ,sau” este inclusiv, ceea ce inseamna ca disjunctia este adevarata chiar si cAnd am-
bele propozitii sunt adevarate (spre deosebire de limbajul curent, unde ,sau” poate fi exclusiv: ,Mergem
la mare sau la munte” - ori o destinatie, ori alta, dar nu ambele).

%Q EXEMPLU

In cazul (p: ,1 +2=3"(v(p) =1)) V(g: ,1 + 2 < 0"(v(q) = 0)) obtinem (v(p v q) = 1)! ﬂ
Reflectie: In contextul prezentat, valoarea de adevar a propozitiei compuse ,3 < 3” nu ar mai trebui
sa fie o provocare!

@&

D. Implicatia (,,daca... atunci”)

Tabel de adevar =
(o)
DEFINIT"IE p g p=gq

&

Implicatia p — q este propozitia care este falsd intr-un singur caz: atunci cand p 11 1
(ipoteza) este adevarat, iar g (concluzia) este falsa. In toate celelalte cazuri, impli- 1.0 0
catia este adevarata. o 1 1

0 O 1

EXEMPLU (PARADOXUL IMPLICATIEI)
Propozitia ,Daca 3 = 4, atunci eu, lonescu, sunt Napoleon” este Adevdrata.

Rationament: Ipoteza (3 = 4) este Falsd (0). Conform tabelului, din fals rezulta orice (adevarat sau
fals), iar rationamentul ramane valid logic.

E. Echivalenta (,daca si numai daca”) Tabel de adevir

DEFINI'!'IE P apegq
11 1

Echivalenta p < q este propozitia adevarata atunci cand p si g au aceeasi valoare

1. 0 0
de adevar (fie ambele adevarate, fie ambele false). ol i o
0 0 1

MATEMATICA CLASA a 9-a °



capiToLuL 1

Legdtura cu implicatia: p < q se scrie explicit ca o propozitie compusa astfel: (p — q) A (g = p).

EXEMPLU
,/10 > 3 daca si numai daca 10 2 9”. Aceasta este o echivalenta adevarata.

Echivalenta logica

Propozitia p < g se citeste ,p dacd si numai daca g”; aceasta este adevarata cand ambele propozitii
au aceeasi valoare de adevar (ambele adevarate sau ambele false), caz in care vorbim despre o echiva-
lenta logica (a valorilor de adevar). NS

EXEMPLU ¥ — &
p: 2+ 3 <0« q:(2este impar) este o propozitie logica adevarata, —
desi nu exprima o echivalenta intre cele doud continuturi.

UTILE DE RETINUT
Utilizand conectorii logici, putem lega intre ele propozitiile p,q,r obtinand propozitii compuse sau
formule ale calculului propozitional. Enunturile care sunt adevarate pentru orice valori de adevar ale

componentelor le numim tautologii. Formulele care sunt false pentru orice valori de adevar ale propozi-
tiilor componente reprezinta contradictii.

Exemple de tautologii:
1. Legea dublei negatii: (p) < p 5. Contrapozitia: (p —~ q) < (7 — P)
al 2. Legile lui De Morgan: 6. Tranzitivitatea:
PVGoPATSiPAq<pVT [(p>qrlg=nl->(p-1)
3. Negarea implicatiei: p—=q < p A q 7. Principiul tertului exclus: p v p
4. Modus Ponens:[pA(p— q)l = q 8. Principiul necontradictiei: (p A D)

@ EXEMPLE PRACTICE DE NEGARE A PROPOZITIILOR

® Pentru propozitia p: 2 < 3sau 2 = 3 (2 < 3), negatia este p: 2 > 3.
® Pentru propozitiag: 3€ Asi3 € B(3 € An B), negatiaeste §: 3 ¢ A sau 3 ¢ B.
® Pentru propozitia r: ,Daca ploud, deschid umbrela”, negatia este 7: ,Ploua si nu deschid umbrela”

(deoarecea — b < a A b)!
® Ce iti spune medicul (negatia unei disjunctii): ,Nu este indicat sa faci abuz de produse fainoase sau
dulciuri.” Cum traduci tu asta (conjunctia negatiilor): ,Nu este indicat sa fac abuz de produse fainoase si

nu este indicat sa fac abuz de dulciuri.”

2. Predicate si cuantificatori

Un predicat pe o multime M (numita si universul predicatului) este un enunt care contine una sau
mai multe variabile si care, prin particularizarea variabilelor cu elemente din M, devine propozitie.

EXEMPLE
® predicat unar: p(x): x + 2 = 9,x € Z (x unica variabila);

® predicat binar: q(x,y): x +y = 7, x,y € R (doua variabile, x si y).

Identificarea predicatelor prin multimi
Daca predicatul p(x) este definit pe multimea M (x € M), multimea de adevar A a predicatului este
submultimea valorilor x € M pentru care p(x) este propozitie adevarata.



Operatii cu predicate

Pe multimea M, se considera predicatele p(x)

(identificat prin multimea de adevar A) si g(x) (iden- =

tificat prin multimea de adevar B): p —> CeA @
1. Negatia (p(x)): corespunde multimii de adevar e T e

C,A=M~A (complementara multimii A in raport

Disjunctia (SAU) si Reuniunea

cuM)
2. Conjunctia (p(x) A q(x)): corespunde intersec- pyq=—>AUB

tiei de multimi, A n B. Sau Reuniune
3. Disjunctia (p(x) v q(x)): corespunde reuniunii G sreeed

de multimi, A U B. T
4. Implicatia (p(x) — q(x)): corespunde relatiei in- b sl

cluziune, A C B. 5i ke
5. EChivalen’ta (p(X) “ CI(X)) Corespunde relagiei Implicatia si Incluziunea
de egalitate a multimilor, A = B. ok P

E XEMPLU Implicatie Incluziune
Echivalenta si Egalitatea

Se considera predicatele p(x): x divide 5, x € Z, re-
spectiv q(x): 2x - 1 2 4, x € N. In aceste conditii, evi- peoq—>A=B
dentiem multimile de adevar pentru: Eolews | Egabtuee

® p(x) este adevarat pentru x € {1,-1, 5,-5}

® g(x) este adevarat pentruxe N -{0,1,2} ={3,4,5,6, ...}

®p(x):xez\{-5-1,1,5},q(x): x€{0,1,2}

® p(x) A g(x) este adevarat pentru x € {5} (intersectia multimilor),

p(x)vgx):xef1,3,4,5/6..}u{-1,-5}

Exista si alte moduri de a transforma operatiile cu predicate in propozitii, folosind cuantificatori.

Cuantificatori

Exista doua tipuri de cuantificatori care transforma predicatele in propozitii. In continuare, se consi-
dera predicatul p(x),x € E.

1. Cuantificatorul existential (3)

Cu predicatul p(x),x € E, putem forma o propozitie fie adevdratd, daca exista cel putin un element
x, € E astfel incat p(xl) sa fie adevarata, fie falsd, daca pentru orice x € E, p(x) este falsa.

Aceasta propozitie se citeste: ,Exista cel putin un x din multimea E astfel incat p(x) adevaratd” (pro-
pozitie existentiald).

Notatie: (Ix)p(x) sau (Ix € E), p(x).

2. Cuantificatorul universal (V)

Cu predicatul p(x), x € E, putem forma o propozitie fie adevdaratd, daca pentru orice alegere a lui x din
E, p(x) este adevarata, fie falsd, daca exista cel putin un x, € E pentru care p(x,) este falsa. —

O astfel de propozitie se citeste: ,Oricare ar fi x, p(x) adevarata” (propozitie universald).

Notatie: (Vx)p(x) sau (Vx € E), p(x).
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(@xX)3y)plx,y) < (¥x)(Vy)plx,y), (Vx)(3Fy)p(x,y) < (3x)(Vy)p(x,y),

RETINEM

Reguli de negatie pentru cuantificatori
Pentru a nega propozitiile care contin cuantificatori, se aplica regulile:
(VX)p(x) < (3x)p(x), respectiv (Ix)p(x) < (Vx)p(x).

Regula practica: Prin negare, V se transforma in 3, iar 3 se transforma ”
inV, urmat de negatia predicatului. 5/ o)
3 ~ - L3 . .‘L-. 'y
Cazul predicatelor in doua variabile -

@WY)py) < (¥x) (3y)ploy), WXWy)pkoy) < (3x) (3y)pley). [ / A j

Numim contraexemplu un exemplu care infirmd o propozitie presupusa adevarata (numarul 4 este

ﬁ contraexemplu pentru afirmatia ,Multimea numerelor naturale de o cifra contine doar numere impare”).

In acest sens, propozitia (Vx)p(x) este falsa daca existd un contraexemplu, adica exista un element x,
pentru care p(xo) este o propozitie falsa.

REFLECTAM

Propozitia ,Orice numar natural de forma 6k + 1,unde k € N, este prim” este falsa. Identifica un
contraexemplu!

Ahk

7\
) EXERCITII PROPUSE
A" Propozitii si valori de adeva
pozitii si valori de adevar
Identifica, dintre urmatoarele enunturi, pe cele care sunt propozitii. Stabileste valoarea de adevar a
acestor propozitii:

a) Anul 1956 nu a fost an bisect.  b) Triunghiul are patru laturi? c) Triunghiul are patru laturi.

d) El a fost la teatru.  e) lonescu a fost la teatru.  f) Ce toamna frumoasa! g) max(v/10;n) = V10;
h) min(-2;-v5) = -v5; i) [-v2] = 0, unde notatia [.] semnifica partea intreags;

j) {=3,25} = 0,25 (partea fractionard); k) {r} = 0,14.

(Activitate in pereche) Consideram propozitiile: p: ,Triunghiul ABC este isoscel.”; g: ,Triunghiul ABC
este dreptunghic.”; r: ,Triunghiul ABC este echilateral.”. Formulati propozitiile: p;p vV ¢;p A q;q — 1;
DAg,qQVT,r—Dp.

Se considera multimile A ={0, 1, 2, 3} si B={2, 3, 5}. Care dintre urmatoarele propozitii sunt
adevarate?

a)(1 €A Vv©OeB); b) (4 € A) v (5 € B); c)(6e€A)V(6eB); d)(2e€eA) A@2eB);
e)(3eA) A0 eB); f)4e A AeB); g)(4eA - (6eA); h)(1e€A) - (2e€B).
Stabileste valoarea de adevar:
a)Daca2 +3=6,atuncil + 2 =3. b) Daca 3|9, atunci 5 > 6.
c¢)Daca+/7 € Q,atunci 1 -2 -...- 10 + 5 nu este patrat perfect.

Daca p si g sunt adevarate, iar r este falsa, stabileste valoarea de adevar pentru:
A(pArqvr b)y(pvr)Alg V) OPAGVTE dDp-qgArr
p—-n-q Hp->q9<@-p); g (p—q < (@-p)

Scrie sub forma ,daca p, atunci q”:

a) Rombul care are un unghi drept este patrat.

b) Suma a doua numere rationale este numar rational.

¢) Nu iese fum fara foc.
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(Activitate in pereche) Individual, scrieti negatia propozitiilor, apoi comparati intre voi:

a)2 eNsau 3 ¢ Q; b)3€Qsi2|10; ¢) 5 este numar natural par si% >0;
d) Punctele A si B apartin dreptei d. e) Merg si privesc. f) Merg, privesc si nu inteleg.
g) Daca dorm, ma odihnesc. h) Daca un triunghi este dreptunghic, atunci are un unghi ascutit.

i) Daca plec, ma voi intoarce foarte curand.

(Activitate pe grupe) Se considera multimile de numere E=27, A= {—3,—\/3 ,—%, 0,1, 4 2V5 },

B={x€E|xl < 3}si predicatele p(x): x€E,x€R; q(v): y €A,y €ER; r(2): z € B, z € R, toate trei cu

multimea din care iau valori variabilele (universul predicatelor) egala cu multimea numerelor reale.

a) Care este domeniul de adevar (multimea valorilor variabilei, din universul predicatului, pentru
care propozitiile devin adevarate) al fiecaruia dintre predicatele p(x), q(y), respectiv r(z)?

b) Stabiliti valorile de adevar ale propozitiilor:

i. p(1) sau q(3); ii. q(4) si r(0);

iii. (p (%) sau q(- \/3)) — r(4); iv.non r(-2).

c) Determinati domeniul de adevar, justificand raspunsul, pentru fiecare predicat compus:

i. p() sau g(x); ii. g0 si ro;

iii. r(x) = p(x); iv. non r(2).

d) In imaginea aldturata este prezentata legatura intre operatorii logici 1 (non), v (sau), A (si), — (im-
plicd), < (echivalent) si operatiile cu multimi. Verificati rezultatele pe care le-ati obtinut la punctul 3 cu
relatiile din panou.

e) Formulati predicatul compus care are domeniul de adevar B\A.

f) Propuneti spre reflectie, unei alte grupe, cel putin o noua cerinta bazata pe contextul dat initial si
reciproc!

Exercitii propuse predicate
Se considera predicatul p(x): x > x%4,x € R. Stabileste valoarea de adevar a propozitiilor:

p(0),p(1/2), p(2/3),p(-2),p(V/3).

Se considera predicatul p(x,y): 2x? - y = 3,x,y € R. Stabileste valoarea de adevar a propozitiilor:

p(1,1); b p(-v2,1); o p4,-5; dp(V3I). NP
(Activitate in pereche) Exprimati in limbajul predicatelor: e Wi Z

a) Ecuatia 2x + 3 = 5 are cel putin o solutie reala. r
b) Ecuatia 2x + 3y = -5 are cel putin o solutie reala.
¢) Produsul oricaror numere intregi consecutive este numar par. ( gi

+y=3
d) Sistemul {j: y

are solutie reala.

(Activitate pe grupe) Pe multimea numerelor intregi, se considera predicatele p(x): 3 | x si g(x): 9 | x.
Stabiliti valoarea de adevar a propozitiilor:

a)p(12); b)q@3); p0); d)(VX)px); e (3x)q(x); ) @x)P(x) A q(x); 2 (Vx)(p(x) Vv q(x));
h) (3x) (p(x) A g(x)); D Ex)PEX) = gXx); ) (@x)gK) = p(Xx); k) (¥x)(g(x) = p(x)).

Se considera predicatul p(x,y): 2x + 3y = 1,x,y € Z. Stabileste valoarea de adevar a propozitiilor:

a) (303y)p(x,y); b) (3x)(Vy)p(x,y); ¢) (Vy)(3x)p(x,y).
Stiind cd x,y,z € R, determinad valoarea de adevar a urmatoarelor propozitii:
a) (Vx)(Vy) yx2+y?=x+y; b) (Vy)(3x)x +y = 0) = (3x)(Vy)x +y = 0);

) ((@)(Vy)x+y=0)— (VY)3Ax)x +y=0); d)(Vx)(Vy)(Vz)(x+y +z=0— x*+y?*+ z% = 3xyz);
e) (VX)(Vy)(Vz)(x® +y* + 23 =3xyz—> x+y +z=0); )(Vx)(Vy)(Vz)(x?+y?+ 2> 2 xy + yz + zx);
8) (IX)(Iy)x®* +y* < xy(x +y).
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Scrie predicatele urmatoare cu ajutorul operatiilor logice:

a)xeAUB; b)xeAnNnB; CxX€EA\B,; d)xg B\ A.

Demonstreaza ca:

Axe(-33)=>1IxI<3; bxe[0,=)>Vx2=x; ¢)[x]=-6=>x€[-6;-5); d)geZ;*'%eZ;
e)712x+5=>7l(x-1); f)4x+5=7<2x-3=-2; g)3x<6=>-2x+1>-3.
Demonstreaza ca:

Ax-yl+x*=0=(x=0Ay=0); b) [x + y| =Ix| + |y| <= xy 2 0;
Ox<y=[x <[y d)x>0/\y>0:>x2f);sm.

Scrie cu ajutorul cuantificatorilor logici:
p:Oricarearfix € R,x2 + 2x + 5 2 4; q: Oricare a € N exista b € N astfel incat a < b.
Stabileste valoarea de adevar a propozitiilor p si g.

Demonstreaza ca:

2n+3
3n+1

a) (Eln e N) gg : :1” - % < llm, apoi aproximeaza cu doua zecimale exacte fractia

b) 13| (5x + 7y) < 13| (4x + 3y), x,y € Z.

(Activitate in pereche) Se considera E o multime nevida, fixata, si 2(E) multimea submultimilor sale
(numita si familia submultimilor). Demonstrati ca VA, B € (E) avem:

aA)AnB=BnA; bJAUB=BUA; oAUNBNC=AnBN0O; dAUBUO=AUBUCG

pentrun = 3'%

e)ANBUO=ANBUMANO; f)JAUBNO=AUBNAUO;
g)C.(AuB)=C/(A) nC,(B); h)C.(AnB)=C,(A)uC,/B).
Demonstreaza ca:

aQ)A\B=@ < ACB; b)AN\B=A< ANB=Q;

c) (A NB)C PA) N PB); d) 2(A U B) D 2(A) U P(B).

a) Se cunoaste ca (Vy € R) 8xy — 12y + 2x — 3 = 0 este propozitie adevarata. In acest context dat,
determina valorile reale ale lui x.
b) Determina numarul real m astfel incat: 2xy - 3x -3y + me R\ {%},Vx,y eR\ { %}

TEMA DE PORTOFOLIU — INVESTIGATIE [ - /’57” )
e ! . afirmatie
V ! ( CONJECTURA 1 OO care pare adevdratd,

Matematica are incd mistere de

descoperit
[ EXEMPLE SI OBSERVATII J

dar nu este incd

I\

demonstrata.

O afirmatie matematica despre care
se presupune ca este adevarata, dar

Verificdm pentru
multe cazuri particulare.
Toate par sa confirme

pentru care nu exista inca o demonstra- l afirmatie

tie, se numeste conjectura. in prezent " Sa pocte demonstrs
existd mii de probleme deschise in ma- | DEMONSTRATIE ? ’ C o reffonamente
tematica, unele formulate de sute de J

ani si inca nerezolvate. L= v R

Sarcina de lucru — Alege una dintre @ ‘ Q/) DE:':(E);SE';E.)ATA
conjecturile urmatoare: Conjectura nu-

INCA DESCHISA O
(PROBLEMA DE CERCETARE) e 5

Adevirul afirmatiei este stabilit: Nu existd incd o demonstrafie.

merelor prime gemene; Conjectura Gol- este o teoremd. Probiema ramane deschiss.

dbaCh; Ipoteza Riemann. Realizeaza Multe afirmatii matematice par adevdrate deoarece sunt verificate pentru foarte multe
= s . . sy A exemple. Totusi, in matematicd, exemplele nu sunt suficiente: pentru a transforma o

0 scurta lrlvestlga’gle (1_2 paglnl) m conjecturd intr-o teoremd este necesard o demonstratie.

care sa prezinti: 1. enuntul conjecturii;
2. cateva exemple care o sustin; 3. anul in care a fost formulata si numele matematicianului asociat;
4. de ce este considerata importanta; 5. stadiul actual al cercetarilor.

Reflectie finala — Raspunde in 5-10 randuri la intrebarea: Crezi cd orice afirmatie matematicda ade-
vdratd poate fi demonstratd? Argumenteaza-ti raspunsul.
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Tipuri de propozitii matematice

In matematica ai intalnit enunturi fundamentale, uneori numite explicit ca de exemplu: axiome, de-
finitii, proprietdti, leme, teoreme, consecinte. In cele ce urmeaza analizdm structura acestor enunturi, ﬂ
pentru a le recunoaste si a le diferentia.

» Axioma

Este un enunt pe care il admitem ca fiind o propozitie adevarata fara demonstratie. Ea reprezinta
yregula jocului”, sau conventia matematica pe care construim diverse teorii.

EXEMPLU CLASIC: AXIOMA PARALELELOR (EUCLID)

LPrintr-un punct exterior unei drepte putem construi o unica dreapta paralela cu cea data”.

. REFLECTAM - CONEXIUNE CU REALITATEA
Gandeste-te la Constitutia unei tari sau la regulile fundamentale ale sahului. In cazul
sahului, faptul ca ,nebunul se misca doar pe diagonala” este o axioma a sahului. Nu
demonstram de ce, ci acceptam regula pentru a putea juca.
Acceseaza https://www.presidency.ro/ro/presedinte/constitutia-romaniei si extrage
doua enunturi, norme juridice in acest caz, care sa corespunda sensului de axioma.

Motiveaza alegerea facuta.

» Definitia
Este o propozitie adevarata care introduce o notiune noud, precizandu-i intelesul. @ ‘-,',_: '
@ EXEMPLU N
»Spunem ca doud plane sunt paralele atunci cand intersectia lor este vida”. /
AN

5 @
I o

. REFLECTAM = =5
Atunci cand introducem prin definitie un anume obiect, trebuie sa tinem cont de structura logica:
genul proxim (categoria larga din care face parte) si diferenta specificd (ce il face unic - ce il determina).

@ EXEMPLU (DEFINITIA BISECTOAREI)
Definitie: Bisectoarea unghiului <ABC este o semidreapta a planului... (genul proxim: este o
semidreapta).
Care semidreapta? Acea (unica) semidreapta [BD, interioara unghiului, pentru care <ABD = <CBD
(diferenta specifica).

. REFLECTAM
Similar cu exemplul dat, pe grupe, reflectati la definitiile liniilor importante in triunghi, evidentiind
genul proxim si diferenta specifica.

» Teorema

Este o propozitie adevaratd, adevarul ei decurgand dintr-o demonstratie pe baza axiomelor, definiti-
ilor sau altor teoreme anterior demonstrate.
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Structura unei teoreme:

Majoritatea teoremelor sunt propozitii de tipul implicatiei p — g sau echivalentei
p < q. Aiinvatat ca implicatia p — g se citeste ,Daca p, atunci g” si este util sa retii ca:

® p (ipoteza) este o conditie suficientd pentru q.

® g (concluzia) este o conditie necesard pentru p.

EXEMPLU
,2Daca doua unghiuri sunt drepte, atunci unghiurile sunt congruente”.

Astfel, conditia ca unghiurile sa fie drepte este suficientd pentru a fi congruente, dar nu si necesard
(ele pot fi congruente si avand alta masura comuna, de exemplu de 30°).

RETINE

Atunci cand o propozitie p este suficientd si necesard pentru g, scriem (p — g) A (g — p) sau p < q
(echivalentd). In acest caz, citim ,,p daca si numai daca q”. Acestea se numesc adesea teoreme de carac-
terizare si succed definitiei.

EXEMPLU
»Un patrulater convex este paralelogram dacd si numai dacd unghiurile sale opuse sunt congruente”.

Propozitii derivate din teoreme

Consideram implicatia p — g, pe care o numim si teorema si in raport cu care putem forma urmatoa-
rele propozitii derivate:

® Reciproca (g — p): propozitie care nu este intotdeauna adevdratd; daca este adevarata, teorema
p — g se numeste teoremd directd, iar ¢ — p se numeste teoremd reciprocd (sau, simplu, reciproca).

® Contrara (p — q): propozitie care, de asemenea, nu este intotdeauna adevaratd.

® Contrapozitia (g — p): propozitie care este intotdeauna adevarata daca teorema directa este ade-
varata (sunt echivalente logic).

EXEMPLE
Teorema lui Pitagora

Directa: Daca /\ ABC este dreptunghic in A, atunci AB? + AC? = BC2. Reciproca: Daca in /\ ABC are
loc relatia AB? + AC? = BC?, atunci /\ ABC este dreptunghic in A. (Adevdratd)

Reflectie: Formuleaza contrara si contrapozitia si precizeaza valoarea de adevar a fiecareia.

Criteriul de divizibilitate cu 9

Directa: Daca a,b,c suntcifresi(a + b + ¢) : 9= abc : 9. Reciproca: Daca a, b, c sunt cifre siabc : 9 =
(a+b+c):9.Contrara: Dacd (a + b + ¢) nu este divizibil cu 9 = abc nu este divizibil cu 9. (Adevdratd).

Reflectie: Se considera predicatele p(x,y): x =y si q(x,y): x2 = y? oricare ar fi x,y € R.

® p = g este Adevdratd

® Contrara p = g (,Daca x # y, atunci x? # y?”) este Falsd (contraexemplu: x = -2,y = 2).

OBSERVATIE

In cazul in care ipoteza unei teoreme consta din mai multe propozitii legate prin conectorul A, putem
vorbi despre mai multe propozitii ,reciproce” prin schimbarea unei parti din ipoteza cu concluzia.

REFLECTAM

©;

Identificati la nivelul clasei 1-2 exemple, formulati toate reciprocele posibile si stabiliti in fiecare caz
in parte valoarea de adevar. Este adevdrata afirmatia urmatoare: ,Daca o implicatie admite mai multe
formulari reciproce, atunci fie toate reciprocele sunt adevarate, fie false.”? Justificati.
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Tipuri de rationamente

In rezolvarea problemelor operam cu propozitii (judecdti succesive, inlantuite). Un rationament este
valid atunci cand concluzia decurge corect din ipoteze (premise).

Atentie: Un rationament poate fi corect logic, dar sa duca la o concluzie falsa atunci cand porneste
de la premise false!

Exemplu de rationament corect cu concluzie falsa:

® Premisa 1: Unii oameni sunt pasari. (Fals)

® Premisa 2: Toate pasarile pot inota. (Fals)

® Concluzie: Unii oameni pot inota.

In acest caz, logica este validd: A ¢ B,B c C= A c C, dar adevdrul factual lipseste.

EXEMPLU — PROBLEMA DE LOGICA ,,MISTERUL MASINILOR”

Ion, Dinu, Nelu si Anton au masini de culori diferite: alb, galben, rosu, negru. Se cunoaste ca:
1. Anton si lon nu au masina rosie.
2. Dinu nu are masina neagra.

3. Posesorul masinii negre este pictor, i-a facut un portret lui Nelu si il va lon Dinu Nelu Anton
cunoaste pe lon. (Deci masina neagrd nu e a lui Nelu, nici a lui Ion). Galben

Ce culoare are masina lui Anton? Alb

Rezolvare prin tabel de adevdr: Rosu X X

Din ipoteze deducem ca masina neagrd nu e a lui Dinu, Nelu sau Ion, Negru X X X

deci este a lui Anton.
In cele ce urmeazad, plecand de la un set de propozitii considerate premise, vom vedea cum putem
desprinde concluzii si care sunt acestea. Vom numi astfel de rationamente ca fiind deductive.

Tipuri de rationament deductiv

A. Rationamentul direct (Modus Ponens)

Este bazat pe propozitia [p A (p = q)] — g, adevarata indiferent de valorile de adevar ale propozitiilor
ce o compun (tautologie).

Exemplu: Stim ca AB = AC — /\ ABC este isoscel. Dacd masuram si gasim AB = 8,AC = 8, concluzio-
nam direct ca triunghiul este isoscel.

B. Rationamentul prin contrapozitie (Modus Tollens)
Este bazat pe tautologia (p — q) < (g — p).

EXEMPLU

Se considera m € N. Demonstreaza ca ,Dacd 2™ + 1 este prim, atunci m este o putere a lui 2”.
Demonstratie: Aratam cd ,Daca m nu este putere a lui 2, atunci 2™ + 1 nu este prim”. Daca m nu este
puterealui2, m = 2*- [(limpar > 1)si2™ + 1 = (2%)! + 1, care se divide cu 2% + 1, deci 2™ + 1 nu este prim.

C. Rationamentul prin reducere la absurd (ppa)

Pentru a demonstra p — g, presupunem concluzia g ca fiind falsa (deci g ar fi adevarata) si incercam m
sa ajungem la o contradictie (r A T intotdeauna falsa).

EXEMPLU DIN GEOMETRIE

Se considera a, b si c drepte coplanare distincte. Daca al|b si bl|c, atunci allc.

Demonstratie: Presupunem prin absurd cd a n ¢ = {A}. Deoarece a||b si c||b, ar insemna cd prin punc-
tul A trec doua paralele distincte la dreapta b, ceea ce intrd in contradictie cu Axioma paralelelor. Deci
presupunerea e falsd, asadar a||c reprezinta un adevar in contextul dat.
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Reflectie: Daca enuntul din exemplu nu contine precizarea (ipoteza) de drepte distincte, mai obtinem
aceeasi consecinta? Discutati la nivelul clasei.

Alt exemplu: Demonstreaza ca 2" + 1 nu este divizibil prin 7, oricare ar fi n numar natural.

Vom presupune contrariul: existd un numar natural k pentru care 7 | 2% + 1 si cautam o contradictie:
2K+ 1 =2k+2%3-7=232%%+1) - 7,deunde deducemca 7 | 2¥* + 1. Repetand rationamentul, obtinem
7| 2% + 1s.a.m.d. Fie p € N cel mai mare numar pentru care 7 | 27 + 1, insa pentru aceasta valoare
maxima, k - 3p €{0, 1, 2} = 2k, + 1 €{2, 3, 5}, contradictie.

Reflectam: Folosind faptul ca 2° = 8 = 7 + 1, discutati la nivelul clasei si dezvoltati un alt rationament
decat cel exemplificat.

Curiozititi logice © N

2

1. Paradoxul \ ~
Este o afirmatie care, desi pare sa urmeze un rationament corect, duce la / I ) \

o concluzie care se contrazice pe sine sau contrazice intuitia comund. Para- E&

doxurile sunt importante in matematica deoarece ne arata limitele sisteme-

lor noastre de gandire si necesitatea unor definitii riguroase. U m

rQ EXEMPLU CELEBRU

Paradoxul barbierului (Bertrand Russell, 1872-1970, filozof, logician, matematician englez)

Imagineaza-ti un sat izolat unde exista o regula stricta: , Bdrbierul satului ii barbiereste pe toti barba-
tii din sat care nu se barbieresc singuri si numai pe acestia.”. Cine il barbiereste pe barbier?

Avem doua posibilitati, ambele ducand la o contradictie:

® Daca barbierul se barbiereste singur, atunci el face parte din categoria celor care se barbieresc sin-
guri, iar regula spune ca el nu are voie sa ii barbiereasca pe acestia; asadar, nu se poate bdarbieri singur.

® Daca barbierul nu se barbiereste singur, atunci el intra in categoria celor care trebuie barbieriti de
barbier, adica de el insusi, asadar el trebuie sa se barbiereasca singur.

Concluzie: O astfel de situatie este imposibild logic. Acest paradox simplu a zguduit lumea matemati-
cii la inceputul secolului al XX-lea, demonstrand ca ,teoria multimilor” (asa cum era ea definita atunci)
avea fisuri si trebuia reconstruita cu mai multa atentie.

Cu siguranta ti-am starnit curiozitatea! Pentru a afla mai multe, poti interoga un asistent IA sau sa lec-
turezi materiale scrise pe aceasta tema (de exemplu, eseul matematicianului roman Solomon Marcus).

2. Conjectura

Este o afirmatie matematica ce pare a fi adevaratd, bazata pe observatii, intuitie sau dovezi partiale,
dar care nu a fost inca demonstrata sau infirmata riguros.

In momentul in care o conjectura este demonstrata, ea devine o teoremd. Daca se gaseste un singur
contraexemplu care o infirma, conjectura este considerata falsa.

rQ EXEMPLU

Conjectura lui Goldbach (Christian Goldbach, 1690-1764, matematician prusac) — propusa in 1742,
este una dintre cele mai vechi si mai faimoase probleme nerezolvate din teoria numerelor:

,Orice numar intreg par mai mare decdt 2 poate fi scris ca suma de doud numere prime.”

® Verificari (cazuri particulare): 4=2+2;8=3+5;20=7 + 13.

® Statut actual: Desi a fost verificata prin calcul computerizat pentru numere extrem de mari (pana
la 4 x 10'%), nu existd incd o demonstratie matematica universala care sa confirme ca este valabila pen-
tru toate numerele pare. Daca ti se pare provocator, solicita unui asistent IA sa iti faca o prezentare a
incercarilor in timp de rezolvare a conjecturii.
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3. Propozitii indecidabile in logica matematica

O propozitie indecidabild este un enunt in cadrul unui sistem axiomatic despre care se poate de-
monstra ca nu poate fi nici demonstrat, nici infirmat folosind regulile si axiomele acelui sistem. Acest
concept a fost revolutionat de Kurt Godel (1906-1978) prin Teoremele de Incompletitudine (1931), care
au aratat ca in orice sistem formal suficient de complex (cum este aritmetica) vor exista intotdeauna
»adevaruri” care nu pot fi dovedite in interiorul sistemului respectiv.

EXEMPLU

Ipoteza continuului (CH) — una dintre cele mai cunoscute propozitii indecidabile din teoria multimi-
lor (sistemul ZFC):

»Nu existd nicio multime a carei marime (cardinalitate) sd fie strict intre mdrimea multimii numerelor
intregi (N ) si mdrimea multimii numerelor reale (¢ sau 2%). R < |X| < 2N

De ce afirmatia este indecidabila? In 1940, Kurt Gédel a demonstrat ca Ipoteza continuului nu poate
fiinfirmatda folosind axiomele standard ale teoriei multimilor. In 1963, Paul Cohen (1934-2007, matema-
tician american) a demonstrat ca aceasta nu poate fi nici demonstratd folosind aceleasi axiome.

Concluzie: Ipoteza continuului este independentd de axiomele standard: poti alege sa o accepti ca
adevarata sau ca falsa, creand astfel sisteme matematice diferite, dar coerente.

Activitati de invatare si explorare

A. Atelierul de traducere: Din ,,Limbajul natural” in ,Limbajul matematic”

Scop: dezvoltarea capacitatii de a schematiza informatia

Sarcind: Transforma urmatoarele fraze in formule logice, notand propozitiile simple cu p, g, r.
,Daca ploua (p) si nu am umbrela (g), atunci ma ud (r).”

,Merg la film (p) daca si numai daca vine Andrei (g) sau vine Maria (r).”

,Nu este adevdrat ca daca invat (p) iau nota mica (g).”

B. Laboratorul de dezbateri

Scop: intelegerea cuantificatorilor V,3 si a negatiei.
Context: Un elev formuleaza o serie de propozitii universale. Colegul de banca gaseste cate un con-
traexemplu pentru a demonstra cd unele propozitii sunt false.

Formulari (V) Sarcina: Gaseste contraexemplul (3) Verdict
JToate numerele prime sunt impare.” Exemplu: Numarul 2 este prim si este par. Fals
,Orice patrat perfect se terminain 0, 1, 4, 5, 6 sau 9. Reflectam: Exista vreun patrat terminatin 2, 3, 7 sau 8? Adevarat
.Pentru orice x € R, x2 > x." Exemplu: Pentru x = 0,5 = 0,25 # 0,5. Fals
JJoate patrulaterele cu laturi egale sunt patrate.” Exemplu: Rombul care nu are unghiuri drepte. Fals

Cerintd: Pe baza exemplului, la nivelul clasei, organizati-va in perechi de echipe; in cadrul fiecarei
perechi de echipe, membrii uneia formuleaza propozitii universale, cealalta trebuie sa justifice valoarea
de adevar a acestora, in cazul falsului prin identificarea/construirea unui contraexemplu. Schimbati
apoi rolurile intre echipele din pereche. Realizati cate un poster pe modelul prezentat in manual, iar la
final faceti turul galeriei. Adaugati posterul la Portofoliul individual.

C. Proiect interdisciplinar. Logica si informatica

Scop: aplicarea operatorilor logici in tehnologie.

Descriere: Calculatoarele functioneaza intr-un sistem binar (cel putin pana in momentul de fata):
1 (Adevarat/Curentul trece) si O (Fals/Curent oprit).

® Serie (AND): becul se aprinde doar daca ambele intrerupatoare sunt inchise (p A g).

® Paralel (OR): becul se aprinde daca cel putin un intrerupator este inchis (p v g).
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Problema: Un sistem de alarma (S) se declanseaza daca:

1. Senzorul de miscare (m) este activat sau

2. Senzorul de geam spart (g) este activat si alarma nu a fost dezactivata din cod (d).
Scrie formula logica de functionare a alarmei.

D. Joc de rol: , Detectivul logician”

Scop: utilizarea regulilor de deductie (directa/prin contrapozitie).

Scenariu: Se investigheaza disparitia unei prdjituri din frigider. Exista urmatoarele indicii (premise
adevarate):

P1:Daca urmele de pe podea sunt de faind, atunci faptasul este brutarul sau patiserul.

P2: Urmele de pe podea sunt, intr-adevar, de faina.

P3: Daca faptasul ar fi fost brutarul, ar fi lasat usa deschisa.

P4: Usa a fost gasita inchisa.

Cine a furat prajitura? Demonstreaza pas cu pas.

Rezolvare (model):

Din P1 si P2 (deductie directa) = Faptasul este brutarul sau patiserul. (concluzia 1)

Din P3 si P4 (contrapozitie: p — g, dar § — p) = Faptasul nu este brutarul (pentru ca usa nu era des-
chisa). (concluzia 2)

Din concluzia 1 (brutar sau patiser) si concluzia 2 (Nu brutar) = Fdptasul este patiserul.

PROBLEME S1 EXERCITII PROPUSE

Enunta, folosind sintagma ,,daca si numai daca”:

a) teorema lui Thales; b) teorema lui Pitagora; ¢) criteriul de divizibilitate cu 4.
Enunta sub forma , 0 conditie necesara si suficienta ca... este ca...”:
a) teorema de paralelism a planelor; b) cazurile de congruenta ale triunghiurilor.

a) Justifica faptul ca 6 | a este o conditie suficienta ca 6 | ab, oricare ar fi a si b numere intregi.

b) Demonstreaza ca p = 6k + 1 sau p = 6k + 5,k € N este o conditie necesard ca p sa fie numar prim.

c) Justifica faptul ca o conditie necesarda si suficientd ca un dreptunghi sa fie patrat este ca diagonalele
sale sa fie perpendiculare.

Se considera ABCD un patrulater convex, BD n AC = {0}, iar M si N sunt mijloacele laturii AD, respec-
tiv BC. Demonstreaza ca:
a) DO = OB si <DAC = <BCA reprezinta o conditie necesard si suficientd ca ABCD sa fie paralelogram.

b) MN = w este o conditie necesara si suficientd ca ABCD sa fie trapez.

(Activitate pe grupe: abordati cerintele individual, apoi prezentati si discutati la nivelul grupei)

Se considera propozitiile:

a: Daca masura unui unghi al unui triunghi isoscel este 60°, atunci triunghiul este echilateral.

b: Daca masura unui unghi al unui triunghi isoscel este 30°, atunci lungimea catetei opuse unghiului
de 30° este jumatate din ipotenuza.

c: Daca doua numere sunt pare, atunci suma lor este para.

d: Orice dreptunghi este patrulater inscriptibil.

e: Dacam | (n + p) sim | n, atunci m | p, unde m, n si p sunt numere intregi.

Aratati cd propozitiile sunt adevarate, apoi enuntati reciprocele lor si stabiliti daca sunt adevarate.

Justifica prin contrapozitie:

a)Dacda, +a,+..+a, 2 15,atunci (3)i = 1,5,a, 2 3.

b) Dacaa, + a, +...+a, = 360, atunci 3i € 1,6 astfel incat a, < 60.

c) Sase drepte distincte sunt coplanare. Arata ca cel putin o pereche dintre aceste drepte formeaza un
unghi de masura mai mica sau egala cu 60°. Generalizare.
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7. Demonstreaza prin reducere la absurd:

a) V6 eR\Q; b) V2 + V3 €R\Q;

¢) Printr-un punct exterior unei drepte se poate construi o unica perpendiculara pe respectiva dreapta.
d) Nu exista numere intregi care impartite la 6 sa dea restul 3, iar impartite la 3 sa dea restul 2.

8. (Activitate in pereche) Persoanele Ionescu, Vasilescu, Costescu si Georgescu au prenumele Ioana,
Vasile, Cristiana si George, dar fiecare initiala a numelui difera de cea a prenumelui. Ionescu si Cris-
tiana au ochii caprui, George are ochii albastri, iar Vasile are ochii verzi. Cum se numesc cei patru?

9. Se considera numerele a,b,c € R. Justifica faptul ca cel putin unul dintre numerele ala + b + ¢),
bla + b+ ¢)sic(a + b + c) este mai mare sau egal cu 0.

10. Demonstreaza ca nu existd x € R astfel incat{x + 1, 2x - 3, -x+ 5} ={3x -1, -2x, x — 4}.

11.Se considera a, b si c numere reale nenule, oricare doua distincte si de acelasi semn. Demonstreaza ca:

abc

poa

abc

poa

a){

Ve [xerfe<t);

b) {

}n{xelR|x< 1};&@.

12.a) Demonstreaza ca daca x,y e Rsix +y = xy,atuncix < 2sauy < 2.

b) Rezolva in multimea numerelor naturale nenule ecuagia% + % =1.

13.8tiindcaa,,a,,...

dusul (a1 + 1)(a2 + 2)...(a11 + 11) este numar par.

14.(Principiul cutiei) Demonstreaza ca printre oricare 6 numere intregi exista cel putin 2 a caror dife-

renta este divizibila cu 5.

15.Se considera numerele a,b € R. Demonstreaza ca (Ve > 0,|a - b| < ¢) =

>a=b.

16.a) In figura aldturata, ABCD este un patrat cu latura de 4 unitati, impartit
intr-o retea. Punctele E si F sunt pozitionate pe nodurile retelei. Demon-

streaza ca aria triunghiului BEF este numar rational.

b) Daca acoperim planul cu o retea de patrate de latura 1, se poate con-
strui un triunghi echilateral cu toate varfurile in ,nodurile” retelei?

17. Formuleaza un rationament prin care sa justifici ca nu exista triunghiuri

,a,, sunt numere naturale distincte din multimea {1, 2,..., 11}, demonstreaza ca pro-

aa]

A B

D

cu indltimile egale cu 1, V5, 1 + v/5. Compara rationamentul tdu cu cel al colegului de banca.
18. Determina valoarea de adevar a propozitiilor: a) (V)x e R,x? - x+1>0; b)(IxeR,x*-x+1=0.
19. 0 moneda se afla intr-unul dintre cuferele A, B, respectiv C. Pe cufere este scris:

A: Moneda se afla aici.

B: Moneda nu se afla aici.

C:

Moneda nu se afla in caseta A.

Afla caseta in care se afla moneda, stiind ca cel mult una dintre inscriptii este adevarata.

Creeaza propriul ,Paradox” sau propria
,Problema a cuferelor” si propune-o colegu-
lui spre rezolvare.

20.(Componenta a Portofoliului) Graficul
alaturat prezinta procentul tinerilor (16—
19 ani) cu competente digitale de baza,
din tarile UE (Eurostat, 2023). Media UE
este 55%.
Lectura grafica:
1. Scrie cate doua tari, in fiecare caz in
parte, pentru care procentul tinerilor cu com-
petente digitale de baza este:

a) sub 40%; b) intre 50% si 60%;

¢) peste 70%.

A.

Tineri 16-19 ani cu competente digitale de baza (%)

Competente digitale in UE (Eurostat 2023)
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2. Care era diferenta procentuala intre procentajele corespunzatoare Romaniei si mediei UE in anul
20237

3. Ce valoare de adevar are propozitia: ,Toate tarile UE au procentajul tinerilor cu competente digitale
de baza peste 50%.”? Justifica raspunsul.

Propozitii logice, predicate:

Se considera predicatele p(x) si g(x), unde x reprezinta oricare dintre tarile UE.
po: ,Tara x apare in grafic cu procentaj de peste 50% competente digitale in randul tinerilor.”
qx: ,Tara x are procentaj de competente digitale in randul tinerilor peste media UE.”

1. Scrie in limbaj natural p(x) si q(x); p(x) sau q(x); non p(x).

2. Da exemple de tari pentru care:

a) p(x) este adevarats; b) g(x) este falsa;  ¢) p(x) si q(x) este adevarata.

Negatii:

1. Scrie negatia propozitiilor:

a) ,Toate tarile UE au procentajul tinerilor cu competente digitale de baza peste 50%, conform datelor
Eurostat 2023

b) ,Exista tari UE cu competente digitale de baza in randul tinerilor de peste 70%, conform datelor
Eurostat 2023

2. Verifica pe grafic daca propozitiile anterioare sunt adevarate.

Implicatie si echivalenta:

1. Analizeaza propozitia: ,Dacd o tara are peste 70% competente digitale in randul tinerilor, atunci
aceasta este peste media UE”. Stabileste valoarea de adevar a propozitiei si justifica pe baza graficului.

2. Analizeaza propozitia: , 0 tara este peste media UE dacd si numai dacd are procentajul tinerilor cu
competente digitale de baza peste 55%”. Stabileste valoarea de adevar a propozitiei, justificand.

Modelare:
Definim multimile A = {tdri cu peste 50%}, B = {tdri peste media UE}, unde procentajul se refera la
tineri cu competente digitale de baza.
1. Descrie in cuvinte A n B,A U B si B\ A.
2. Da exemple de tari care se regasescin A N B, A U B, respectiv in B \ A.
3. Este adevarat ca B C A? Argumenteaza.
Utilizarea aplicatiilor de inteligenta artificiala:
1. Cere unei aplicatii de IA sa reformuleze propozitia ,Romania este sub media UE”, apoi sa genereze
negatia acesteia.
2. Verifica daca raspunsul IA este corect matematic.
3. Cere IA sa formuleze o alta propozitie logica pe baza graficului si analizeaz-o.
Gandire critica:
Afirmatia ,Dacd media UE este 55%, atunci majoritatea tdrilor au peste 55%.” este corecta? Explica
diferenta dintre medie si majoritate.

Acceseaza pagina web https://ec.europa.eu/euros-
tat/web/education-and-training/database?etrans=ro
care contine date oficiale pentru Uniunea Europeana.
Alege un grafic care sa contina date despre tarile UE,
inclusiv Romania. Realizeazd un studiu similar cu
cel prezentat pe baza graficului competentelor digi-
tale. Formuleaza concluzii relevante pentru Romania, in comparatie cu
media UE si cu date corespunzatoare altor tari din UE. Propune o directie
de actiune prin care indicatorul Romaniei s-ar putea imbunatati in viitor.




......................................................................................................................................................................................... & CAPITOLUL 1

Metoda inductiei matematice

Introducere: de la particular la general

Metodele de rationament intalnite pand acum permit obtinerea de rezultate (propozitii) particulare
din propozitii cu caracter general (leme, teoreme etc.). In matematica este posibil si invers, adica sd de-
ducem si sa demonstram enunturi generale plecand de la propozitii particulare adevdrate.

Exemplu: Vrem sa calculam suma: S =1+3+5+ ...+(2n - l),n eN,n 21. Prin particulari-
zarea lui n cu 1, 2, 3, respectiv 4, obtinem: § =1=1% § =1+3=4=2% S =1+3+5=9=3%
S,=1+3+5+7=16=4>%

Aceste rezultate sugereaza un tipar, dar este suficient pentru a-1 extinde la orice valoare n?

Enunt general: S = n?, (V)n € N,n 2 1. Este aceasta propozitie adevarata? Raspunsul este afirmatiy,
dar nu justificat doar prin calculele anterioare, ci va fi demonstrat in cele ce urmeaza. Spunem in acest
caz ca facem un rationament inductiv.

Avertisment (riscurile generalizarii pripite)

Sa consideram predicatul P(n): ,, 2% + 1 este numar prim”, n € N. Propozitia (V)n € N, P(n) este o afir-
matie celebra a matematicianului Pierre Fermat (1601-1665) si aproape un secol s-a crezut ca este po-
sibil s3 fie adevarata. El se baza pe observatia ca propozitiile P(0), P(1), P(2), P(3) si P(4) sunt adevarate,
fara a mai verifica valoarea de adevar a propozitiei P(5). Faptul ca P(5) este falsa a fost descoperit de
matematicianul elvetian Leonhard Euler (1707-1783) in 1732, aratand ca 2 + 1 are ca divizor pe 641.

Concluzie: Examinand valorile de adevar ale unor propozitii particulare, obtinute dintr-un predicat
de variabila numar natural, nu suntem indreptdtiti sa tragem o concluzie generald. Propozitiile de tip
(V)n, P(n), unde P(n) este un predicat de variabila numar natural, se pot demonstra printr-o alta metoda,
numita inductie matematicd.

In ce consta metoda inductiei matematice?

Fie m e N fixat si un predicat p(n),n € N,n = m.
Vrem sa demonstram ca propozitia (V)n = m, p(n) este
adevarata. Metoda consta in verificarea urmatoarelor
doua conditii (pasi sau etape):

1. Etapa de verificare (initiald): P(m) este adevarata
(m este valoarea de initiere pentru variabila n).

II. Etapa de demonstratie (pasul de inductie pro-
priu-zisd): Implicatia P(k) - P(k + 1) este adevarata
pentru orice k € N,k > m.

Doar in conditiile in care se obtine adevar la fie-
care dintre cele doua etape, propozitia (V)n € N,n 2 m, P(n) este adevarata!

Metoda inductiei matematice consta in parcurgerea acestor doud etape si se bazeaza pe o axioma a
yconstructiei” multimii numerelor naturale. Din acest motiv, mai poarta numele de principiul inductiei
matematice.

Din punct de vedere intuitiv, aceasta aratd un mod de a obtine ,din aproape in aproape” propozitii
adevarate, pornind de la o anume propozitie adevarata (initiala):

® din faptul ca P(m) este adevarata, utilizand (II), deducem ca P(m + 1) este adevarata;

® din faptul ca P(m + 1) este adevarata, utilizand (1), deducem ca P(m + 2) este adevarata s.a.m.d.

In etapa a II-a demonstram ca implicatia este adevaratd, admitand ca P(k) este adevarata si demon-
strand ca P(k + 1) este adevarata. In acest caz, P(k) devine ipoteza, numita ipotezd de inductie.



capiToLuL 1

@ REFLECTAM

Imagineaza-ti o scara care pare ca are o infinitate de trepte, dar pe care nu le poti vedea in totalitatea
lor. Legat la ochi, in ce conditii ai fi sigur ca vei putea urca scara? Ai avea nevoie de certitudinea ca exista
o prima treaptd? Dar cd, dupa ce ai pasit pe o anume treapta, exista certitudinea cd existd si urmatoarea?
Este suficient sa avem doar una dintre certitudini? Justifica.

EXEMPLE
Exemplul 1: Suma numerelor naturale impare

Revenim la contextul prezentat la inceputul lectiei si dorim sa demon-
stramcal+3+5+..+(2n-1)=n?(V)neN".

Notam p(n): 1+3+5+..+2n-1)=n%neN’" si demonstram prin
inductie matematica:

I. p(1) adevarata (am verificat ca S, = 12).

II. Admitem p(k) adevarata, pentru oricare k 2 1, si demonstram ca
p(k + 1) este adevarata. o

Formam propozitia p(k +1): 1 +3 +5+..+(2k - 1) + (2k + 1) = (k + 1)2. Suma din membrul stang
este: [1+3+5+...+Qk-1)]+@Qk+1)=k>+(2k+ 1)=(k+ 1)? (unde am inlocuit paranteza pdtratd
cu k%, conform ipotezei de inductie si am prelucrat algebric suma obtinutd). Rezulta p(n) adevarata,
(VM)neN,n=1.

Observatie: Imaginea alaturata furnizeaza un alt mod de a calcula suma 1 + 3 +...+(2n - 1). Este su-
ficient doar sa privim desenul (avem o ,demonstratie fara cuvinte”).

e

Exemplul 2: Inegalitati

Sa demonstram, prin rationament inductiv si deductiv, propozitia: (V)n € N,n 2 5= 2" > n2.

Demonstratie:

Pentru inceput, construim rationamentul inductiv, evidentiind predicatul: p(n): 2" > n%n 2 5.

. Verificam ca p(5) este adevarata: 2° > 5% < 32 > 25 (Adevarat). In acest caz, valoare de initiere este 5.

II. Presupunem p(k) adevaratd pentru oricare k =5 si demonstram ca p(k + 1) este adevarata:
plk+1): 281> (k+1)2

Din ipoteza de inductie, 2 > k2. Prin inmultire cu 2 a ambilor membri, avem 2% > 2 k. Este suficient sa
demonstram ca 2k? > (k + 1)?2 pentru oricare k > 5. Verifica prin calcul algebric! In concluzie, cum la am-
bele etape I si Il am obtinut adevar, rezulta ca 2" > n? oricare ar fin € N,n 2 5, ceea ce trebuia demonstrat.

Rationament deductiv. Observam ca 2° > 52, 26 > 62, .... Presupunem cd exista numere naturale n, mai
mari decat 5, pentru care 2" < n2. Consideram p cel mai mic astfel de numar, deci 2”7 < p? si p > 5. Pentru
ca p este cel mai mic, atunci 27! > (p - 1)%. Dar2P=27"".2 > (p - 1)?- 2. Decip? 2 27 > 2(p — 1)% Rezulta
p?-4p+2<0=pe(l,2,3},ceeaceestein contradictiecup 2 5.

Exemplul 3: Identitati cu produse

Consideram predicatul p(n): (n + 1;(.";.25)("(; n?’)_"i()" . 2nneN’ )\

Demongtra,tle. ] .
Lp):7=2" (Adevarat).
II. Presupunem p(k) adevarata pentru oricare k > 1 si demonstram p(k + 1):
(k + 2)(k + 3)...2k)(2k + 1)(2k + 2)
1-3-5...2k-1)(2k+1)
Prelucram membrul stang folosind ipoteza p(k):
(k+ Dk + 2)...(2k) ) 2k + 1)(2k + 2) — ok, 2k + 1) _ok. o= gkl
1-3...2k-1) (k+1)2k+1) k+1 ’
2kdin ipoteza
Din I si II (adevarate) deducem ca p(n) este adevarata pentru orice n € N'.

- 2k+1
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Exemplul 4: Inegalitati cu sume

1 1 1.5 .
] +4n+2+...+§>§(suma din

Sa demonstram prin inductie propozitia (V)n € N,n 2 1: p(n):
membrul stdng are 4n termeni).

Demonstratie:

1,1, 1, 1.5 Sratd ifi 0% Dy -
L p(D): 5 + 5 + 7 + g > g adevaratd. Verifica prin calcul numeric!

II. Presupunem p(k) adevarata pentru oricare k = 1 si demonstram

(1 1 1 1 5
pk+1): (4k+5 +otor et 8k+8) >3
Trebuie sa verificam diferenta dintre suma din p(k + 1) si suma din p(k). Sunt 8 termeni care apar in

1 1
8k+1""""8k+8"

1 1 1 1 . o . .
+1)
plk + 1): Ak 4k Gki3 akih Rationamentul se reduce la a demonstra ca diferenta dintre suma

termenilor suplimentari in p(k + 1) si suma termenilor suplimentari in p(k) este mai mare sau egala cu
0. Verifica prin calcul algebric inegalitatea, folosind si gruparea termenilor! In concluzie, am obtinut
adevar pentru ambele etape I si II, deci propozitia universala din enunt este adevarata.

plusin p(k + 1) fata de p(k): De asemenea, sunt 4 termeni care apar in plus in p(k) fata de

OBSERVATII
1. Importanta etapei I: chiar daca aceasta etapa se reduce, de regula, la o verificare simpla, aceasta
este la fel de importanta ca etapa a II-a. Dacd omitem etapa I putem obtine contradictii (nu poti initia

urcarea pe scard dacd prima treapta lipseste!)

® Exemplu: Fie predicatul p(n): 1,2, ...+nf 7<n-1,neN.

3
Prin verificare, vei obtine ca p(k§—> p(k + 1) este adevarata, dar propozitia universala (cerinta de de-

monstrat) este falsa pentru ca p(1) este falsa.

2. Cazuri particulare: nu orice propozitie matematica in care se face referire la un numar natural
oarecare poate fi demonstrata prin inductie. Este cazul unor inegalitati.
rok-1__ 1
& 2k T V3n’

ductie, desi este adevarata. Se cautd o inegalitate mai ,tare” (de tranzit) pentru a face pasul inductiv!
T2k-1__ 1 . .
5 = map /e 3

Varianta a inductiei matematice

® Exemplu: Vn e N'". Aceasta inegalitate nu poate fi demonstrata direct prin in-
k

Existd si alte variante ale inductiei matematice. Una dintre ele se enuntad astfel:

Se considera m € N fixat si p(n) un predicat, n = m, care verifica ambele conditii:

1. p(m) adevarata;

2. (p(m) A p(m + 1) A ...A p(k)) = p(k + 1) pentru k = m.

In aceste conditii, (V)n = m, p(n) este propozitie adevarata.

Aria de aplicabilitate a variantei este mai restransa, varianta fiind utila atunci cand p(k) adevarata
este insuficienta pentru a demonstra p(k + 1) adevarata.

EXEMPLU

s . A A _ . _n+1
Determina multimea {al,az,...,an} CR, astfel incata, = 1si Ja, + Ja, +..+,/a, =—5—.[a .
Rezolvare:

3,a
® Pentru n = 2, egalitatea devine 1 + /a, = ‘é—z = /4, =2=a,=4.

® Pentrun=3,a,=9.
® Demonstram prin inductie ca a, = n?,Vn € N'. Utilizam varianta de inductie.
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culand, obtinem /a, + Ja, +...+ fa, =

Ipoteza de inductie se refera la p(1), p(2) ., p(k) adevarate, adica a, = 1%, a,=2%.., a,=k* Cal-
k(k

1/ . si, egaland cu membrul drept, obtinem ecuatia din

carerezultda,, = (k+1)>

‘) EXERCITII PROPUSE
‘v’

Pentru toate cerintele urmatoare, dacd nu se precizeaza altfel, utilizeazda inductia matematicd pentru

a le rezolva, stiind can € N.

n(n + 1) nn+1D2n+1)

aAl1+2+3+... 52 1; b)12+ 22+ 32+ ...+n%= 6 n=1;

2 —
C)13+23+33+...+n3=[w] n=1; d)14+2%+. . +nb= n(”+1)(2n+é2)(3n +3n 1) ns1;
€)1+ x+X2+ . +x" = : 11,x¢1n>1
a)l1-2+2-3+.. (n+1) W,n-l;
b)1-3+2-4+.. (n+2) w,nzl.

1 1 N 1 _.n . 1 1 R 1 __.n
A1 3+7. 5+""(2n—l)(2n+l)_2n+1’n21’ b z+ta 7t - *an-o@n D -1z 1
2°-1 3-1 n’-1_2 n’+n+1 .
)51 31 w13 ﬁ;”zz
o+l
b) (1 +0(1 + x)(1 + x4...(1 + x?) =%11, xreal, x#1, n21;
- N1 = x? 4 x4 (1 — 521 + 52" = L+
Ol -x+x)1-x2+x%..01 -x>"+x*"") = R
a)2"2n+1,n21; b)3">1+2n,n21;
c) (1 +x)"21+ nx, xreal, x > -1 (Inegalitatea lui Bernoulli).
a)2">n%nz5; b) 2" > n®n = 10; c)2"=2n*nz=16.
1 1 . 1 1 .
a)1+ﬁ+...+ﬁ<2\/ﬁ,nzl, b)1+ﬁ+...+ﬁ>ﬁ,n22,
1 1 _ _ _
c)l+ﬁ+...+ﬁ—2\/ﬁ>2(\/n+ Vi) -2, n>1.
a)"-1):4, neN; b) (921 +1) : 10, n€N; c(n®+5n:6, neN;
d)n®+3n2+2n:6, neN; e)(@m —2m) 17 neN; Y321 +2m2) 17 neN;
g +15n-1):9, neN, h) 10"+ 18n-28 : 27, neN.
n nn+1)>2n+2)
];[kz(n+l—k)]=T,n21.
a)|a, +a,+.. | nenN;

b) (a,b, +..+a b )>< (a?+..+a?)(b?+..+b?),oricarearfia,b,..a,b € Rsine N (Inegalitatea

El
Cauchy-Buniakovski-Schwarz).

Daca A ,A,,...,A ,n €N, n 23 sunt varfurile unui poligon convex, atunci:
nn-1),
2 ’
nn-1Dn-2)
—e -

Numarul submultimilor unei multimi cu n elemente este egal cu 2",n 2 0.
(a+b)"<2m(a™+ b"),Va,breale, a,b>=0,neN,n > 1.
Dacd m,neN,n=1 demonstreazd Identitatea lui Hermite: {%} - {m;{ 1} + {m; 2} +ot

a) numarul dreptelor determinate de aceste puncte este

b) numarul triunghiurilor cu varfurile in aceste puncte este

+{ m+n_l } 1 , unde {x} reprezinta partea fractionara a numarului real x.
1 1 1
Se con51dera predlcatulp(n) definit pe N': n+1 t s tagtetgar > 1

a) Enunta propozitiile p(1), p(2), p(3), p(4) si determina valoarea lor de adevar.
b) Demonstreaza prin inductie ca p(n) este adevarata pentru orice n 2 1.
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1 1 1 13
2 s =2 > 9.
a)n+1+n+2+“'+2n>24’ VneN, nz2;

2n-1
5 cx- 1,11 1 || _ly-_n
b)Arataca.2<1+2+3+4+...+2n_1Sn, VneN,H(l k2) o 22

a) Demonstreaza ca, dacd x € R" si x +)i< € Q, atunci x" + xi eQ, vVn=1.
b) Justifica faptul ca,dacia + b=c+dsiab=cd, atuncia”+ b"=c*+d", VneN, n2>1.
¢) Determind numerele a,a,,...,a, € N pentru careavem: a’ + a’ + ...+a? = (a1 +a,+ ...+an)2,Vn eN’.

. * k 2 .
Demonstreaza ca pentru orice n € N" avem (1 + %) <1+ % + %, pentru orice k €N, k <n. Dedu

ca(1+4) <3 vn>1.

Identitatea lui Abel: Daca a,, b, € R,k €{1,2,...,n}, unde n natural nenul, demonstreaza ca

ab +ab,+..+ab=(b-b)S +(b-b)S,+..+(b_-b)S_ +bS,undeS =a, +a,+..+a
Calculeaza apoi sumele:

N . S 2 ok

i) Zkﬂ?, i) ZH k? - 2Kk,

Alexandra lanseaza o provocare ecologica pe o retea de socializare numita ,Ziua Verde”. Regulile
sunt simple:

1. In prima zi (Etapa 1), doar Alexandra planteaza un copac.

2. In ziua urmatoare, ea trebuie sa provoace exact doua persoane noi sa faca la fel.

3. In fiecare zi ulterioara, fiecare persoana noud care a intrat in provocare in ziua precedenta trebuie
sa provoace alte doua persoane noi.

Nimeni nu iese din joc, dar doar cei nou recrutati trimit
provocarea mai departe.

Alexandra vrea sa calculeze cati oameni vor fi impli-
cati in total (numarul de copaci plantati) dupa n zile. Ea
observa ca:

® Ziua 1: 1 persoana (Alexandra)

® Ziua 2: 1 + 2 = 3 persoane

® Ziua3: 1+ 2+ 4 =7 persoane

Ea intuieste formula: numdrul total de participanti dupd n zile este 2" - 1.

Folosind inductia matematicd, demonstreaza ca formula Alexandrei este corecta pentru orice numar
naturaln > 1.

k*

Intr-un joc de strategie, ,Space Tycoon”, dezvoltatorii au o reguld aparte pentru magazinul de resurse:
nu poti cumpara orice cantitate de combustibil. Exista doar doua tipuri de canistre disponibile:

@® canistra mica: 3 credite;

® canistra mare: 5 credite.

Un jucator de pe forum sustine ca: ,Desi pare restrictiv,
de fapt poti cheltui exact orice sumd (numadr de credite) vrei,
atdt timp cdt suma este mai mare sau egald cu 8 credite.”

Demonstreaza, folosind metoda inductiei matematice,
ca orice suma naturala S =8 poate fi achitata folosind
doar canistrele de 3 si 5 credite ( existd a,b € N astfel incdat
S =3a + 5b, pentru oricare S = 8).

Indicatie: Poti observa ca pentru a demonstra P(k + 1) nu vei folosi neaparat doar P(k). Daca vrei sa
obtii suma k + 1, poti adauga pur si simplu o canistra de 3 credite la 0 suma deja existenta? (Sugereaza
ideea cd daca ai putut forma suma k - 2 adaugand o canistra de 3, obtii k + 1. O astfel de abordare an-
treneaza gandirea logica dincolo de simpla inlocuire in formula!)
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Test de evaluare sumativa

Se considera propozitiile: p: ,v/25 € Q”, respectiv q: ,Vx € R, x>+ 1 < 0.
a) (1p) Stabileste valoarea de adevar a propozitiei p.

b) (1p) Stabileste valoarea de adevar a propozitiei g.

¢) (1p) Determina valoarea de adevar a propozitiei compuse p — g.

Se considera x si y doud numere reale si urmatoarele propozitii logice:

p :,Suma x + y este un numar irational.”

q : ,Cel putin unul dintre numerele x si y este irational.”

a) (1p) Formuleaza in limbaj natural propozitia p — g (implicatia) si demonstreaza, folosind metoda
reducerii la absurd, ca aceasta este o propozitie adevarata.

b) (1p) Scrie reciproca implicatiei de la punctul a). Stabilieste valoarea de adevar a acestei reciproce,
justificand raspunsul riguros (printr-o demonstratie sau printr-un contraexemplu).

(2p) O companie de securitate cibernetica instaleaza un centru de date. Pentru a asigura o comunicare
instantanee si pentru a preveni cadderea retelei, arhitectii folosesc o topologie de tip ,mesh complet”.

Acest lucru inseamna ca fiecare server trebuie sa fie conectat direct cu absolut toate celelalte servere
printr-un cablu distinct de fibra optica.

Un inginer de sistem observa ca pentru a conecta 2 servere are nevoie de 1 cablu, pentru 3 servere
are nevoie de 3 cabluri, iar pentru 4 servere are nevoie de 6 cabluri. El deduce urmatoarea formula:
pentru o retea de n servere (n = 2), numadrul total de cabluri necesare, notat cu C , este dat de relatia:
Cn _ n(n2 1).

Folosind metoda inductiei matematice, demonstreaza ca formula descoperita de inginer este corecta
pentru orice numar de servere n 2 2.

Se considerd numerele reale x si y, precum si urmdtoarea propozitie matematica: ,Daca

Xy +2x+3y+6#0,atuncix# -3 sauy # -2

a) (1p) Identifica si scrie ipoteza (p) si concluzia (q) ale implicatiei date.

b) (1p) Formuleaza propozitia T g — 71 p (contrapozitia).

¢) (1p) Demonstreaza valoarea de adevar a contrapozitiei, justificand, si apoi, pe baza echivalentei
logice, formuleaza concluzia finald cu privire la propozitia initiala.

Timp de lucru: 50 de minute

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 1 punct din oficiu.
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natica este stiinta descoperirii
elor.”

— Keith Devlin (n. 1947), profesor la
Stanford University si autor al multor carti

de popularizare a matematicii.

In natura, tehnologie si societate apar
adesea succesiuni de valori care urmeaza
reguli precise. Sirurile si progresiile ne ajuta
sa descriem aceste modele si sa anticipam
evolutia lor.
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Introducere

In multe situatii din viata reala
apar liste ordonate de numere
care nu sunt alese intamplator.
Aceste numere descriu evolutia
unei cantitati in timp sau in raport
cu un anumit pas: luna dupa luna,
nivel dupa nivel, etapa dupa etapa.

. NE AMINTIM
%
L ind
¢

Nivelurile de

‘ Distanta parcursa
dificultate ale

de un obiect in
etape succesive

.' I UV\UIJOC ‘l
M il

G

Numérul de locuri
ntr-o sald de
spectacole |

) |

Suma economisitd la
sfarsitul unei luni \

Un sir este caracterizat de regula dupd care se obtin termenii sdi.
Uneori, aceastd reguld este foarte simpld si usor de recunoscut;

, O, O3, Ogy - On o alteori, ea descrie o crestere constantd sau o multiplicare repetata.
Y o O progresie este un sir in care

. o i ; sy N &
f Dintre toate sirurile, un interes deosebit il prezintd cele in care
| relatia dintre termenii consecutivi este aceeasi, deearece acestea

i apar frecvent in matematicd si Tn aplicatii practice.

L Ele poartd numele de progresii. J

termenii
§iru\u'|

fiecare termen se obtine din

termenul precedent prin

aceeasi reguld.

EXEMPLE DE REGULI DE FORMARE A UNOR $IRURI J

PROGRESIE ARITMETICA

Termenii consecutivi diferd cu acelasi numdr:

d (diferenta).

PROGRESIE GEOMETRICA

Fiecare termen se obtine inmultind cu acelasi numdr: q (ratia).

2.0 & ol [acl T % 10 Lals 12,},]24
+3 +3 +3 +3 x2 x2 x2 x2
e s || | [ e
a=2 d=3 g TR TR = ﬂ1=3.q=2 R e q= |
a, =a,; + 3 (pentrun 2 2) St Sl A3 a, =a,; - 2 (pentrun 2 2) | 18, N5 I ol ) |
+ 20,1510, 5, ... (d=-5) “BLWLL .. (e %) ‘

@ Fiecare termen se obtine adundnd (sau scdzdnd) acelasi numdr. "@" Fiecare termen se obtine inmultind (sau impértind) cu acelasi numar.

APLICATII PRACTICE

Interese bancare Economii lunare Populntia bacteriilor Scari, trepte, etaje

Economisesti aceeasi
sumd in fiecare lund.
Suma totald creste
aritmetic.

(progresie aritmeticd)

Tnaltimea fiecdrei trepte
este aceeasi.
(progresie aritmeticd)

Se dubleazé la fiecare
ord in conditii ideale.
) (progresie geometricd)

Depozit care creste
cu o ratd constantd

in fiecare an.
(progresie geometrici)

» Ai completat termeni lipsa.

Exercitiu: Descoperé regula de formare a termenilor urmatori si continua lista cu inca 3 numere care
1 11 _ 1

3’ 577 9 11

» Ai descoperit reguli de formare si ai anticipat continuarea unei liste de numere.

Exercitiu: Completeaza termenii lipsa din sirul urmator: 0%, 12,22, ?, 42,52, ?, 72, ...

respecta regula: 1, -

MATEMATICA CLASA a 9-a
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Q A
~1 ) Pagini citite |
Exemplul 1 CL)bai% |15 | 20 | 25 | 30 | 35 [ 40 | 45 | 50 | 55 | 60
Un elev Citeste ,,Cel mai iubit dintre pémén— Eqﬁ%ﬁﬂmwm 15 | 35 | 60 | 90 | 125 | 165 | 210 | 260 | 315 | 375 A
teni”, de Marin Preda, publicata de o editura in- L=
tr-un singur volum de 1 050 de pagini. Numarul ' 14 [15 [ 16 [ 17 [18 [ 19 [ 20
de pagini citite in primele zile este: 15, 20, 25, [ Jfide g5 70 75 80 85 90 95 100 105 10
30, ... In cate zile terminad de citit cartea, daca re- A
gula ,+5” se pastreaza pe tot parcursul lecturii? ¢ L@':ﬂl'i":‘“' i R s et o e . e
Rt -

Pentru a raspunde la intrebare, trebuie facut
un calcul simplu respectand regula de ,+5” 1a fiecare zi, pana cand suma paginilor citite este de cel putin
1050. Incearca sa introduci in Excel formulele potrivite pentru a obtine rezultatul dorit. Daca ai introdus
comenzi corecte de calcul, tabelul arata ca in imaginea alaturata.

Caseta galbenad contine o suma de pagini care depdseste 1 050, ceea ce inseamna cd elevul va termina
cartea in ziua 19. De remarcat este faptul cd in ultima zi citeste doar 15 pagini (cele ramase), chiar daca
si-a imbunatatit substantial capacitatea de lectura.

Se observa ca:

® fiecare numar de pe prima linie, incepand cu al doilea, se obtine din precedentul adunat cu 5:
Zyy = Zy t 5;

® diferenta dintre doua numere consecutive de pe a doua linie nu este mereu aceeasi, dar se identi-
ficarelatia: p,,, - p, =z,

Ambele secvente de numere, citite pe liniile tabelului, sunt niste regularitati numerice.

Exemplul 2

O cultura de bacterii se dezvolta astfel:

® initial sunt 100 de bacterii;

® |a fiecare ord, numarul lor se dublezd.
Numarul de bacterii la sfarsitul fiecarei ore

formeaza sirul: 100, 200, 400, 800,... WEFs-
In acest caz: . o) Ne Y Came

2
800 bacterii

A

® fiecare termen se obtine prin inmultirea G =y NXeses
termenului anterior cu acelasi numar; '
® raportul dintre doi termeni consecutivi O Bactar
este constant. Initial Dupalora Dupa 2 ore Dupa 3 ore
Un astfel de sir se numeste progresie geometrica.

400 bacterii

\

200 bacterii

Exemplul 3

Un elev economiseste bani astfel:

® in prima luna economiseste 60 de lei;

® in fiecare luna urmatoare economiseste cu 20 de
lei mai mult decat in luna precedenta. 160 -

Sumele economisite lunar formeaza sirul: 60, 80, 140 -
100, 120, ... 120

In acest caz: 100 -

100
80
® fiecare termen se obtine adunand aceeasi valoare il
la termenul anterior; &)
. . . . . . 0
® diferenta dintre doi termeni consecutivi este A

Plan de economisire
—49___

140

120

- 20 .
constanta. i

Un astfel de sir se numeste progresie aritmetica. a2 tins B o
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Siruri de numere reale

O lista ordonata si infinita de numere, indexata dupa multimea numerelor naturale si construita
dupa o anumita reguld descrie un sir de numere reale. Regula de formare a numerelor din sir se intu-
ieste, sau se deduce ca o dependenta a valorii fiecarui numar din sir de pozitia acestuia in enumerare,
ceea ce conduce la definirea unui sir de numere reale ca functie.

<) N f R

Un sir de numere reale este o functie f:N"— R care
atribuie fiecarui numar natural din domeniu un unic
numar real.

Notatii si observatii f(n) = an, n € N\ {0}

? ?

» D =x eR,D=x,€R,..;

» domeniul de definitie al functiei este infinit, deci si enumerarea anterioara contine o infinitate de
termeni.

» in locul codomeniului R din definitia sirului poate aparea o submultime nevida A a acestuia, sau
chiar o multime de elemente care nu sunt numere, caz in care sirul va fi ,sir de elemente din A™:

® dacd A = N, va fi sir de numere naturale: 1,0, 2, 1, 0, 0, 3....

® dacd A = Z, va fi sir de numere intregi: 1, -2, 3, -4, 5,...

1 23 4

® daca A = Q, va fi sir de numere rationale: P T T

® daca A este totalitatea ,cuvintelor” for-
mate din semnele reprezentand cifrele arabe,

dar si din imaginile acestora in oglindd, unde
prin ,cuvant” se intelege orice succesiune de
X1 X2 Xz

asfel de semne, enumerarea urmatoare poate
reprezenta un sir de ,cuvinte” din A:

® o simpla succesiune de numere (de exemplu: 4, 5, 10, -2, ...) sau de elementele ca in imaginea de
mai sus) nu defineste in mod unic un sir; fara o regularitate precizata, nu se poate specifica ce urmeaza
in enumerare.

Notatii consacrate pentru sir
sau (x,) ],in',[elegénd: X, X, Xy e X
nz

(%)
primul termen  al doilea termen  al treilea termen al n-lea termen

Chiar daca in matematica exista si siruri care au primul termen x,, sau x,, k 2 2, in lectii vom utiliza
doar notatia (x)  sau(a,) ,datfiind ca stabileste o legatura fireascd intre indicele termenului sirului
neN* nz1

neN*

si pozitia lui in enumerare: x, (primul termen/termenul de rang 1); x, (al doilea termen/termenul de
rang 2);...; x_(al n-lea termen/termenul de rang n);...

x,— se numeste termen general al sirului (x) .
neN*



e.eee

Exemplul 4 (evolutia unei marimi in timp)

Un telefon mobil este incar-
cat 100%. El devine nefunctional
daca nivelul de incarcare a bate-
riei scade sub 1%. In fiecare ora,
nivelul bateriei scade la 90% din
valoarea pe care o avea cu o0 ora
inainte.

b =100, b,=90, b, =81,
b,=72,9, b =6561,..

Se formeaza astfel sirul valori-
lor nivelului de incarcare a bate-

riei, pe careil putemnota (b,)

neN#

De remarcat este faptul ca,
in acest exemplu, conform mo-
delului matematic, nivelul de
incarcare a bateriei nu ajunge ni-
ciodata la 0. Sirul are o infinitate

Demonstreaza cd, dupa 20 de ore,
nivelul de incédrcare a bateriei este
81'°

e .
2" J00°

Utilizeaza inteligenta artificiald
pentru compararea numerelor 81'° si 100°.
Mai poate fi utilizat telefonul dupa 20 de ore?

Utilizeaza inteligenta artificiald pentru a rispunde
la intrebarea: Dupa cate ore intregi telefonul
nu mai poate fi utilizat?

(rezolvarea acestei chestiuni necesita cunostinte
despre logaritmi, care vor fi introduse in clasa a X-a).

de termeni, toti nenuli, dar, in realitate, telefonul nu va functiona la infinit.

g

O listd ordonata si finitd de numere, construita dupa o anumitd reguld, se numeste secventd finitd a

unui sir de numere reale.

Exemplul 5 (cresterea unei populatii bacteriene in-

tr-un timp determinat):

Intr-un laborator de biologie, cercetatorii observa
numarul de bacterii dintr-o cultura timp de 5 ore. In
conditii controlate, se constata ca, in fiecare ora, nu-
marul de bacterii creste cu aproximativ 200. Obtinem

éé} Numérde| 1000 | 1200 | 1400 | 1600 | 1800

=/ bacterii

secventa finita: 1 000, 1 200, 1 400, 1 600, 1 800.
Chiar daca observatia este limitata in timp (secventa finitd), modelul matematic poate fi extins daca
fenomenul continua in aceleasi conditii.

®

® Prin sirul de numere reale (x;) intelegem o succesiune infinitd de numere reale: x, x,, X, ...,X
neN#*

X

n+1’°"

Tl’

., chiar daca unele dintre aceste valori sunt egale.

® Un sir are totdeauna un prim termen, dar nu are un ultim termen, caci multimea N* dupa care se
indexeaza termenii sirului are un prim element (1), dar nu are un ultim element.
® Multimea valorilor termenilor sirului, numita uneori multimea termenilor sirului, poate fi finita.

De exemplu, sirul (x ) , cu termenul general x_ =
neN’

_ =D+

5—— VneN,areo infinitate de termeni: O, 1,

0,1,0,1,..,0,1,0,1,..., dar multimea valorilor acestor termeni are doar doua elemente {x | n €N} =

(0, 1}.
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Moduri de definire a unui sir

Unsir (x,)  sepoate defini:
" nens
Sintetic — prin enumerarea termenilor sai

Observatie: In reprezentarea graficd a termenilor si-
rului, pe axa orizontala sunt afisati indicii termenilor
sirului (naturali), iar pe axa verticala valorile acestora,
care scad din ce Tn ce mai mult, apropiindu-se de va-
loarea 0 fara sa o atinga. Aceasta modalitate de definire

11 12 X

este mai putin riguroasa, caci, fara alte precizari supli-
mentare, nu se poate spune cu certitudine ce termeni
urmeaza.
Analitic - printr-o formula de calcul, sau mai multe, pentru termenul general.
Exemplul 7: (a,) .., datprin x = 241 ment. . ., dacéi n este par
tik 3n+1 Exemplul 8: (Yn),,eNn » dat prin o= 2
n
Y ‘Bn(”’ i::i): neN* nil,dacdnesteimpar
1,8 y
1,6 - 5 -
1.4
1,2 1
1,0 B; . . 3
0,6
0.4 - 11
0.2 i . 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0
Observatie: n reprezentarea grafica a termenilor sirului,  Observatie: In reprezentarea grafica a termenilor siru-
valorile scad usor, dar pare ca au tendinta de a se stabi-  lui, valorile unor termeni consecutivi sunt egale, dar in
liza aproape de valoarea 2/3. ansamblu acestea cresc la valori din ce Tn ce mai mari,

fara a avea tendinta de a se stabiliza Tn jurul unei valori.

Recurent — un termen depinde de un termen anterior sau de mai multi termeni anteriori.
Relatia prin care un termen al sirului se

exprima in functie de termeni anteriori se nu- Exemplul 9: (f,),cnescu fi=1,f=1
meste relatie de recurenta: de ordinul I, daca p $i fug2 = fag1 + fuo Vo 2 1.
un termen depinde doar de predecesorul sau; i . efi - D
de ordinul 11, dacd un termen depinde de cei | T
doi termeni anteriori lui. :Z
N 12 1
Observatie: In reprezentarea grafica a termenilor siru- . . ‘
lui, valorile acestora cresc din ce in ce mai rapid. A oF6 ' (sirul lui Fibonacci) |
Sirul lui Fibonacci este un model matema- 61 o5
tic elegant si usor de recunoscut in arhitectura 4| g4 o A — !
si artd, in finante si economie, in natura si bi- 8l S G B S e FY 5
ologie, in informatica si tehnologie. Sirul lui ol 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 2 24 26 30

Fibonacci respecta o relatie de recurenta de
ordinul II.
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1
Exemplul 10: (a,) _ cua, =-3 Exemplul 11: (2,) _ cuz =—
sia,,.,=a,+2, VneN. siz,,,=22,, VneN.
8 18
X6 Y6
([ ] 16 1 (]
| X5 el
°
121
4-
X4 104
¢ Y5
il 8 °
X3
[ ] 6
Y4
d #2 4 & 8 p & e B D 2 TS
! Y3
® 24—
=] 1.Yo
.X1 0 2 4 6 8 10 12 14 16 20 22 24 26 23 30 32 34
4]
Observatie: De remarcat la reprezentarea gra-  Observatie: Tn reprezentarea grafica a terme-
fica a termenilor sirului ca punctele sunt co- nilor sirului, se observa ca valorile termenilor

liniare, iar distanta dintre valorile termenilor cresc rapid, iar distantele dintre acestea se du-
sirului este aceeasi (2). Sirul respecta o relatie bleaza la fiecare pas. Sirul respecta o relatie de
de recurenta de ordinul I. recurenta de ordinul I.

@{@
Realizeaza o tema de cercetare utilizand internetul si inteligenta artificiala, pentru a descoperi cat
mai multe modele oferite de sirul lui Fibonacci in diverse domenii din viata reala.

&

A.

1. Care dintre functiile urmatoare reprezinta un sir de numere reale?
AfR->R,flay=a+1;

b) f:]0,%) — N, f(p) = [p], unde [p] reprezintd partea intreagd a numarului p;

OfN = R, foo = 2.

2. §Sirul (a,) este descris ca fiind o succesiune infinitd a secventei 0,-1, 1 (adicd al patrulea termen
nx1

este 0, al cincilea este -1, al saselea este 1 si asa mai departe).
a) Ce valoare are termenul de rang 20?

b) Care este diferenta dintre termenii de rang 100, respectiv 50?
c) Afla suma primilor 100 de termeni ai sirului.

d) Scrie termenul general al sirului.

3. Care dintre urmatoarele siruri este sirul lui Fibonacci?

a@) .a,=1,a,=2a,=a,+a,neN’;

b)) .x=1,%=1x,=X +x,YneN;

Ay ,a=1a,=Ly =y, -y, VneN.
_3n-2

4. Dacasirul (b)) ,are termenul general b Vn 2 1, scrie functia care defineste sirul.
nz1

n_ An+1’



e eee

B.

Compara!i sirurile:

1. a) Urmarind imaginea ala-
turata, extrage asemanarile
el ‘lgd‘ e 2, 7, 12 17, 22, 2, 4, 8, 16, 3,

si deosebirile dintre sirurile U T A e
prezentate. +5 45 45 X2 x2 x2 X2

b) Utilizand regula de for- a, by

. . v A . . . 25
mare indicata in imagine, scrie, i r - 4 2
e A N o [
pentru fiecare sir in parte, inca i L 30
cinci termeni. i 7 | 2 I
: < .. L] :
¢) Schimba modul de definire s] 2 : o, 4 8]
. . . < A . ' n |

(sintetic) al sirului in modul de 0ol— . ' , > ol e i | ol

. . o .. 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
definire analitic, scriind formula — S ( o . gk

3 S AL o fnsirul A, cresterea este constanti, ‘ ]

terme_nl:llul general pentru fie ceea ce inseamni ci diferenta dintre e insirulB, ﬁecare termeneste | W
care Sir in parte. / oricare doi termeni consecutivi este dublul celui precedent.

2. a) Reprezintg, intr-un reper cartezian, primii 5 termeni ai sirului (a)) a {
n>1

/ aceeasi (in cazul acesta, 5)
l.ll

0,dacan=1
(- . 2,dacan =2

(pe axa orizontald reprezinta rangurile termenilor sirului, iar pe axa verticala valorile termenilor sirului).

b) Notand cu A, punctul din plan obtinut prin reprezentarea termenului a,, 1 < k < 5, demonstreaza

ca patrulaterul convex cu varfurile in punctele A,, A,, A, respectiv A_ este paralelogram.

S.

c) Demonstreaza ca aria poligonului convex cu varfurile in cele 5 puncte reprezentate este S = 11 (u?).

Analizeaza Exemplul 1 si gaseste formula termenului general pentru sirul de numere descris pe linia
yPagini citite in ziua X”.

C.

Analizeaza Exemplul 1 din lectie si gdseste formula termenului general pentru sirul de numere des-
cris pe linia ,Total pagini citite la finalul zilei X”.

Determind termenul general al sirului (x, ) _definit prin:

_ _1 . _ _ _ -
a)x, =1six_  =-x +1,Vnz1; b)xl—0$1xn+1—xn+2n 1,VneN’;

2
X
ox =1six  =x7,Vnzl; d)x,=0sin-x  =n-1+x,Yn21.
Afla termenul de rang 2026 din sirul: 1, 2, 3,3,2,1,1,2,3,3,2,1, 1, 2, 3, 3,.... Justifica!
Dacasirul (a, ) . are termenul generala, = gz —5 1 2 1,determina p € Nastfel incat |a - —‘ 1 0(1)00,

Vn = p.

a) Demonstreaza ca un numar natural care este patrat perfect nu poate avea ultima cifra 2, 3, 7 sau 8.
b) Cate patrate perfecte sunt termeni ai sirului cu termen general 10" + 8, n € N'? Dar sirul cu ter-

men generaln!+ 8,neN’,unden!€1-2-3-....-n,¥YneN"?
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Progresii aritmetice si progresii geometrice

Lectiile destinate progresiilor vor prezenta aceste doud tipuri de siruri recurente in paralel, cu scopul
de a evidentia asemdndrile si deosebirile dintre acestea.

O legenda din India spune ca inventatorul jo-
cului ,chaturanga”, jucat pe o tabla cu patratele
8x8, predecesorul jocului de sah, i l-a prezentat re-
gelui. Incantat, regele i-a oferit orice recompensa
isi dorea. Inteleptul a cerut doar boabe de grau pe
tabla de sah: 1 bob pe prima casutd, 2 pe a doua, 4
pe a treia, 8 pe a patra si asa mai departe, dubland
de fiecare data numarul de boabe. Regele a accep-
tat imediat, crezand ca este o cerere modestd, mai

STUDIU COMPARATIV: DOUA TIPURI DE CRESTERE N
CRESTERE EXPONENTIALA
(Regula dubfirl)

CRESTERE LINIARA

(Recomsensz constant)

Tora| =200 " Tolal v 180

%107 Boabe
(1) mu ducl
gl lomii}

1 14 23 53 40 50 6%
o Table do Sah
« Cregtere oxploxid 4i coplagitoare.

ales ca fusese ingrozit de zvonul ca inventatorul ii va cere ca, pornind de la o boaba de grau pe prima
casuta, sa primeasca pe fiecare dintre urmatoarele cate 100 000 de boabe de grau in plus.
Cine a fost inteleptul in legenda indiand: regele sau inventatorul?

Definitii
Unsirde numerereale (@,)  se numeste pro-
N*

nel

gresie aritmetica daca orice termen, incepand cu
al doilea, se obtine din precedentul prin adunare
cu acelasi numar real, numit ratia progresiei.
a=a_+rVnz2,
r € R este constanta reala numita ratia progre-
siei, iar primul termen, a,, este un numar real dat.
Vom nota progresia aritmetica: +(a,) .

si notatii

; ;

Un sir de numere reale (b,) .Senumeste pro-

gresie geometrica daca orice tg_;men, incepand cu

al doilea, se obtine din precedentul prin inmultire
cu acelasi numar real, numit ratia progresiei.

b=b_-q Vnz2,
q € R este constanta reala numita ratia progre-
siei, iar primul termen, b,, este un numar real dat.

Vom nota progresia geometrica: = (b ) _..

Exemple
0, 2, 4, 6, 8, ... este 0 progresie aritmetica, de 1, _%, %, _%’ %6, ... este 0 progresie geometrica,
prim termen O si cu ratia 2. ) ) .1
de prim termen 1 si cu ratia —.
Observatii

® Daca r = 0, toti termenii sirului au aceeasi
valoare, iar sirul se numeste sir constant.

® Daca r > 0, termenii sirului cresc in valoare
pe masura ce indicii/rangurile lor se maresc, iar
progresia se va numi crescdtoare.

® Daca r < 0, termenii sirului scad in valoare
pe masura ce indicii/rangurile lor se maresc, iar
progresia se va numi descrescdtoare.

® O progresie aritmeticd este bine/complet
determinata daca i se cunosc primul termen si
ratia (elementele definitorii).

® Daca g = 0 sau b, = 0, sirul va avea termenii
bl,O, 0,...0,.., respectiv 0,0, O, ..., iar progresia se
numeste banala.

® Dacda g < 0, termenii sirului au semne
alternante.

® Daca g > 0, termenii sirului au acelasi semn.

® Daca g = 1, toti termenii sirului au aceeasi
valoare, iar sirul se numeste sir constant.

® O progresie geometricd este bine/complet
determinata daca i se cunosc primul termen si
ratia (elementele definitorii).
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Practic: Aplica definitia!
1. Construieste o progresie aritmetica in care 1. Construieste o progresie geometrica de
al patrulea termen sa fie mai mic decat al doilea.  prim termen pozitiv si ratie pozitiva subunitara
2. Construieste o progresie aritmetica in care | sio alta progresie geometrica de prim termen po-

toti termenii sa aiba acelasi semn. zitiv si ratie supraunitara. Analizeaza comporta-
3. Construieste o progresie aritmetica descres- mentul termenilor celor doua siruri.
catoare in care nu toti termenii au acelasi semn. 2. Construieste o progresie geometrica de

prim termen negativ si ratie pozitiva subunitara
si 0 alta progresie geometrica de prim termen ne-
gativ si ratie supraunitara. Analizeaza comporta-
mentul termenilor sirului.

3. Generalizeaza concluziile celor doua aplicatii.

. Atentie! Nu orice sir de numere reale este o progresie, asadar pentru a beneficia de avantajele progre-
siilor va trebui sa verifici daca un sir este sau nu este progresie.

Verificarea progresiei

Pentru a verifica daca un sir (a,) este pro- Pentru a verifica daca un sir (b)) cu ter-
neN* neN’
gresie aritmeticd, se calculeaza diferenta a doi meni nenuli este progresie geometrica, se calcu-
termeni consecutivi generali: leaza raportul a doi termeni consecutivi generali:
Doy ™ % =L undeb #0,VneN’
Daca aceasta diferenta este constanta (nu de- b’ n’
pinde de n), atunci sirul este progresie aritmetica. Daca acest raport este constant (nu depinde
Daca aceastd diferentd nu este constantd de n), atunci sirul este progresie geometrica.
(depinde de n), atunci sirul nu este progresie Daca acest raport nu este constant (depinde
aritmetica. de n), atunci sirul nu este progresie geometrica.
7S
£
e 2" . _1
Se considera sirurile @) . (b )nGN (€ o (d) e termenii generali:a =1 -2n,b = 377 €, = T
d =+/3,V¥n e N'. Verifica daca sirurile sunt sau nu sunt progresii.
Rezolvare: Pentru sirul (a, ) avema,  -a, = 1-2(n+1-1+2n=-2,¥ne N, decisirul este pro-
o
gresie aritmetica. Avem ”” = _]2”72,1, Vn € N, raport care nu este constant, deci sirul NU este progresie
geometrica.
. n+1 n n . . o o .
Pentru sirul (bn) avemb  -b = zm - % = —%, vn € N', diferenta care nu este constantd, deci
neN*

b n+1 n+1 . IO
sirul NU este progresie aritmetica. Avem l’)‘” = gm . 32n = %, Vn € N', raport care este constant, deci sirul

este progresie geometrica.
. _ 1 _ l__ ____l___ % . o <
Pentru sirul (C) Lavemece, -6 =T 7= Thmety VIEN, diferenta care nu este constanta,

1
“n+1

deci sirul NU este progresie aritmetica. Avem — Cra

n= 1’ Vn € N, raport care nu este constant,

deci sirul NU este progresie geometrica.
Pentru sirul (dn) avemd  -d =0,Vne N, diferenta care este constantd, deci sirul este progre-
neN#*

sie aritmeticd. Avem (;” =1,Vn € N, raport care este constant, deci sirul este progresie geometrica.

n
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Proprietati ale progresiilor

A. Formula termenului general, in functie de primul termen si de ratie

Teorema: Dacd (a,) este o progresie arit-
" nens

metica, cu primul termen a, si ratia r, atunci:
a=a+n-D-r,¥yneN.

Demonstratie:
Pentru n = 1, relatia devine a, = a,, evident
adevarata.
Pentru k natural, nenul, fixat, presupunem a, =
=a+ (k - 1) -rsidemonstramcaa,, =a, +k-r.
Din definitia progresiei aritmetice,
wm=atr=a+k-1D-r+r=a +k-r.
Asadar, conform principiului inductiei mate-
matice,a =a, +(n- 1 -r,VneN"

a

Exemplul 14

Intr-o sala de spectacole cu 15 randuri de
scaune, fiecare rand, incepand cu al doilea, con-
tine cate 4 scaune in plus fata de randul anterior
(cate doua la fiecare capat). Primul rand are 10
scaune. Ultimul rand este alocat elevilor si stu-
dentilor care platesc bilet redus, in valoare de
25 de lei. Un bilet intreg costa 100 de lei. Care
este pierderea companiei de spectacole prin
acordarea reducerii pentru elevi si studenti?

Rezolvare:

Cresterea constantd a numarului de locuri
pe rand, de la al doilea incolo, indica forma-
rea unei progresii aritmetice, (an)nEN*, cu pri-

mul termen a, = 10 si ratia r = 4. Numarul de
locuri de pe ultimul rand este a,,=a, + (15 -
-1 -r=10+14-4=66. Suma de bani colec-
tata de la elevi si studenti pentru locurile re-
duse este S_, =66 - 25 =1 650 lei, fata de suma
care ar fi fost incasata pentru bilete intregi,
S,=66-100 = 6 600 lei. Asadar, pierderea com-
paniei pentru fiecare spectacol cu ultimul rand
ocupat complet este diferenta celor doud sume:
S,-S,,=6600-1650=4 950 lei.

Teorema: Daca (b ) este o progresie geo-
neN#*

metrica, cu primul termen b, si ratia g, atunci:
b=>b-q",VneN

Demonstratie:

Pentru n = 1, relatia devine b, = b, evident
adevarata.

Pentru k natural, nenul, fixat, presupunem
b, =b, -q*'sidemonstramcab, =b, - g~

Din definitia progresiei geometrice,
bk+1=bk.q=bl.qk*].q:bl.qk'

Asadar, conform principiului inductiei mate-
matice, b =b - q"',VneN".

Exemplul 15

Reciteste enuntul Exemplu-
lui 4 si calculeaza ce nivel de
incarcare are bateria telefo-
nului dupa 10 ore, apoi dupa
15 ore. Utilizeaza instrumente
digitale sau inteligenta artifici-
ald pentru aproximarea nume-
relor obtinute.

Rezolvare:
Enuntul indicd un sir de valori, (b,) , ob-
neN*

. . . _ 90 . B
tinute recursiv prin b, =555 * b, iar b, = 100.
Sirul este o progresie geometrica, de prim ter-
men 100, curatia g = %.

Dupa 10 ore intregi, nivelul de incar-
care a bateriei este dat de b, =b, - q', adica

9 10 -
b, =100 (15) =35

Dupa 15 ore intregi, nivelul de incar-
care a bateriei este dat de b =b, - q', adica

15
b,,=100- (19—0> =~ 21 (%). Asadar, dupa 15 ore,
telefonul poate fi inca utilizat cu succes.
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B. Relatia dintre orice trei termeni consecutivi ai unei progresii

Teorema: Un sir (a )

neN*
tica daca si numai daca
anfl i an+1
—5 Vnz22,neN

(orice termen, incepand cu al doilea, este media
aritmetica a vecinilor sai).

este progresie aritme-

a =
n

Demonstratie:
»,2=" (a,) este o progresie aritmeticd, deci
neN#
a =a -rsia_=a+r, VYnz2. Insumand
n-1 n > n+1 n

cele doua relatii, obtinem a _, +a

) =2-a,
n
H an71+an+1

Vn =2, decia =5 Vnz2,neN.

,,<=’ Daca mtre termenii SlI'LIlul (a) are
neN*

loc egalitatea a_ = %, Vn=2, neN, re-
zultdcda,, -a=a -a _,Vnz2, neN,de
unde se deduce ca a.,-a=a-a_ =..=
a,-a, VYn22, adicd toate dlferentele de doi
termem consecutivi au aceeasi valoare, insem-
nand ca sirul este progresie aritmetica.

Exemplul 16

pH

Intr-un laborator se studiaza variatia pH-
ului unei solutii acide in timpul unei titrari,
atunci cand se adauga volume egale dintr-o
baza slaba, intr-o zond in care pH-ul creste
aproximativ liniar. Se constata experimen-
tal ca, pentru primele etape ale titrarii, pH-ul
creste cu 0,4 unitati la fiecare pas, dupa prima
adaugare pH-ul fiind 2,6.

Teorema: Un sir (b)) , cu termeni nenuli,
neN#*

este o progresie geometrica dacd si numai daca
b?=b_, b+l,Vn>2neN

Daca sirul are termeni pozitivi, atunci relatia se
poate scrie:b =,/b b ,Vnz22,neN.
(intr-o progresie geometrica cu termeni pozi-
tivi, orice termen, incepand cu al doilea, este
media geometricd a vecinilor sai).

Demonstratie:
=" (b)) . este o progresie geometrica cu
ne

termeni nenuli, deci ratia g este nenula.
b
b, =7",bn+1 =b -q,Vnz2,neN.
Inmultind relatiile, obtinem b *=b . -b _,

Vn 2 2,n € N, cu mentiunea cd, daca toti terme-
nii sirului sunt pozitivi, relatia se poate scrie:
= . >
b=4b b Vn22neN.
,<” Daca intre termenii sirului (b) are

neN’

loc egalitatea b?=b_ -b ,Vnz2, neN si

n-1 n+1’
termenii sirului sunt nenuli, relatia se scrie

n+1

=—,Vn22, neN, de unde deducem

b b
bn+l n b2 103
b =b =..=35 Vn22, neN, adica toate

-1
rapoartele de d01 termeni consecutivi au ace-

easi valoare, insemnand ca sirul este progresie
geometrica.

Exemplul 17

Se urmareste cantitatea de substanta radio-
activa ramasa intr-o proba, masurata la inter-
vale egale de timp. Din cauza procesului de
dezintegrare, cantitatea scade la jumatate din
valoarea masurata anterior. Datele experimen-
tale sunt urmatoarele:

Interval urmator Interval urmator

Interval urmator

Interval initial

b,=100 b,=50 b,=25 b,=12,5,...
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Model matematic:
Dupa prima madsuratoare, rezultatul este

— _1 _1 _1
bl = 100u.m.,b2 =5 bl’ bs =5 bz’ b4 =5 bs, ceey
adica un sir de valori (pozitive) in progresie ge-

ometricd. b, - b, =100 -25=2500=50%=b,7
Jb,-b, =50 12,5 = V625 = b,

Model matematic:

pH-ul solutiei dupa fiecare adaugare este:
a =26;a,=3;a,=34;a,=3,8;..
(termeni ai unei progresii aritmetice curatia 0,4).

a1+a3_2;6+3)4__ _a2+a4_3+3,8
7 = 2 374y =

5 5 =34=a,.

A

NN
&

o

Determina domeniile de adevar ale urmatoarelor predicate:
p0oO: Numerele x, [1 _32"], % sunt termeni consecutivi intr-o progresie aritmetica, x € R ([a] repre-
zinta partea intreagda a numarului real a);

g(x): Numerele 2, 3y — 1, 8 sunt termeni consecutivi intr-o progresie geometrica, y € R.

Rezolvare: 1

Domeniul de adevar al predicatului p(x) este multimea D, = {x ER| [1 - 2X] = %} Ecuatia se re-

3
1
B X+5 _ _ . . . . . .
1 32"] - TQ =ke 7, deunde x = 4"2 1 1 32X < k + 1. Inlocuind x in inegalitatea dubla si

rezolvand sistemul de inecuatii, obtinem —% <k

sik<

< %, ke Z,decik=0six= —%. Raspunsul este D = {—%}

Domeniul de adevar al predicatului g(y) este multimea D, = {yeR |3y -1)?=2-8}.Ecuatia se reduce

duce la [

la(3y - 1)>=16,sau |3y — 1| = 4,deunde 3y - 1 = 4, cu solutiiy =

wlw

siy=-1.Raspunsul este D = {—1,%}.

C. Conditia pentru ca n numere (n € N, n 2 3) sa fie in progresie aritmetica/geometrica

Spunem ca n numere (n € N, n 2 3) sunt in progresie aritmetica/geometrica daca ele reprezinta o
secventd finita dintr-o progresie aritmetica/geometrica, adica sunt termeni consecutivi ai unei progresii

aritmetice/geometrice.

Cand spunem ,numerele a, b, ¢ sunt in pro-
gresie aritmeticd” intelegem ca acestea sunt
termeni consecutivi intr-o progresie aritmetica

(sir cu o infinitate de termeni), deci b = £ ; € sau

Jr € R astfel incat {b sasr

c=b+r
Cand spunem ,numerele a, b, ¢ sunt ter-
meni intr-o progresie aritmeticd sau termeni ai
unei progresii aritmetice”, atunci nu rezulta ca
sunt termeni consecutivi. Apartenenta acestor
numere la o progresie aritmetica se transcrie
matematic astfel: daca @) . este progresie

aritmetica, cu ratia r si a, b, ce€ {anl ne N*},
atunci existd numerele naturale nenule, dife-
a=a =a +m-1D-r
b=a,=a,+k-1)-r,

c=a,=a+(p-1)-r

rite, m, k, p astfel incat

fara ca vreunul dintre numere sa fie media arit-
metica a celorlalte doua.

Cand spunem ,numerele a, b, ¢ sunt in pro-
gresie geometricd” intelegem ca sunt termeni
consecutivi intr-o progresie geometrica (sir cu o

infinitate de termeni), deci b>=a - ¢, sau 3g € R
b=a-q
c=b-q

Cand spunem ,numerele q, b, c sunt termeni
intr-o progresie geometricd, sau termeni ai
unei progresii geometrice”, atunci nu rezulta ca
sunt termeni consecutivi. Apartenenta acestor
numere la o progresie geometrica se transcrie
matematic astfel: daca (b)) . oste progresie

astfel incat {

geometricd, cu ratia q si a,b,ce {bn Ine N*},
atunci existd numerele naturale nenule, dife-

a=b =b -q™"
rite, m, k, p astfel incat{ b=b,=b, - q*" fara ca
c=b=>b-qg"
p 1

vreunul dintre numere sa fie media geometrica
a celorlalte doua.
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D. Proprietatea termenilor egal departati de extreme intr-o secventa finita dintr-o

progresie

Teorema: Dacd n numere, a, a, a,.., a,
(n € N,n 2 3)suntin progresie aritmetica, atunci
suma termenilor egal departati de extreme este
aceeasi.

a ta=a,+a _ =.=a,+a Vkel(1,2,..,n}

n-k+1°

Demonstratie:

Proprietatea se demonstreaza utilizand for-
mula termenului general in functie de primul
termen si de ratie.

Pentru kefl1, 2, .., n}, a,+a,_, =a +
+(k-1-r+a,+{n-k+1)-r, unde r este ratia
progresiei. Se obtine a,+a _, =a +a +
+( -1 -r=a, +a.Cumk este un element oa-
recaredin(1,2,..,n},rezultaq, +a, . =a, +a,
vk e{1, 2, ..., n}, adica toate sumele termenilor
egal departati de extremele secventei au ace-
easi valoare.

Exemplul 18

Intr-o saptamana, audienta unei emisiuni
TV creste zilnic, constant. Stiind ca luni si du-
minicd audienta totald a fost de 1 500 000 de te-
lespectatori, care a fost audienta in ziua de joi?

Modelul matematic:

Audientele zilnice dintr-o saptamana sunt
7 numere in progresie aritmetica: a, a,, ...,a,
corespunzand zilelor de luni pana duminica. Joi
este ziua din mijlocul saptamanii, a patra. Dar
a +a,=1 500 000. Cum aq +a,,  =a +a,
Vke{l, 2, .., 7}, pentru k = 4 se obtine
a,+a,, =a +a, de unde 2a,=1 500 000,

adicd a, = 750 000 (telespectatori)

Teorema: Daca n numere, b, b, b,..., b,
(neN, n=23) sunt in progresie geometrica,
atunci produsul termenilor egal departati de ex-
treme este acelasi.

b-b=b-b =.=b-b

Vke(1,2,..,n}

k n-k+1’

Demonstratie:

Proprietatea se demonstreaza utilizand for-
mula termenului general in functie de primul
termen si de ratie.

Pentru ke{1, 2, ..., n}, b,-b_, =b -qg"'-
-b, - g™* unde g este ratia progresiei. Se ob-
tine b-b . =b b -q""=0b -b.Cum k este
un element oarecare din {1, 2, ..., n}, rezulta
b-b .., =b-b,Vke(l, 2, .., n}, adica toate
produsele termenilor egal departati de extre-
mele secventei au aceeasi valoare.

Exemplul 19

O companie reuseste sa-si multiplice con-
stant profitul in fiecare an. Stiind ca in primul
an profitul a fost de 3 milioane $, iar in al no-
ualea an a fost de 27 de milioane $, care a fost
profitul firmei in al cincilea an?

Modelul matematic:

Valorile profitului din cei noua ani sunt in
progresiegeometrica: b, b,,...,b,. Alcincileaanse
afla in mijlocul secventei. Cumb, - b, ,., = b, - b,,
Vke{l, 2, .., 9}, pentru k = 5 se obtine
b.-b, ., =0b -b =81 (milioane $), adica b,” =
=81, de unde b_ = 9 (milioane $).



E.Suma primilor n termeni ai unei progresii

Daca (x)
ne

Teorema: Daca (a,) este o progresie aritme-
neN*

tica, atunci

(@ +a)-n [2a1+(n— 1)-r] -n
Sn - 2 . - . -2

unde I este rana progresiel.

,VneN’,

Demonstratie: Se poate utiliza proprietatea
secventei finite dintr-o progresie aritmetica. Pri-
mii n termeni ai progresiei aritmetice au propri-
etatea a, +a,_,,,=a,+a,Vke(l,2,., n}, S =
=a, + a, +...+a .Scriindaceeasisumacutermenii
inordineinversa,S =a +a_ , +...+a,apoiadu-
nand cele douad relatii, se obtine 2S = (a, + a )+
+ (a,+a_)+..+a +a)=n-(@ +a) deci

_@*a)n n)

) . Folosind formula termenului ge-
neral in func‘gle de primul termen si de ratie, si
inlocuind a_ in ultima relatie obtinutd, rezulta
si a doua forma a sumei primilor n termeni,

(2a,+(n-D-1)-n .

S, = 5 ,VneN'.

Exemplul 20

Cate scaune sunt, in total, in sala de specta-
cole din Exemplul 14? Care este castigul compa-
niei care detine sala cand sala este plina, ultimul
rand fiind ocupat exclusiv de elevi si studenti?

Modelul matematic:

Deja se cunoaste faptul ca totalurile scau-
nelor de pe cele 15 randuri sunt in progresie
aritmetica, de prim termen 10 si de ratie 4:

a +a - 15 .
S, - @ 152) _ 10+ 662) 15 _ 570. Pentru

calculul castigului companiei, se tine cont de

faptul ca locurile din primele 14 randuri sunt

platite cu 100 lei, iar cele din randul 15 cu 25 lei.

Castigul total va fi: C=100-S,, + 25 - 66, unde

(2a,+13-1)- 14

W= ———5———=(2:10+13-4)-7 =504,
Se obtine C =100 - 504 + 25 - 66 = 52 050 lei.

e.eee

este un sir de numere reale, notdm S _suma primilor n termeni. S = x, + x, + X, + ... +x .

Teorema: Daca (bn)
trici, atunci "e

bq‘

S, =
n-bl,dacaq= 1
unde g este ratia progresiei.

este 0 progresie geome-
N*

,dacag#1 .
,VneN’,

Demonstratie: Se separa cazul progresiei con-
stante.

Daca g = 1, atunci b,
S =b+b +..+b=n-b,.

denorib,

Daca g # 1, egalitatea se poate demonstra
fie prin inductie matematica, fie cu ajutorul
unor artificiide calcul: S =b, + b, +...+b =b, +
+b -q+b -q*+..+b - g"". Inmultind relatia
cug,seobtineq-S =b -q+b -q>+..+b -q"
apoi, scazand cele doua relatii, 1-9)-S, =

=b, VkeN/, iar

=b -(1-qg",deciS =b, - q ,Vne N
Tema:
Refd demonstratia pentru S =b, - 2 -

daca g # 1,Vn € N, utilizand inductia matematica.

Exemplul 21

PRAG:
ENERGIE MINIVA
CONSUMATA

0.00039 J

Intr-o hald industriald se instaleaza o retea
de senzori wireless pentru monitorizarea tem-
peraturii. Un nod principal transmite un pachet
de date catre alti senzori. Din motive de econo-
misire a bateriei:

® fiecare retransmisie consuma jumatate
din energia celei precedente;

® transmiterea se face pe 10 niveluri (salturi
succesive).
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Care este energia totala consumata de re-
teaua cu cele 10 niveluri de transmitere, daca
s . ”
1 senzorul initial are energia 0,2]?
R RERC ‘ Modelul matematic:

o S Valorile energiei consumate la fiecare nivel
15 66 CITITIITITTITT]

Randurile 1- 14 : 100 lei /loc

sunt in progresie geometrica, de ratie g = % Ener-

Réndul 15 : 25 lei /loc

gia totala consumata in retea este suma primilor
zece termeni din aceasta progresie geometrica:

s,=02- S 8—0s-(1-(3)"),

¥ A Ak B S, =04:1922 ~0399].

Consecintd: Daca a si b sunt doua numere reale si n € N', atunci

a"-b"=(@a-ba"'+a?-b+a* -b*+..+a-b"?+b"")

Demonstratie: Daca cel putin
unul dintre numere este 0, sau a"—b" = (a—b) (aH b gh 3B e bnfl), otice n € N*
numerele sunt egale, identitatea
este evidenta.

Daca numerele sunt nenule n
si diferite, atuncia™' + a*?- b +
av@-b%>+..+a-b"?+ b"'este
suma primilor n termeni dintr-o
progresie geometrica al cdrei

1]
[\

a’>-b*=(a-b)(a+b)

n=3: a’-b>=(a-b)(a*+ab+b?)

prim termen este a"', iar ratia n=4: a*-b*=(a-b)(a®+a*b+ab®+b)
este %
Se deduce cd a™' +a"?-b+ n=5 a-b>=(a-b)(a*+a’b+a’b*+ab®+b*)

a™®-b?2+ .. +a-bm2+ b =

b)" a"-b"
1_ a n n _ n
n-t -—(a> =q"-—4 =aa_g ,deundea"-b"=(a-b)a"'+a"?-b+a"?-b*+..+a- b2+ b").

a
l - g a-— b
Exemplul 22

Ai la dispozitie doua planuri de economisire pentru n = 5 luni, pornind de la aceeasi suma initiala
S =1 000 lei.
Planul A (cu dobdanda): in fiecare luna suma se inmulteste cu a = 1,02 (o dobanda de 2%).
Planul B (altd dobdndd/alt randament): in fiecare lund suma se inmulteste cu b = 1,01 (o dobanda de 1%).

Cu cat este mai mare suma economisita prin planul A decat cea rezultata din planul B?

Modelul matematic:

Dupa n luni, prin planul A vei avea suma S - a”, iar prin planul B vei avea suma S - b". Raspunsul la
intrebare este D = S - (a” - b"). Cum interpretam aici formula de descompunere?

& a - b este diferenta de crestere lunara.

®a”'+av?-b+a*?-b?+ .. .+a-b"?+ b"!arata cat ,valoreaza”
pe parcurs, la diverse momente.

aceasta crestere lunara, acumulata
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DE ECONOMISIRE
PENTRU n LUNI

( DOUA PLANURI DIFERENTA FINALA:
- By = Ao(x" -

Suma Finala

n n-1 n-3,,2 n-1

= (X - X +X +X + ot
o (x-y)( Yy Ay
(x=1.02, Dobanda 2% lunar)

cea mai mex se
capiializérilcn for
1) mesi

(Prima luna)

Contributia “§
cea mai mare BTy
PLANUL B =10 luni fori0lmixty =kyk=1
(y=1-01, Dobanda 1% lunar) Ao=1000 unitati Intermediar)

x=1.02 y=1.01

(x=y)=0.01 Contributia
1000*0.01=10 ASADAR, O MICA cea mai mica n-1
Suma Capitalizarilor = 11.46 DIFERENTA INTRE DOI
FACTORI

Verificare: <
! 3 e ~ DETERMINANTI _
10*11.46 = 114.6 unitati ] DEVINE SEMNIFICATIVA
—— , INTIM

(Ultima lund)

¢ Termenul S - (a - b) - a™ ' reprezinta diferenta de dobanda din prima luna, care se capitalizeaza in
urmatoarele n — 1 = 4 luni. Este contributia cea mai mare, in exemplul nostru.

¢ Termenul intermediar S - (a - b) - a™? - b reprezinta diferenta de dobanda rezultata in a doua luna,
care se capitalizeaza in urmatoarele n — 2 = 3 luni.

¢ Termenul final S - (a - b) - b™! reprezinta diferenta de dobanda din ultima luna si este contributia
cea mai mica in exemplul nostru.

Pentru datele noastre, D =S - (a® - b% = 1000 - (1,02° - 1,01°) = 53,0707531; (a - b)la™' + a*2?- b +
arm®-b2+..+a-b"2+ b1 = (1,02 - 1,01) - (1,02* + 1,023 - 1,01 + 1,022 - 1,012+ 1,02 - 1,01° + 1,01%)si
are aceeasi valoare ca mai sus daca o inmultim cu 1 000 (verifica calculele utilizand calculatorul sau
inteligenta artificiala!). Asadar, formula de descompunere a" - b"=(a - b)a"™' +a"?-b+a">-b>+
+...+a-b"?+ b"1) arata ca o diferenta mica intre doi factori determinanti devine semnificativa in timp
(mecanismul dobanzii compuse).

Autoevaluare

Bifeaza ce poti face dupa parcurgerea acestui capitol:
[] pot sa recunosc o progresie aritmetica sau una geometrica dintr-o lista de siruri date;

[] pot sa identific elementele definitorii ale unei progresii aritmetice sau geometrice in diverse
contexte;

[ pot sa calculez termenul general al unei progresii, sau suma primilor n termeni, cunoscand primul
termen si ratia progresiei;

[ pot sa utilizez proprietati ale progresiilor pentru efectuarea unor calcule (calcul de sume, rezolvari
de ecuatii, stabilirea unor relatii intre diverse numere reale) in diverse contexte;

[ ] pot sa transpun in limbaj matematic situatii din viata reala care se pot modela prin progresii arit-
metice sau geometrice;

[ ] pot sa analizez si sa compar siruri de numere reale care modeleaza situatii din viata reala
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1. Cetdteanul Icsulescu si-a facut urmatorul plan de economisire lunara, pentru anul 2027:

Luna lan Feb Mar Apr Mai lun lul Aug Sep Oct Noi Dec
Suma/lei 50 60 70 80

a) Identificati tipul de progresie format de sumele economisite lunar.

b) Identificati ratia progresiei.

c) Explicati ce reprezinta ratia in acest context.

d) Calculati suma economisita de cetateanul Icsulescu in luna decembrie.

e) Calculati suma totala economisita de personajul nostru in anul 2027.

f) Daca ar continua planul de economisire si in anul 2028, cat ar economisi in total in cei doi ani?

g) Cu acelasi plan de economisire, in ce an si in ce luna domnul Icsulescu ar reusi sa stranga din eco-
nomiile sale, incepute in ianuarie 2027, suma de 14 750 lei?

h) Cetateanul hotaraste ca, in perioada 2027-2031, in doi ani consecutivi din cei patru sa economi-

toate situatiile posibile si decideti care este situatia cea mai avantajoasa.

2. Liniile mijlocii ale unui triunghiimpart suprafata triunghiulara in 4 suprafete triunghiulare disjuncte.
Fiecarui triunghi nou obtinut i se aplicd acelasi procedeu, impartindu-l in alte 4 triunghiuri mai mici.
In fiecare partitie de acest fel, se numeste piesd un triunghi dintre toate cele congruente cu cele mai
mici laturi.

Pasul 1
A

1triunghi 4 triunghiuri ?

a) Identificati numarul de piese obtinute la Pasul 3.

b) Construiti doua tipuri de modelare a acestei constructii pentru a numara piesele obtinute la fiecare
pas: 1) cu ajutorul unei progresii aritmetice; 2) cu ajutorul unei progresii geometrice. Identificati, in fie-
care caz in parte, ratia progresiei.

c) Construiti singuri Pasul 4 si verificati daca sunt respectate regulile identificate anterior.

d) Scrieti termenul general al progresiei geometrice corespunzator Pasuluin,n € N'.

e) Analizati relatia dintre aria piesei de la Pasul 1 si aria unei singure piese obtinute la Pasul 2, respec-
tiv la Pasul 3.

f) Daca notam s_aria unei piese din partitia de la pasul n (de exemplu, la Pasul 1, s, este aria supra-
fetei triunghiulare initiale, s, este aria uneia dintre cele patru suprafete delimitate de cele 4 triunghiuri
congruente etc.), decideti daca sirul (8,) , este progresie aritmetica sau geometrica si, in caz afirmativ,

determinati ratia progresiei.
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3. Andrei si Bogdan investesc aceeasi suma initiala, S = 2 000 lei, cu randamente lunare diferite, res-

pectiv 3% si 2%.

a) Care sunt factorii de multiplicare pentru Planul A (al lui Andrei) si Planul B (al lui Bogdan)?

b) Care este suma finala a lui Andrei, respectiv a lui Bogdan, dupa 4 luni?

c) Calculati diferenta dintre cele doua sume finale.

d) Fara a calcula numeric, explicati de ce diferenta sumelor finale nu este 2000 - 0,1 - 4?

e) Notand a = 1,03 si b = 1,02, calculati S - (@ - b) - (a® + a?b + ab? + b). Este aceeasi cu diferenta cal-
culata la punctul ¢)?

f) Completati tabelul urmator:

Termen Semnificatia termenului
2000 (a-b)-a® diferenta produsa in prima luna, capitalizata in urmatoarele 3 luni
diferenta produsa in luna a doua, capitalizata in urmatoarele 2 luni
2000 (a - b)-ab?
diferenta produsa in ultima luna

g) Generalizati, pentru n anij, scriind apoi formula de descompunere a diferentei a™ - b".

A.
1. Identifica tipul de progresie si ratia fiecarei progresii din
imagine. L 1120 i7, 20,
2. Scrie ter 1 ral al sirului definit sintetic in fiecar :
Sc': e termenul general al s uufie nitsintetic in fiecare ) 243, 18, 543, 436,
dintre cazurile urmatoare. Stabileste care dintre aceste
siruri este progresie aritmetica, respectiv progresie [Py F L A
geometrica.
%322 b)0,v7,V26,V63,...; 0)2,-4,8,-16,32,..

3. Determind primii 5 termeni ai sirului (x,) si stabileste
neN*

daca acesta este progresie aritmetica sau geometrica, in cazurile:
_nn-1)

a)x = —— ,Vne N’ b) x =(-1D** Vn e N Ox =n-2""VYneN’;

d)x, =65536,x ,, = JX,vne N’; e)x, =2,x =-2x _, +1,Vnz2;

fix,=1,x =0+ Dx,VneN’; x=1,x,=1,x =x_ +x ,Vnz3.
4. Determina numerele reale a, b, ¢ stiind ca sirurile urmatoare sunt progresii aritmetice:

al, a 3, 0b,c..; b)a, b, 3, ¢, 7,...; ¢3,a b, c-9,..; d) a 2V2, b, 6V2, c,....
5. Determina numerele reale x, y, z stiind ca sirurile urmatoare sunt progresii geometrice:

. . 1111
a)2,x, 8,16, y, z, ..; b)x, 3, y, 9, 9V3, z, .. V% xp 32 B

6. Determind termenul general si suma primilor n termeni pentru progresiile aritmetice @, , cu
. neN*
ratia r, care au: ©
a)a =2, r=3; b)a, =3, r=-2; or=10, S,=72; d) a,=0, S,=-3V3.
7. Determina termenul general si suma primilor n termeni pentru progresiile geometrice (b)) , cu
neN*

ratia g, care au:
)b =2 q=73; b) b, =6, b, = 24; ob=1,8,=7 d)b, - b =4sib - b =-8.
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8. Calculeaza sumele:

a)10+ 11+ 12+ 13...+2026; b)2+4+ 8+ 16 +...+2048;
c)20+ 15+ 10+ 5+ ...+(-500); d)9+3+1+%+...+2173;

)X+ D+ X+5+x+9)+ .. .+(x+22D); f)3+2-32+22.33+...429. 30
g) 25+ 22(;32 + 23(;333 .2 ns1neN;

h)(l+%>+(3+g)+(5+%)+...+(2n—1+§), nz1,neN.

O progresie aritmeticd are primul termen a

‘ Progresie aritmetica
si ratia r (diferenta dintre termeni consecutivi).

aq a;+r a,; +2r a, +3r a,

@ @ @ @ L
r r r r r

@, = @y il — A
Ultimul termen: = T

a,=a;+(n-Dr

. Unde:
a, —a; =(n-1Dr
‘o =2 ) a; — primul termen

an, — a;
r

A, —a
e
i

Numarul de termeni dintr-o secventa finitd a unei progresii aritmetice este

=7l a, — ultimul termen

r —ratia

\

n — numarul de termeni

ultimul — primul

egal cu el

ratie

9. Demonstreaza ca:
aA)xf-64=(x-2Dx%+2x*+4x®+8x%+ 16x + 32),Vx €R;
b)x5+1=Kx+DKx*-x3+x2-x+1),VxER;

C) X2n+1 + y2n+1 = (X + y)(x2n _ X2n—1 . y + x2n—2 . y2 - =X~ an—l + y2n)’ Vx’y e R’ Vn e N
Se poate descompune, asemanator, suma x2" + y27, n € N'? Justifica.
10. Demonstreaza ca, daca masurile unghiurilor unui triunghi sunt in pro- 4
gresie aritmetica, atunci triunghiul are un unghi de 60°.
B.
. o . .. . 1-2n .
11.Se considera sirul V), definit priny, =3—7,Vn 2 1. Progresie

aritmetica

a) Scrie termeniiy,, y, v, (n21).
b) Demonstreazacdy, , -y, <0,Vnz1.
c) Este sirul progresie aritmetica? B 2

x—-d,x, x+d

12.Se considera sirurile (an)nEN* si (bn) o definite prina, = %, Vn 2 1, respectivb = 3’; — },Vn >1.
a) Scrie b in functie de a sia in functie de b,.
b) Scrie a ., in functiede a,.
c)Scrieb . sib , infunctiedebd .
d) Stabileste daca vreunul dintre sirurile date este progresie aritmeticd sau geometrica.
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13. Se considera sirul (bn) definit sintetic: 1,1, 2, 2, 3, 3, 4, 4,...,n, n, ...

eN*

a) Care este expresia analitica a sirului?

b) Demonstreaza cda, ., - a, ,=2,Vn 2 1.Cum interpretezi acest rezultat?

14. Stabileste daca numerele %,%,% se afla printre termenii sirului @) ,cu termenul general
neN*
n?+1 . . . .. ..
a, =53 ¥Yn z 1. Este acest sir progresie aritmetica sau geometrica?

15. Demonstreaza ca sirul (b ) T definitprinb, =4sib_ =14+ \/bj ,Vn 2 1, este si progresie aritme-
ne

tica, dar si progresie geometricd. Precizeaza ratiile progresiilor.

16.Se considera sirul (x) ! definit prin -
neN*

x =[vnl,Vn 2 1,unde [a] reprezintd partea  ~

intreaga a numarului real a. .

a) Scrie primii zece termeni ai sirului si ve-
rifica daca graficul alaturat corespunde repre-
zentarii termenilor sirului.

b) Calculeaza suma primilor 25 de termeni.  °

¢) Calculeaza suma primilor n termeni, pen- -
truneN". .

17. Se considera sirul (z)) , definit prin
neN*

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51 53 55 57 59
n

z €[0,1]siz =z -z?Vnz1.
> n+ n n

1
a) Demonstreaza ca, pentru z, =0 sau z, = 1, sirul ) este progresie geometrica. Precizeazd, in
neN*

fiecare caz, ratia progresiei.
b) Demonstreaza cd, daca z, € (0, 1), atunciz € (0, 1),Vn 2 1.

¢) Demonstreazacd z ,, <z,Vnz1.

18. Fie sirul (an)HEN*, definitprina, =0,a,=1sia, =a -a_ ,Vnz2.

a) Calculeazaa,.  b) Calculeaza a c) Calculeaza suma primilor 100 de termeni ai sirului.

2026°
19.8irul (x) estedefinitprinx, = 5,x,=13six, =5x,_, - 6x,_,
neN#*
Vn21.
20. Stabileste daca sirurile cu termeni generali 3n + 2, n? + n + 1, 2" + 1, 37", pentru n € N', sunt progre-
sii aritmetice, respectiv geometrice.

Vn 2 3. Demonstreazacax = 2"+ 3",

21.Determind primul termen si ratia progresiei aritmetice (@, daca:
neN*

a+a,-a =-1 2a,+3a,-a,=2 a,-a, =133
3 +a,=7 b) =2 NNa+a-=2
a,+a,= a,+a,= a,+a,=
22.Determind primul termen si ratia progresiei geometrice (b)  daca:
neN’
=3 _ _

2) b1+b2+b3_4. b{bl'b3_36. C{b10—3\/§-b7
3 ’ = ’ = :

b3+b4+b5=1_6 b2+b4 60 83 4+‘/§

23.Determina valorile lui x € R astfel incat cele trei numere sa fie in progresie aritmetica, in ordinea
data, in fiecare caz in parte:
a)2x+3, 3x-5, 10x + 9; b) x?+5x+7 x>+1, 1 -x-x%

O1+VX 2-VX, 1+2vX (x20; )2, [15¥], -10;

e) [%], X2 2 3, unde| - ] reprezinti partea intreaga.
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24.Determina valorile lui x € R astfel incat cele trei numere sa fie in progresie geometrica, in ordinea
data, in fiecare caz in parte:
al, x, 3; b)x?+ 1, 2x + 6, 20; c) 2, [1

x|, 8; d) [21], vx, 3 (x20).

25. Pe fiecare strada, casele au numere pare pe dreapta strazii si numere impare pe stanga strazii, pri-
vind din capatul din care incepe
numerotarea.

a) A cata casa de pe stanga strazii
are numarul 21?

b) Cate case se gasesc pe partea
dreapta a strazii, intre numarul 12
si numarul 36, incluzandu-le si pe
acestea?

— 26.Dobanda acordata de o banca pentru un cont de economii ,,cu capitalizare” este de 5% pe an. La fi-
ad nalul fiecarui an, dobanda se adauga la suma aflata in cont la inceputul anului, iar la aceasta suma
se aplica, din nou, aceeasi dobanda.
a) Dacd suma initiala din contul de economii este de 10 000 euro, ce suma va fi in cont dupa 5 ani?
b) Stiind cd o persoana are intr-un astfel de cont, la finalul unui an, 46 305 euro, ce suma a depus cu

3 ani in urma?
11 1
b-a 2b b-c¢

27. Se considera a, b, ¢ trei numere reale nenule si distincte. Demonstreaza ca, daca
in progresie aritmetica, atunci a, b, c sunt in progresie geometrica.

28. Calculeaza, in functie de primul termen al progresiei geometrice (y, ). si de ratia g a acesteia, pro-

dusul P = Hyk
29. Numerele reale X, y, zZau module diferite. Demonstreaza ca:
a) expresiile a = 5 +y, b=+ + % C=5 }r — sunt bine definite;

b) x2, y?, z?sunt in progresie aritmetica daca si numai daca a, b, c sunt in progresie aritmetica.
30. Stiind ca numerele reale a, b, ¢ sunt, in aceasta ordine, in progresie aritmeticd, demonstreaza ca:
a)a?+ab + b? a?+ ac+c? b*+ bc + c?sunt, in aceasta ordine, in progresie aritmetica;
b) —1 1
Vb +ve Verva ya
31. Se considera progresia @) . si numerele S=a, +a,+a,+..+a,, T=a,+a,+..+a, Determing,

1 7 (a, b, c > 0) sunt, in aceasta ordine, in progresie aritmetica.
+

10’
in functie de S si de T, primul termen si ratia progresiei, stiind ca:
a) (a,) este progresie aritmeticg; b) (a,) este progresie geometrica.
neN#* neN#

32. Stabileste valoarea de adevar a propozitiei: ,Numerele a, b, ¢, d suntin progresie aritmetica, in aceasta
ordine, dacd si numaidaca a + b, b + ¢, c + d suntin progresie aritmeticd, in aceastd ordine.”

33.Rezolva, in R, ecuatiile:
ladl

wtl ) (x+2)+ (x+2) + (x+2) + .+ (x+B2) =3306; b)2'-27-2°...2¥=16%, xEN;

OXP+x*+x3+x2+x+1=0; dx*+x3+x2+x+1=0;

e) [x + 110] [x + %] [x + %] +. [x + &] 99, unde [ - | reprezinta partea intreaga.

1024{x} -

)3 + 007 + 00° + .. +9° = o0 =5y

unde { - } reprezinta partea fractionara.
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34.Determina toate patrulaterele convexe cu masurile unghiurilor in progresie aritmetica.

Patrulatere convexe cu unghiurile
in progresie aritmetica

& x+d x+2d x+3d

B c B C PN

% x+3d

35.Demonstreaza ca numerele v2, V5, V7 nu pot fi termeni ai unei progresii aritmetice si nici termeni
ai unei progresii geometrice.
36.Fie (xn)neN* o progresie aritmetica de ratie r.
a) Demonstreaza ca termenii x,, Xy Xgp Xjgoor formeaza o progresie aritmetica si precizeaza ratia
acestei progresii.
b) Demonstreaza cd, daca (b,) . este o progresie aritmetica de numere naturale, atunci X5 Xy Xy

formeaza o progresie aritmetica.

3 4
2t

ot +...+%,q¢0,nel\l*.

37. a)Calculeaza sumaT=1 + % +

Exerseaza strategia/strategiile de calcul
pentru suma

o pentru g =2 si n= 20

2 3 4 19 20
7'(20):1.|.E.|.ﬁ.|.2_3.|_....|.ZR B
L
epentru cE s si n =50
2 3 4 49 50
T(50):1+_—1—+_12+_13 e _149:7
3 (3) (3) (_3) (3) /

st
',@: Atentie: ¢ # 0 si ¢ # 1 (termenii sunt bine definiti si ¢ 7% = qlk pentru k > 1).
=

b) Dacd (a,) este o progresie aritmetica de ratie r, iar (b,) este o progresie geometrica, cu ter-
neN#* neN#*

n
a
meni nenuli, de ratie g, calculeaza S = Zb—k in functiedea, b ,rsigq.
k=1 "k
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38.1n aplicatiile digitale, o imagine poate fi afisata progresiv:
initial cu putini pixeli, apoi cu un numar din ce in ce mai
mare, marindu-se claritatea progresiv. /

Problema pixelilor. Imaginea unui tigru este afisata pe te-
lefon. La inceput sunt afisati 100 de pixeli, iar la fiecare pas
numadrul de pixeli se dubleaza.

a) Modeleaza matematic situatia din imagine si raspunde /

se dubleaza

la intrebarea ,Cati pixeli vor fi afisati la pasul al saptelea?”.

b) Claritatea imaginii pe un ecran este foarte buna pentru
minimum 2 milioane de pixeli. Utilizeaza inteligenta artifici-
ala pentru a afla dupa cati pasi, in ipotezele posterului alatu-
rat, imaginea devine foarte buna. /

se dubleaza

se dubleaza

Proiect: Cum se propaga un mesaj pe retelele sociale?

M Context
Pe platforme sociale, un mesaj, un videoclip sau o campanie pot deveni virale. Studiul impactului
propagarii unor mesaje este una dintre preocuparile lumii in care traim.

M Scop

Proiectul are ca scop investigatia modului in care se propaga informatia si modelarea matematica a
acestui proces. La nivelul clasei, faceti o analiza comparativa a cresterilor liniare si a celor exponentiale,
dupa ce, in grupe de 8 elevi, veti studia aceste tipuri de cresteri pentru propagarea ,informatiei” in doua
scenarii posibile: 4 elevi din grupa vor lucra pe un scenariu, ceilalti 4 pe celdlalt scenariu, alegandu-si o
,stire” propagata pe retelele sociale in momentul inceperii proiectului.

® Scenariul A - crestere liniard: distribuirea mesajului se face la acelasi numar fix de persoane in
fiecare zi (cel putin 2) — progresie aritmetica.

® Scenariul B - distribuire exponentiald (virald): fiecare persoana, incepand din a doua zi, il trimite
la tot atatea persoane cati receptori au existat in a doua zi (cel putin 2) — progresie geometrica.

M Etapele proiectului
Primul termen si ratia progresiei: vor fi aceleasi pentru ambele scenarii. Primul termen va reprezenta
numarul de persoane care distribuie mesajul la un moment anume de timp, iar ratia va fi constanta
de variatie liniard, respectiv multiplicativad.
Termen general al progresiei. Suma primilor n termeni: fiecare echipa va avea un termen de control —
dupa 10 zile de la transmiterea mesajului — si va calcula numarul de receptori din a 10-a zi, precum
si numarul total de receptoriin cele 10 zile, considerand c4, de fiecare data, receptorii sunt persoane noi.
Aplicatii: Stiind ca interesul publicului pentru mesaj scade in timp, iar maximul de propagare se
atinge in a 10-a zi, elevii vor calcula in cat timp ,stirea” nu mai prezinta interes, daca scaderea
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interesului publicului - mdsurata in numar de receptori — are loc tot progresiv (in scenariul A cu o ratie
dublata in valoare absolutd, iar in scenariul B cu o ratie injumatatita fata de cea initiald).

B Rezultat asteptat. Un portofoliu digital sau fizic (poster) care sd contina:
® reprezentarea grafica a cresterii liniare sau exponentiale a propagarii mesajului, pentru fiecare subgrupa;
® analiza comparativa de impact in ziua a 10-a de la propagarea mesajului, in cele doua scenarii,
pentru aceeasi ,stire”, avand ca suport toate calculele aferente;
® analiza comparativa referitoare la termenul de ,,stingere” a interesului public pentru mesajul propagat;
® interpretarea rezultatelor calculate, in contextul evenimentului real care a produs ,stirea”.

M Implicarea membrilor grupului. Evaluare (cu accent pe proces)

® Roluri: fiecare membru al grupului va avea un rol sau mai multe, fara a se suprapune cu cele ale
coechipierilor (coordonator de date in contextul dat, designer grafic, auditori de calcule pentru calcule
diferite, negociator de concluzii cu subgrupa pereche).

® Evaluarea. Se evalueaza:

» progresul: cum ati integrat notiunea noua din fiecare lectie in proiect?

» rigoarea: sunt calculele corecte si bine justificate?

» colaborarea: cum ati analizat in echipa si cum ati negociat cu subgrupa pereche concluziile anali-
zei comparative?

» reflectia: in ce alte situatii poate fi aplicat modelul matematic pe care l-ati furnizat in proiect?

M Proiectul vizeazd urmatoarele competente si continuturi:

® competente: identificarea si utilizarea elementelor specifice progresiilor in diverse contexte prac-
tice, crearea modelului matematic si analiza rezultatelor acestuia pentru o situatie cotidiana.

® continuturi: progresii aritmetice si progresii geometrice; determinarea termenului general al unei
progresii, suma primilor n termeni ai unei progresii.

La finalul fiecarei lectii veti gasi informatii suplimentare pentru a parcurge etapele de realizare a
proiectului!

Adauga portofoliul digital (printat) sau posterul la PORTOFOLIUL tdu de invdtare.
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Test de evaluare sumativa

. _3n+2
1. Sirul (x,)  are termenul general x === nz1.

a) (1p) Calculeaza suma primilor trei termeni ai sirului.

SIRURI S| PROGRESI|

b) (1p) Demonstreaza ca sirul nu este nici progresie aritmetica, nici progresie geometrica.

2. Se considerd sirurile () 1s,;i (b,)
nz

nz1

a) (1p) Daca @) este progresie aritmetica, cu a, = 8 si ratia r = 3, determina a

50 de termeni ai progresiei.

4026 S1 SUmMa primilor

b) (1p) Daca (b,)  este progresie geometrica, cu b, = g = 2, unde g este ratia progresiei, calculeaza b,

si suma primilor 12 termeni ai progresiei.

c) (1p) Verifica daca numarul 512 este termen al fiecarei progresii.
3. a) (1p) Afla valorile lui x € R stiind ca numerele x? x2? + 2 si x* + 8 sunt termeni consecutivi intr-o

progresie geometrica.
b) (1p) Determina x € N stiindca1 +5+ 9 +...+x = 780.

4. (1p) Un cont de economii are dobanda capitalizata de
6% pe an, insemnand ca dobanda acumulata la finalul
unui an se adauga la suma existenta la inceputul anu-
lui, iar in anul urmator dobanda de 6% se aplica intregii
sume. Un elev isi depune intr-un astfel de cont bursa de
merit economisitd, in valoare de 5 000 lei. Dupa cati ani
elevul va avea in cont cel putin 6 000 de lei?

5. (1p) Determina numarul real a stiind cd numerele q, [a],
{a} sunt, in aceasta ordine, termeni consecutivi ai unei
progresii aritmetice ([a] reprezinta partea intreaga a nu-
marului a, iar {a} reprezinta partea lui fractionara).

Dobanda
capitalizata
6% pe an

Tinta:
] cel putin
I?e!:unere : E | E 6000 lei
initiala: H AEEEIE
5000 lei

Timp de lucru: 100 de minute
Nota: Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.

@ MATEMATICA CLASA a 9-a
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»0 functie este o masina care trans-

forma intrari in iesiri.”
— Keith Devlin (n. 1947), profesor la
Stanford University si autor al multor lu-
crari de popularizare a matematicii.

De la temperatura unei zile si consumul
de energie pana la traiectoria unui obiect,
multe situatii pot fi descrise prin reguli care
asociaza fiecdrei valori de intrare o valoare
de iesire. Aceste reguli poartd numele de
functii.
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Functii — Proprietati generale

In viata de zi cu zi, procesele si fenomenele se descriu prin relatii de dependentd. De exemplu, costul
total al consumului de energie electrica variaza in functie de numarul de kilowati-ora inregistrati, aria
suprafetei unui disc depinde strict de lungimea razei sale, viteza de propagare a unei epidemii evolu-
eazd in functie de timp. Chiar si in domenii de varf, cum ar fi criptografia sau informatica, conceptul de
dependenta este esential. De exemplu, algoritmul care calculeaza o valoare de hash (o amprenta digitala
unica a unui fisier) asociaza fiecdrui set de date de intrare o singurd secventa de iesire. In esenta, toate
aceste situatii implica o corespondenta prin care fiecdarui element dintr-un prim set de valori (variabila
cauza sau independenta) ii este asociat, intr-un mod strict determinat, un singur element dintr-un al
doilea set de valori (variabila efect sau dependenta).

Nevoia de a descrie, de a analiza, de a modela si de a prezice riguros aceste relatii unice si stabile a
generat conceptul fundamental si universal valabil in matematica: functia.

@

O functie f definitd pe o multime A cu valori in multimea B (notata f:A — B) este o lege de corespon-
denta care asociaza fiecarui element x din multimea A un singur element y din multimea B.
Acest element y se numeste imaginea lui x prin functia f si se noteaza y = f{x); uneori scriem x — f(x).

MULTIMEA DOMENIU (f: A —_ B) MULTIMEA CODOMENIU

Fiecdrui element x € A
7i corespunde un SINGUR
elementy = f(x) €B

DEFINITIA UNEI FUNCTII (f: A - B)

O functie f : A — B este o lege care asociaza fiecarui element x € A un singur element y € B, notat f(X).

Domeniul de definitie (A): multimea elementelor x (variabila independentd, argumentul functiei).

Codomeniul (B): multimeain care functiaiavaloriy (variabila dependentd, rezultatul corespondentei).

Imaginea functiei (Im(f) sau f{A)): multimea tuturor valorilor efectiv obtinute prin functie (cele care
sunt rezultatul direct al corespondentei). Formal, Im(f) = {f{ix) € B | x € A}.

Imaginea unei submultimi: daca C c A, multimea f(C) = {f(x) | x € C} este imaginea multimii C prin
functia f.

Domeniul maxim de definitie al functei: multimea tuturor elementelor x pentru care legea de cores-
pondenta f{x) are sens.
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Nu orice punere in relatie (corespondentd) a elementelor a doua multimi este functie. Astfel, o cores-
pondenta nu este functie daca cel putin unui element din domeniul de definitie ii sunt asociate doua sau
mai multe valori in codomeniu sau nu ii corespunde niciun element din codomeniu (nu este respectata
conditia de unicitate a imaginii).

Toti termenii unui sir (a_ ) _, pot fi priviti ca fiind valorile unei functii ;N — R, unde fin) = a..

Exemplu de corespondenta care NU este FUNCTIE

Domeniu (A) Codomeniu (B)

DE CE ACEASTA CORESPONDENTA NU ESTE O FUNCTIE?

Definitia Functiei: O corespondenta f: A - B este o functie dac fiecirui element x din Domeniul A
7i corespunde un unic element y din Codomeniul B.

n EIementuI@din Domeniul A are dou3 corespondente distincte in Codomeniul B (‘a’ si ‘c'). (f(3)={a, c})

Modalitati de descriere a unei functii

O functie poate fi descrisa in mai multe moduri:
® analitic (prin formula): f:D — R, fix) = 1

; domeniul maxim de definitie D = R ~ {-2, 2};

X2 — 4)
® sintetic (prin tabel de valori): utilizat frecvent pentru functiile definite pe multimi finite.
X 1 2 3 4
fx) A 0 3 -5

® grafic: prin reprezentarea geometrica a perechilor (x,f{x)) intr-un reper cartezian xOy, in cazul
functiilor numerice (al functiilor definite pe R sau submultimi ale acesteia);
® descriptiv (prin descrierea corespondentelor): de exemplu, ,Functia care asociaza fiecarui numar
real cel mai mare numar intreg, mai mic sau egal cu el” (functia parte intreagd, f:R — R, fix) = [x]);
® ccuatie functionala: de exempluy, fix) + 21 - x) = x,Yx € Rsauy =3x + 2,Vx € R.

Functii egale. Restrictii. Preimagine

@

Doua functii f:A — B si g:C — D sunt egale daca:

® A = C (au acelasi domeniu de definitie);

® B = D (au acelasi codomeniu);

® f(x) = g(x), pentru orice x € A (au aceeasi lege de corespondenta).

Observatie: In acest caz, notatia utilizata este f= g.
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Functiile f,g:{-1,0,1} = R, filx) = x2 si g(x) = x* sunt egale. Justificd, apoi da exemplu de perechi de
functii care nu sunt egale pentru ca nu indeplinesc exact una dintre egalitatile din definitie. Compara cu
exemplele colegilor.

@

Se considera functiaf:A — B.Dacd A’ C A, atunci functia g:A’ — B definita prin g(x) = f{x) pentru orice
x € A’ se numeste restrictia functiei fla multimea A".

Exemplu: functia g:(0,») — R, g(x) = 2x + 1 este restrictia functiei /R - R,filx) = 2x + 1.

@

Se considera functia f:A — B si y un element pomenwt  (f:A— B) copoMENIuL
din codomeniul B.

Preimaginea (sau imaginea inversa) elemen-
tului y prin functia f este multimea tuturor ele-
mentelor x din domeniul A care, prin functia
f, sunt puse in corespondenta cu elementul y.
Preimaginea este notata f~'({y}) si este definita

astfel: f'({y}) ={x€e A | fix) = y}.

Observatie: Preimaginea unui singur element

A . < PREIMAGINEA |
y este intotdeauna o multime, care poate sa nu ) elementului y* i
contind niciun element sau sa contind unul sau - Sau l{maginea an}ersa):
. . . XXX
mai multe elemente din domeniul A. s

Preimaginea unei submultimii YCB este

fU(Y)={xeA|fix) e Y}, adica multimea tuturor PREIMAGINEA UNUI ELEMENT

elementelor din domeniul A care au in corespon- DEFINITIA: Multimea elementelor x € A care, prin f, au ca rezultat y".
. . o 7,"_%,.' = {y*
denta prin functia f elementele ce formeaza Y. fltx X2 x3)) = )

~

rQ
Se considera multimile A = {Alex, Bianca, Cristian, Dora} (domeniul) si B ={7, 8, 9, 10} (codomeniul,
reprezentand notele posibile la un test); functia f:A — B asociaza fiecarui elev (identificat prin prenu-
mele sdu) nota obtinuta la test: flAlex) = 9, fiBianca) = 8, f{Cristian) = 9, f{Dora) = 10.
Pentru a determina preimaginea notei 9, identificam elevii x pentru care f{x) = 9; cum doar f{Alex) = 9,
si f{Cristian) = 9, preimaginea notei 9 este multimea: f~'({9}) = {Alex, Cristian}.

Reflectie: Ce multime reprezinta f'({7}? Are sens f~'({6}?

Un elev vrea sa aleaga un plan tarifar pentru abonamentul de date mobile (internet). Compania X
ofera un abonament care include o taxa lunara fixa plus un cost suplimentar pentru fiecare GB (Giga-
byte) consumat peste limita inclusa.

Datele abonamentului:

® taxa fixd (abonament de baza): 30 lei pe luna.

® cost suplimentar: 5 lei pentru fiecare GB consumat peste traficul inclus.

Modelul matematic: exprimam costul total lunar C in functie de traficul de date suplimentar x (in
GB) consumat.
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Variabile:

® x - variabila independenta: valorile corespunzatoare traficului suplimentar consumat, in GB; dome-
niul de definitie (din punct de vedere practic) este D = [0, ) (nu se poate consuma un numar negativ de GB);

® C(x) - variabila dependenta: costul total lunar, in lei.

Functia corespunzatoare modelului este C:[0,~) - R, C(x) = 5x + 30.

Interpretare:

® Coeficientul lui x (a = 5) reprezinta costul marginal: 5 lei pentru fiecare GB suplimentar.

® Ordonata la origine (b = 30) reprezinta costul fix (abonamentul de baza).

® in conditiile unui consum de 10 GB peste limita inclusd in abonament, costul total al lunii in care
s-a inregistrat acest consum este C(10) = 50 + 30 = 80 (lei).

® Pentru un consum responsabil, elevul solicitd companiei sa fie atentionat in momentul in care
costul total lunar atinge valoarea de 80 de lei; astfel, elevul trebuie sa se incadreze intr-un trafic supli-
mentar pentru care C(x) < 80, atentionarea fiind asociata pragului de 10 GB.

N

ol
1

A
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&
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Definim o relatie &% intre doua multimi in contextul unei discipline, de exemplu, Informatica:

® domeniu: A = {Elevii clasei a IX-a}

® codomeniu: B = {Notele posibile}, adica B={1, 2, 3,..., 10}.

Relatia %: fiecare element (elev) din multimea A este asociat cu multimea tuturor notelor obtinute de
elev la Informatica in timpul unui an scolar, % : Elev — Note obtinute la Informatica

Relatia # nu indeplineste conditia de unicitate din definitia functiei (fiecare element din domeniul A
trebuie sa aiba asociat un singur element in codomeniul B), deci nu este o functie.

Insd, modificAnd Elev — Media finala obtinuta, putem obtine o functie.

Exemple de functii numerice: modulul, partea intreaga si partea fractionara

Functia modul (sau valoarea absoluta), definita prin f:R — [0,), fix) = |x|, mdsoara distanta de la
origine la punctul x pe axa numerelor, codomeniul putand fi restrictionat doar la valori nenegative.

Functia parte intreaga asociaza fiecarui numar real x cel mai mare intreg care nu il depaseste, notat [
xl(adica[x] < x < [x] + 1); astfel, obtinem f:R = Z, f(x) = [x]. In completarea acesteia, functia parte fracti-
onard, f:R — [0, 1) este definita prin legea f(x) = {x} = x - [x]. Impreuna, aceste functii permit descompu-
nerea oricarui numar real x intr-o valoare intreaga si una reziduald (subunitard, nenegativa): x = [x] + {x},
oricare ar fi x. Imaginea functiei parte intreaga este multimea Z, iar imaginea functiei parte fractionara

este [0, 1).
)\
~

1. Se considera functia f:{ - 2,-1,0, 1, 2} » R, fix) = 2x - 1.

Determina domeniul de definitie, codomeniul si imaginea functiei. {l} l

Rezolvare: whil

Prin identificare, domeniul de definitie este A = {-2,-1, 0, 1, 2},
iar codomeniul este R.

Pentru imaginea functiei (Im(f)), calculam valorile functiei pentru fiecare element din domeniu:
f=2)=2(-2)-1=-5 f[-1)=2(-1)-1=-3, l0)=200)-1=-1, [1)=2(1)-1=1, fi2)=2(2)-1=3.
Imaginea functiei este multimea formata din valorile calculate: Im(f) = {-5,-3,-1, 1, 3}.

2. Se considera functia f:A — BsiA,A, CA. Atuncif(A1 U AQ) = f(Al) U f(A2).

Demonstratie:

Vom folosi metoda dublei incluziuni.

»,C” Demonstram ca f(A1 UA2> c (A ) Uf(AZ); fie y ef(A1 UAz) =>3dx€A UA, astfel incat

foo=y=(xeA)v(xea,) = (fo ef(Al)l) vV (foo €fla) = f(x) e f(A,) UF(A,).
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» 2" Demonstram céf(A1 U Az) Z_Df(Al) Uf(Az); fiey ef(Al) Uf(Ag) => (y ef(Al)) \Y% (y ef(Az)). Daca
y ef(Al) = dx €A, astfel incat f(x) =y=>X€EA UA, =>f(x) ef(A1 UA2>. Daca y ef(AQ) = Ix €A,
astfel incatf(x) =y =>x€A UA, = f(x) ef(A, UA,).
{2x +1, x<0

3.Se considera functia f:R - R, fix) = 3x+2, x>0

Rezolvare:

Din 2x + 1 = y obtinem x = % Cum x € [-1, 0], obtinem y € [-1, 1], de unde f{[-1, 0]) = [-1, 1]. Mai
departe, fi(-1, 1]) = A(-1,0] u (0, 1]) = (-1, 0]) U (0, 1]) = (-1, 1] U (2, 5].

Im(f) = fl(==,0]) U0, ) = (==, 1] U (2, ).
3x-1, x<0
-x2+3, x20

Determina f{{-1, 0]), (-1, 1]) si imaginea functiei.

4. Se considera functia f:R — R, f(x) = { . Determina f{(-2, 3]).

Rezolvare:
fi(-2,3]) = fi(-2, 0)) U fl[0, 3]).
Pentru f{(-2, 0)), consideram ecuatia 3x - 1 =y, care trebuie sa aiba solutie in (-2, 0), asadar

1
Y e(-2,0>ye(-7-1).

Pentru f{[0, 3]), consideram ecuatia -x?+ 3 =y, care trebuie sa aiba solutie in [0, 3]. Pentru ca
ecuatia x2=3 -y sd admitd solutii reale este necesar ca 3-y20=ye(-»,3]. In continuare,
x=+/3-y€[0,3]=>3-y€[0,3]>3-ye[0,9] >ye]-63].

In concluzie, f{(-2, 3]) = A(-2,0)) U ([0, 3]) = (-7,-1) U [-6, 3] = (-7, 3].

&
A.

1. Care dintre asocierile urmatoare definesc o functie?
a) unei persoane ii asociem varsta ei;
b) unei carti ii asociem numarul de pagini;
c) unei drepte din spatiu 1i asociem un plan paralel cu ea;
d) unei pasari ii asociem o culoare a penajului;
e) unui triunghi ii asociem centrul sau de greutate.
In cazurile cu raspuns cert afirmativ, justifica si apoi determind domeniul si codomeniul.

2. Fie functia f:{-3, 0, 3} = Z,f{x) = 5 — x. Determina imaginea functiei.
3. Decide care dintre urmatoarele corespondente f:{1, 2} — {1, 2, 3} reprezinta o functie si justifica:
a)fl1) = 1,/2) = 3; b) (1) = 2,f1) = 3,(2) = 1.
4. (Activitate in pereche) Se considera multimea A = {2, 4, 6, 8} si corespondenta x — g Determinati
toate submultimile B C A astfel incat corespondenta sa corespunda:
a) unei functii f:B - Z; b) unei functii f:B - Q.
Comparati raspunsurile la nivelul clasei.
2x?+1, dacax< -1

5. Calculeaza f{2) si f-1) pentru functia f:R — R,f{x) = 1, dacaxe[-1,2}
%, dacax =2
6. Se considera functia f:R — R, f(x) = 4. Determina Im(f).
7. Scrie restrictia functiei f:R - R,f(x) = [x| - 2 la domeniul A = [0, ). Reflecteaza si asupra formulei
corespunzatoare legii de corespondenta.
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8. Determina a € R astfel incat functiile f,g:R — R, f{x) = (a - 1) x? si g(x) = 0 sa fie egale. Explica de ce
nicio alta lege de corespondenta aleasa pentru functia g nu mai poate indeplini conditia de egalitate
a functiilor, oricare ar fi a € R.

9. Studiezi un model matematic simplu pentru un traseu de hoverboard. Iniltimea la care te afli (in
metri), descrisa de f{x), este data de legea f{x) = 2x - 3, unde x € R este timpul in secunde. Deter-
mind preimaginea inaltimii de 7 metri.

B.

10. Se considerd f:R — R, f(x) = 3x — 5. Demonstreaza ca daca x, # x,, atunci f{x,) # f(x,).

11. (Activitate in pereche) Determinati domeniul maxim de definitie A C R pentru urmatoarele functii:
) fiA - R f(x) = Vx + &; b) f:A - R,fix) = 2+ L, 0 fA = R,fix) = -

x-3"
Pentru toate functiile de mai sus, definite pe domeniul maxim de definitie, calculati imaginile cores-
punzatoare valorilor O si 2. Sunt 0 si 2 imagini ale vreuneia dintre functiile de mai sus?

12. Se considera functia f:Z — Z,f(x) = x? - x + 1. Verifica daca elementul y = 1 apartine imaginii func-
tiei, iar in caz afirmativ determina preimaginea acesteia. Aceeasi cerinta pentruy = 0.

2x+1, x<0

3x+a, x>0
zeazd multimea de valori reale ale lui a pentru care, oricare ar fi y € R, f*'({y}) reprezintd o multime
cu cel mult un element.

14. Se dau functiile fi[1, 2] - R,fix) = x + 1 si g:[1, 2] = [2, 3],g(x) = x + 1. Sunt functiile f si g egale?
Justifica.

15. Se considera functia f:R - R, fix) =

13. Se considera functia f:R - R, f(x) = { Determina a € R astfel incat f{0) = f{1). Preci-

X
x2+1°
16. Determind imaginea functiei: a) /R — R,fix) = x>+ 1; b)fi[-1,2] -» R,fix) = 2x + 3.

17. Se considera functia f:Q — Q,f(x) = x + 2. Da exemple de restrictii ale acestei functii, apoi determina
restrictia care sa aiba imaginea {1, 3}.

18. O colega modeleaza traiectoria mingii aruncate la un cos de baschet, unde f{x) este inaltimea (in
metri) la care se aflda mingea in functie de distanta orizontala x (in metri) fata de punctul de arun-
care. Functia este: f{x) = -x? + 4x, domeniul de definitie este D = [0, 4]. Determina preimaginea inal-
timii de 3 metri.

19. Andrei foloseste autobuzul pentru a ajunge la liceu. El are un card de transport reincarcabil. Costul
initial al cardului este de 15 lei (taxa pe care o plateste o singura data la inceput, contravaloarea car-
dului), iar costul unei calatorii este de 3 lei. Andrei si-a propus sa nu cheltuie mai mult de 105 lei pe
transport, incluzand si costul initial al cardului.

a) Defineste o lege fix) care exprima costul total pentru transport (in lei) necesar lui Andrei, in functie

de numdrul de calatorii efectuate (x).

b) Stabileste domeniul de definitie D al functiei, tinand cont de bugetul maxim propus de Andrei (105
lei) si de faptul ca numarul de calatorii este un numar intreg si pozitiv.

c) Determina imaginea functiei, Im(f), adica multimea tuturor costurilor totale posibile pe care le
poate avea Andrei, respectand bugetul propus.

‘o f\o/
C. - oy
% -

20. Se considera functia f:N — N care verifica relatia f(x + y) = fo0 + f(y),
pentru orice x,y € N si pentru care f{1) = 3. Demonstreaza prin inductie
cd, pentru orice numere naturale x, x,,...x,, f(X, + X, +...+ X)) =

fox) + fix,) +...+ f(x,). Calculeaza f2 030).

Justifica faptul ca 1 & Im(f).
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21. (Activitate in pereche) Determinati imaginea functiei f:R — R, f(x) = i P }
tra cu a altor perechi.

22. Se considera f:R — R o functie cu proprietatea ca f{x + y) = fix) + fy), pentru orice x,y € R si pentru
care fl0) = 0. Demonstreaza ca exista a € R astfel incat fla) < 0 sau fix) = 0,Vx € R.

23. Determina toate functiile f:R — R,f(x) = ax + b, cu a,b € R, astfel incat f{x?) = x - f(x) pentru orice
xeR.

24. Un dezvoltator de aplicatii pentru telefoane foloseste o functie pentru a modela scorul de popularitate
fix) al unei noi aplicatii, in functie de numarul de zile x de la lansare. Scorul este influentat de recenzii
{ 4x +10, daca0<x<5

si promotii. Functia este definita pe ramuri pe domeniul D = [0, «): f{x) =
> P ’ ’ P P [0, ): f1x) -2x+ 40, dacax>5

Determina toate momentele x la care scorul aplicatiei a fost egal cu 30.
25. Se considera functia f:R — R, care verifica relatia: x - f(x) + 2 - {1 - x) = x2 + 1, pentru orice x € R.
Determina expresia analitica a functiei f.

26. Determina toate multimile finite A C Z pe care poate fi definita o functie f:A — A care verifica pro-
prietatea f{f(x)) = x pentru orice x € A.

27. Alina vrea sa se aboneze la o platforma de streaming. Compania care detine platforma are un sistem

de tarifare pe baza de consum lunar, structurat pe doua trepte: pdand la 10 ore de vizionare (inclusiv)

- costul este de 15 lei (un tarif fix, indiferent de timpul de utilizare a platformei), respectiv peste 10

ore de vizionare aplicandu-se, pentru fiecare ora suplimentara care depaseste limita de 10 ore, un

cost de 2 lei pe ora.

a) Defineste legea f(x) care exprima costul total lunar (in lei) platit de Alina in functie de numdrul de
ore vizionate (x).

b) Stabileste domeniul de definitie D al functiei, presupunand cd, din motive practice (somn, scoala,
teme), Alina nu poate viziona mai mult de 80 de ore pe luna.

c) Determina imaginea functiei Im(f), adica multimea tuturor costurilor totale posibile pe care le
poate plati Alina.
28. Se considera multimile A = {1, 2, 3} si B = {a, b}.

a) Cate elemente contine produsul cartezian A x B?

b) Daca f:A — B este o functie, cate elemente contine G, ?

c) Cate functii f:A — B exista?
29. Determina imaginile urmatoarelor functii: a) /R - R,fix) = 2x+ 3;  b) fiR - R, flx) = 3;

0 fi(1,») - R,Ax)=3x+5;, d)fR~ {1} - R,flx) = 2;:'11; e) iR - R,flx) = x? - 2x.

. < - _ x+2, x<-1
30.Sec0n31deraf.[R—>IR,f(x)—{_2x+3, x> -1

3.) {_2’ 3} , b) [2’ 4) ; C) (_3) 5) 5 d) (_°° ’ _2] ; e) (_5’ 0)) f) R.
x2+1, x<0

Vx+3, x20
a) Determina f{[0, 2)) si f'({3}); b) Este 1 ovaloarealuif? c) Verifica faptul ca Im(f) C (1, ).

. Determind imaginile multimilor prin functia f:

31. Se considera functia f:R — R, f(x) = {

(-1, x<-1
1 1 1 *
- XE[—ﬁ, n+1)n€N W
32. Se considera functia f:R - R,fix) =4 O, x=0 . '
1 VW
ﬁ X e ( n+1’ n] n E N /
! x>1
Determina valorile functiei in punctele: 2, 3,-4, 1, -1, 5,—% 22272 \

’2’3’3’57 b
AN JJ;
N
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Graficul unei functii. Drepte remarcabile
si interpretare geometrica

In lectia anterioara, functia a fost introdusa ca fiind o corespondenta ce modeleaza dependenta din-
tre doua marimi, in anumite conditii. Desi o formula analitica (precum f(x) = 2x + 1) ne ofera precizie,
ea nu ne dezvaluie imediat comportamentul functiei — cum variaza valoarea pe masura ce argumentul
se schimba.

Graficul unei functii este instrumentul esential care ne permite sa transpunem relatiile algebrice in
imagini geometrice, facilitind interpretarea rapida a datelor.

)
Se considera f:A — B o functie, unde A,B C R.
Graficul functiei f, notat G, este multimea tuturor perechilor (x,y) care satisfac relatia y = f{ix), unde
x apartine domeniului A.
Gf= {(x,y) | xeAsiy =ﬂx)} = {(x,ﬂx)) | xeA}.

Este important de retinut ca G, este o submultime a produsului cartezian A x B.

Exemplu:

Multimea care reprezinta graficul functiei f:{-2, 0, 2} — R, f{x) = x? este: G, = {(—2, 4),(0,0),(2, 4) }

Graficul unei functii numerice se poate reprezenta geometric intr-un sistem de axe xOy: pentru o
pereche ordonata (x,y) € G, primul element al perechii este abscisa (x — pozitia pe orizontald), iar al
doilea element este ordonata (y = f{x) — pozitia pe verticald, indltimea). Fiecarui element din multimea
Gf ii corespunde un unic punct geometric M(x,y) in plan, iar multimea punctelor M este reprezentarea
geometrica a graficului functiei. Convenim sa identificam graficul cu reprezentarea sa geometrica.

Intersectia graficului cu axele de coordonate

Atunci cand existd, punctele de intersectie cu axele de coordonate sunt primele repere in trasarea
unui grafic:

Intersectia cu axa Oy (axa ordonatelor) Intersectia cu axa Ox (axa absciselor)
Daca 0 € A (domeniul de definitie), punctul Se rezolva ecuatia f(x) = 0.
de intersectie este P(0,£(0)). Solutiile acestei ecuatii sunt abscisele punctelor de intersectie.

Daca 0 & A, nu exista intersectie cu axa Oy.  Fiecarei solutii reale x, a ecuatiei f(x) = 0 Ti corespunde cate un
punct de intersectie, P(x,,0).

G,N O, poate fi vida sau formata dintr-un G, N O, poate fi vida, poate contine un singur element sau mai
singur element. multe.
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Drepte remarcabile in planul in care este fixat un reper cartezian

Studiem intersectia graficului cu doua tipuri de drepte:

® drepte verticale (de forma x = m,m € R): reprezinta toate punctele din plan care au aceeasi abs-
cisa m; daca m apartine domeniului de definitie, intersectia dreptei x = m cu graficul G, corespunde
unui unic punct (m, f{m));

® drepte orizontale (de forma y = m,m € R): reprezinta toate punctele din plan care au aceeasi or-
donata m; intersectia dreptei y = m cu graficul se obtine rezolvand ecuatia f(x) = m.

Interpretarea geometrica a solutiilor ecuatiilor f(x) = m si f(x) = g(x)

Ecuatia f(x) = m — Solutiile acestei ecuatii sunt abscisele punctelor de intersectie dintre graficul
functiei f si dreapta orizontald y = m. Numarul de solutii reale distincte ale ecuatiei este egal cu
numarul punctelor de intersectie.

Ecuatia f(x) = g(x) — Solutiile acestei ecuatii sunt abscisele punctelor de intersectie dintre cele doua
grafice: G, si G,.

. . . DETERMINAREA SEMNUL_UI UNEI FUNCTII
Semnul unei functii numerice (f(x) > 0sauf(x) <0)
(INTERVALELE DE SEMN

Determinarea semnului unei functii numerice (multimile
de numere reale pe care f{x) > 0 sau f{x) < 0) se bazeaza pe ZDN& a’;gﬁl;g%iﬁgﬁ"ﬁgg%‘;”’
pozitia graficului fata de axa Ox.

® in cazul fix) > 0, graficul G, se afla deasupra axei Ox; fE)SU ;
® in cazul fix) < 0, graficul G, se afla sub axa Ox. y
Punctele in care graficul intersecteaza axa Ox (adica so- xy

lutiile ecuatiei f{x) = 0) marcheaza schimbarea de semn a (=0 e

functiei.

ZONA f(x) < 0 (SEMN NEGATIV)
o Graficul este sub axa OX
Interpretare grafica
DETERMINAREA SEMNULUI unei functii se bazeaza pe pozitia
Imaginea unei submultimi A, a domeniului (imaginea graficului fata de axa Ox

unei restrictii a functiei) se determina grafic astfel:
® se identifica portiunea de grafic corespunzatoare submultimii respective, ridicand perpendiculare
pe Ox prin punctele lui A ;
® proiectia pe axa Oy a portiunii de grafic obtinute este imaginea lui A,.

DETERMINAREA IMAGINII UNEI SUBMULTIMI £(S) DETERMINAREA PREIMAGINII UNEI SUBMULTIMI f%(T)
(IMAGINEA RESTRICTIEI FUNCTIEI) (PREIMAGINEA RESTRICTIEI FUNCTIEI)

IMAGINEA LUI IDENTIFICAREA PORTIUNEA DE GRAFIC || DETERMINAREA PREIMAGINII LUI T
€f(S) - VALORI SUBMULTIMII S PE AXA Ox PENTRU T (GREEN) || 1. Identificati T pe Y.
y DE IMAGINE Identificati portiunea de grafic Identificarea portiunii de grafic | 2. Proiectati orizontal pe f(x)
corespunzitoare, ridicand perpendiculare corespunzatoare submultimii T, {} 3 Projectati vertical pe OX.
construind perpendiculare pe 0
OY prin punctele lui T.
DETERMINAREA IMAGINITLUI §
1. Identificati Spe X. /
2. Proiectati pe f(x).
3. Proiectati pe QY.

o—p

B————— e———
- ; . i - ;
}
\i/ SUBMULTIMEA S PREIMAGINEA LUI T

ScX

PROIECTIA PE AXA OY A PORTIUNII DE GRAFIC PROIECTIA PORTIUNII DE GRAFIC PE AXA Ox ESTEf(T)
Proiectia este imaginea lui S, f(S) = {y | y=Ff(x), xS} Proiectia este preimaginea Iui T, f~'(T) = {x | f(x)T}

DETERMINAREA IMAGINII UNEI SU iului: inea se determind prin DETERMINAREA PREIMAGINII UNEI SUBMULTIMI a codomeniului: Putem proceda §i
identificarea portiunii de grafic cores S timi nd perpendiculare pey identificm portiunea de grafic corespunzatoare submultimii, construind perpendiculare
0X prin punctele lui S, apoi proiectand ac e peaxa 0 ctia este imaginea [Uf§? pe OY prin punctele lui T; proiectia portiunii de grafic rezultate pe OX este preimaginea Iuf§J?
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Putem proceda si reciproc, pentru determinarea preimaginii unei submultimi B, a codomeniului,
astfel:
® identificam portiunea de grafic corespunzatoare submultimii respective, construind perpendicu-
lare pe Oy prin punctele lui B ;
® proiectia portiunii de grafic rezultate este ™ ( Bl).
e
2x+1, x<0

Fie functia /R - R = :
ie functia f:R — R, f(x) {—%x, x>0

G.n 0x ={(-1,0)};G,n Oy ={(0, 1)} ;

f((_l’ 2]) =f((_1’ O]) Uﬂ(()’ 2]) = (O’ 1] U [_1’ 1) =
[-1,1] ~{0};

f1(=1,0) = (-2,-1) u (0, 2).

&

In contul sdu de economii, elevul are o suma initiala
de 100 de lei, din care decide sa cheltuiasca cate 10 lei in
fiecare saptamana (gustari, transport suplimentar etc.).

Modelul matematic pentru suma de bani f{x) ramasa in contul de economii al elevului, in functie
de numarul de saptamani trecute x; legea care descrie economiile elevului este: 100
fix) =-10x + 100.

Variabile: x — numarul de saptamani trecute (x 2 0); f{x) — suma ramasa in cont
(in lei) la momentul x.

Intersectia cu axa Oy: se obtine pentru x = 0; f{0) = -10(0) + 100 = 100; punc-
tul de intersectie este (0, 100). Semnificatie: la momentul initial (x = 0 saptamani),
elevul are 100 de lei in cont.

Intersectia cu axa Oy: se obtine prin rezolvarea ecuatiei f{x) = 0; -10x + 100 = 0
,de unde x = 10; ecuatia admite o unica solutie, deci obtinem un unic punct de in-

0.2 0.4 0.6 08 1 112

1

80

80

40

tersectie, (10, 0). Semnificatie: dupa 10 sdptamani, suma ramasa in cont devine 0 =
lei. La acest moment, banii elevului s-au terminat complet. :
Semnul functiei: semnaleazd cand suma de bani este pozitivd, zero sau nega- e =
tiva (desi o suma negativa nu este realista in acest caz, ea ne arata cand elevul ,iese
pe minus” sau ar avea nevoie de credit). ¥ 5

® pentru fix) >0 (suma disponibild este pozitiva): —10x + 100 > 0, de unde
x < 10 (schimbdam sensul inegalitatii la impartirea cu un numar negativ!). Concluzie: pe parcursul pri-
melor 10 saptamani (x € [0, 10)), elevul dispune de bani in cont (suma ramasa este pozitiva).

® pentru f{x) = 0 (suma disponibila este zero): se intampla exact la 10 saptamani (intersectia cu Ox).

® pentru f{x) < 0 (suma negativa — datorie/credit): -10x + 100 < 0, de unde x > 10. Concluzie: dupa
sdptadmana a 10-a ( x € (10,)), suma initiald a fost cheltuita integral, iar elevul ar trebui sa se impru-
mute pentru a continua sa cheltuie la fel.

Acest exemplu arata ca graficul porneste din punctul de coordonate (0, 100), care semnifica econo-
miile initiale si traverseaza axa Ox la (10, 0), punctul critic unde suma initiala de bani a fost cheltuita
integral.
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1. Se considera functia f:R — R, f{x) = 3x - 6. (3, 3)
a) Determind intersectiile cu axele. *
b) Determinad semnul functiei f{x). ;i u

c) Rezolva grafic ecuatia fix) = 3. :

Rezolvare: B

a) Intersectia cu Oy (x = 0): f{0) = —6. Punctul este A(0,-6). -
Intersectia cu Ox (f{x) = 0): 3x - 6 = 0 = x = 2. Punctul este B(2, 0). 5

b) Rezolvdm inecuatiile: filx)>0=>3x-6>0=>x>2 si
fix) <0=>3x-6<0=>x<2. Concluzie: fix)<0 pe intervalul
(=0, 2) (graficul este sub Ox) si fix) > 0 pe intervalul (2, ) (graficul este
deasupra lui Ox).

c) Rezolvarea grafica a ecuatiei f{x) = 3 echivaleaza cu a identifica &
abscisa punctului de intersectie dintre G, si dreapta orizontald y = 3; /
punctul de intersectie pe axa Ox are abscisa x = 3. Probd (rezolvare al-
gebricd): 3x — 6 = 3 = x = 3 este unica solutie a ecuatiei, iar punctul de intersectie este (3, 3).

2. Nadia are spatiu de stocare de 100 GB liber pe laptop. Ea incepe sa descarce o aplicatie noua, care are
0 anumitd marime (in GB), cu viteza de descarcare constanta (20 GB/ora). Putem modela matematic
spatiul liber ramas pe laptop, f(x), in functie de timpul de descarcare x (in ore): f{x) = —20x + 100.

Reprezentarea grafica: Legea f{x) = -20x + 100 corespunde unei functii de gradul I (a = -20,b = 100),
al carei grafic este o dreapta. Vom considera x 2 0 (timpul nu e negativ) si f{x) = 0 (spatiul

od® 19 liber nu e negativ).
Pentru a trasa graficul, folosim punctele de intersectie cu axele de coordonate:
=+ ® pentru intersectia cu axa Oy (x = 0), f{0) = =20(0) + 100 = 100; punctul de intersec-
tie este A(0, 100). Interpretare: la momentul initial (x = 0), Nadia avea 100 GB spatiu liber
) pe laptop; acesta este ordonata la origine.

® pentru intersectia cu axa Ox, rezolvam ecuatia fix)=0= -20x+100=0= x = 5;
punctul de intersectie este B(5, 0). Interpretare: dupa 5 ore de descarcare, spatiul liber
ramas devine 0 GB; acesta este momentul in care hard-diskul se umple complet.

Reprezentarea graficului se obtine prin trasarea segmentului care uneste punctele
5 A(0, 100) si B(5, 0), considerand ca domeniu de definitie intervalul [0, 5] (ore) si drept
codomeniu intervalul [0, 100] (spatiu de stocare, GB).

70

40

Semnul functiei: este determinat de solutia x = 5 a ecuatiei f{x) = 0 (punctul de inter-

- sectie cu Ox); deoarece flx) > 0 & —20x + 100 > 0 < x < 5 si, tindnd cont ca x 2 0, functia
este pozitiva pentru orice x € [0, 5); asemanator, se

20 obtine ca functia ar fi negativa pe intervalul (5, «). X 0 5
Putem intocmi urmatorul tabel: f(x) 100 ++++ 0 -—

Semnificatie in contextul real

® f(x) > 0 pentru x € [0, 5): spatiul de stocare este disponibil (functie pozitiva); descar-
carea poate continua;

® f(x) = 0 pentru x = 5: spatiul de stocare epuizat;

® f(x) < 0 pentru x > 5: este nevoie de o suplimentare a spatiului de stocare (functie negativd); instala-
rea aplicatiei nu se poate finaliza sau trebuie eliberat spatiu prin stergerea altor fisiere.

(5,0)

0 10

Interpretarea geometrica si in context a solutiei ecuatiei f{x) = m (caz particular m = 60)
Pentru ecuatia f{x) = 60 putem formula urmatoarea intrebare: Dupd cdt timp de la inceperea procesu-
lui de descdrcare a aplicatiei, spatiul liber radmas pe laptop va fi de 60 GB?
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Rezolvare algebrica: -20x + 100 = 60 = x = 2 (ore)
Interpretare geometricd: solutia ecuatiei f{x) = 60 este abscisa punctului de intersectie dintre graficul

functiei Gf si dreapta orizontala de forma y = 60; punctul de intersectie este P(2, 60).

Interpretarea geometrica si in context a solutiei ecuatiei f(x) = g(x)
a) Definirea functiei g: colega Nadiei, Bianca, descarcd simultan un fisier pe propriul laptop, avand deja

20 GB ocupati; rata de descarcare este de 10 GB/ora. Functia g descrie variatia spatiului liber ramas pe
laptopul Biancai, presupunand un spatiu total de 100 GB. In conditiile date, legea este g(x) = —10x + 80.

Cele doua colege doresc sa stabileasca momentul in care spatiul liber ramas pe cele doua laptopuri

este egal (fx) = g(x)), folosind interpretarea geometrica.

b) Rezolvarea ecuatiei f{x) = g(x) (momentul x in care spatiul de stocare disponibil devine egal pe cele

doua laptopuri).

® rezolvare algebricd: -20x + 100 = -10x + 80 = 100 - 80 = -10x + 20x = x = 2;

® interpretare geometricd: solutia ecuatiei fx)=g(x) este abscisa punctului de intersectie din-
tre graficele celor doua functii, G, si G; ambele grafice sunt drepte; proiectia punctului de in-
tersectie pe axa Ox corespunde lui x=2. Probd: pentru x=2: f{2)=-20-2+100=60 GB;
g(2) =-10- 2 + 80 = 60 GB; punctul de intersectie este Q(2, 60).

c) Concluzie: dupa 2 ore de la inceperea descarcarii, amandoua elevele vor avea exact 60 GB spatiu

de stocare liber ramas.

&

A. (&

\
Se considera functia f:R — R, fix) = —4x + 8. Determina intersectiile cu A ) I\
axele Ox si Oy. Traseaza graficele dreptelor x = 3 siy = 3 in acelasi reper \\| 7% ——4
cartezian x0y, apoi determina coordonatele punctelor de intersectie — i

a graficului functiei f cu fiecare dintre cele doua drepte.

Determina semnul functiei f:R — R, fix) = 5 - x, folosind reprezentarea grafica a functiei.

Se considera functia f:R — R, fix) = 7. Determina intersectia dintre graficul functiei f'si axa Ox.
Reprezinta grafic functia f:{-2,-1, 0, 1, 2} - R,f{x) = 1 - 2x. Asociaza cel putin doua afirmatii prin
care sa caracterizezi multimea punctelor care corespund graficului functiei. Compara-le cu cele ale
colegilor tai.

Se considera functia f:R — R, f{x) = 2x + 1. Determina ordonata punctului de pe grafic care are abs-

cisa x = 10, apoi determina abscisa punctului de pe grafic care are ordonata y = 10. Difera tipul de
rationament in rezolvarea celor doua cerinte? Explica diferentele.

B.

Se considera functia f:R — R, fix) = 5x - 3. Stabileste intervalul pe care graficul functiei se afla dea-
supra axei Ox.

(Activitate in pereche) Determinati numerele reale a si b stiind ca graficul functiei f:R — R,
fix) = ax - 12 se intersecteaza cu axa Oy in acelasi punct in care o intersecteaza si functia g(x) = 3x + b.
Ce tip de rationament a functionat in acest caz: algebric sau geometric? Efectuati proba rezultatului
obtinut pe baza interpretarii geometrice. Modelati situatia-problema si cu ajutorul unei aplicatii di-
gitale. Comparati rezolvarea voastra cu rezolvarea data de un asistent digital IA.

Determina a € R astfel incat punctul A(-1, 5) sa apartina graficului functiei f:R — R,flx) = 2ax + 7.

Determina punctul de intersectie a graficelor functiilor f,g:R — R,f{x) = 5x — 7 si g(x) = 2x + 8. Inter-
preteaza geometric solutia ecuatiei f{x) = g(x).
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{x+2, x<0

10.Reprezinta grafic functia R - R, fix) = 9 xs0

coordonate.

Determina intersectiile acesteia cu axele de

11.(Activitate in pereche) Rezolvati, unul algebric si celdlalt prin interpretare geometrica, ecuatia
fix) = 2,in cazul in care f:R — R, fix) = 3 — x. Comparati rezultatele obtinute.

12.Calculeaza aria triunghiului determinat de axele de coordonate si graficul functiei fiR — R,
fix) = 2x + 4.

13.1In figura alaturata, observa dreapta RQ ca
reprezentare grafica a functiei fR - R,
fix) =2x - 1 si punctul P(8, 4), unde punctele
R si Q sunt astfel incat R € Ox si PQ || Ox. Afla i
lungimile segmentelor QP si RQ.

14.Un contor inteligent monitorizeaza consu-
mul de electricitate al unui calculator. La
inceputul lunii, contorul inregistra 40 kWh
(kilowatt-ora). Stiind ca, in medie, consumul
zilnic al calculatorului este de 5 kWh, consi-
deram functia f care reda indicatia totala a immma: ‘ NN NN RN SN
contorului (in kWh) dupa x zile. /
a) Determina expresia legii f(x). -
b) Stabileste dupa cate zile contorul va in-
dica 180 kWh si interpreteaza geometric solutia
obtinuta.
c) Determina imaginea functiei f pentru o luna intreaga (30 de zile).

-2

15. Bateria telefonului unui elev este incarcatd la 100%. In timp ce elevul sta conectat la un curs online,
nivelul de incarcare a bateriei scade cu o rata constanta de 12% pe ora. Functia f descrie procentajul
de incarcare a bateriei dupa x ore de vizionare.

a) Descrie analitic functia f (domeniu, codomeniu si lege).

b) Determina coordonatele punctului de intersectie dintre graficul functiei si axa Ox. Ce semnificatie
are acesta?

c) Stabileste intervalul de timp (domeniul de definitie) pentru care functia are sens in contextul real

(fix) = 0).

16. Mihai vrea sa cumpere o pizza care costa 55 de lei. El deja are 10 lei pusi deoparte si planuieste sa
economiseasca cate 5 lei in fiecare zi lucratoare.

a) Formuleaza functia f care exprima suma totalda economisita de Mihai dupa x zile lucratoare;

b) Rezolva ecuatia f{x) = 55. Interpreteaza geometric aceastd ecuatie pentru a valida rezultatul alge-
bric si precizeaza ce semnificatie in context real este implicata.

c) Reprezinta grafic functia pentru primele 10 zile lucratoare (x € [0, 10]).

17. (Activitate in pereche) Raisa si Matei compara doua oferte de cartele preplatite pentru internet
mobil. Oferta lui Matei: cost initial de 50 de lei, la care se adaugd un cost de 2 lei pentru fiecare
GB suplimentar consumat. Oferta Raisei: cost initial de 30 de lei, la care se adauga un cost de 4 lei
pentru fiecare GB suplimentar consumat. Fie f si g functiile care exprima costul total pentru Matei,
respectiv Raisa, in functie de numarul de GB suplimentari consumati (x).

a) Scrieti expresiile analitice ale legilor f{x) si g(x).

b) Rezolvati ecuatia fix) = g(x). Interpretati geometric si explicati ce reprezinta solutia obtinuta, in
contextul ofertelor.

c) Ce oferta ati alege, ca fiind mai avantajoasa din punct de vedere al costurilor, in conditiile unui
consum de peste 15 GB suplimentari?
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C.

18. Exista functii f:R — R cu proprietatea ca f(x) + 2 - x) = 2x, pentru orice x € R?

19.Se considera functia f:R — R astfel incat fix) = 0, pentru orice x € R. Stiind ca graficul lui f trece prin
A(2, 0) si este o dreaptd, determina expresia analitica a functiei f.

20. Se considera functia f:R — R, fix) = ax + b. Determina valorile reale pentru coeficientii a si b, stiind
ca punctul de intersectie dintre graficul functiei si axa Oy este (0,-5), iar f(2) = 1.

21.Se considera functiile f,g:R — R,f{x) = |x — 1| si g(x) = 2. Rezolva ecuatia f{x) = g(x) si interpreteaza
geometric solutiile.

22.Determina numarul de solutii reale ale ecuatiei f{x) = 0, stiind ca functia f:R — R este definita prin
f) =1lx - 1] -2 - 3.

23. Determina toate functiile f:Q — Q care verifica f(x + y) = f(x) + f(y) pentru orice x,y € Q, pentru care
f1) = -4.

24.Se considera functia f:(0,«) - R,f{x) = 2x - m + 1. Determina m € R astfel incat graficul functiei sa
nu intersecteze axa Ox.

25. (Activitate pe grupe) Un dezvoltator de jocuri video modeleaza dificultatea unui nivel de joc
printr-o functie f pentru care argumentul reprezinta timpul petrecut de jucator in acel nivel (x,
in minute). Dificultatea este masurata pe o scara de la 0 la 100. Functia este definita pe ramuri:
e { 10x + 10, daca 0 < x < 5 (faza de invatare)

X =
-5x + 85, daca x > 5 (faza de oboseala)
a) Determinati intersectia graficului functiei f cu axa Oy. Ce semnificatie putem asocia lui f{5)?
b) Determinati intersectia cu Ox, apoi stabiliti semnul functiei in faza de oboseald (x > 5). Ce in-

seamna, din punct de vedere al jocului, cand f(x) < 0?
c¢) Dacd nivelul este considerat perfect calibrat cand dificultatea este fixata la m = 40, rezolvati ecuatia

fix) = 40, acordand atentie faptului ca veti obtine doua solutii. Interpretati geometric cele doua solutii ca

intersectii cu dreapta y = 40. Ce reprezinta cele doua momente din joc?
d) Determinati valoarea maxima a functiei (dificultatea maximd) si minutul in care este atinsa.

Uneori cea mai importantd parte a matematicii nu este raspunsul, ci intrebarea pe care alegem sd o
punem. Vei dezvolta acest portofoliu prin cerinte asociate la finalul unora dintre lectiile din manual.

Prima provocare: O functie poate minti?

Un dezvoltator de jocuri afirma: ,Graficul functiei mele este perfect. Functia este definita corect si
toate calculele sunt exacte. Prin urmare, modelul descrie perfect experienta oricarui jucator.” Ai incre-
dere in aceastd concluzie?

Reflecteaza si raspunde:
1. Este posibil ca o functie sa fie matematic corectd, dar sa descrie slab realitatea?

2. Pot exista doi jucdtori care au aceeasi valoare a functiei, dar experiente complet diferite?
3. Care este diferenta dintre:
e un model corect;

* un model] util?

Compara raspunsurile tale cu cele ale colegilor tai.
Sustine-ti punctul de vedere cu argumente!

Ideea mare: Un model poate fi matematic corect si totusi
insuficient pentru a descrie realitatea.
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Proprietati fundamentale ale functiilor numerice.

Lecturi grafice

1. Monotonia functulor

. Monotonia descrie modul in care se schimba valoarea functiei f pe axa Oy in timp ce argumentul x

creste pe axa Ox.

@

Se considera functia f:D — R pentru care D C R este un interval.

Proprietate Definitie formala Interpretare grafica

f strict crescatoare VX, X, € D,x, < X, = f(x1) <f(x2) Graficul urca pe masura ce-l parcurgem de la
(crescatoare) (f(x,) < f(x)) stanga la dreapta.

fstrict descrescatoare  Vx,X, € D,x, <X, =>f(x1) >f(x2) Graficul coboara pe masura ce-l parcurgem de la
(descrescatoare) (f(x,) 2 f(x)) stanga la dreapta.

f constanta vx,x, € D= f(x,) = f(x,)

Graficul este pozitionat pe o dreaptd orizontald
(segment, semidreaptd sau intreaga dreaptad).

In cazul in care functia este strict crescdatoare (crescdatoare) pe domeniul D sau strict descrescdtoare
(descrescdtoare) pe domeniul D, vom spune ca f este strict monotond (monotond); in caz contrar, vom

spune ca f este nemonotond.

~

Observatie: Pentru studiul monotoniei se poate folosi si raportul de variatie R;: pentru x,,x, € D,

— fx,) - flx, b . . b . b
X, # X, Rf(xl, X,) = % Daca Rf(xl,xz) > 0, functia f este strict crescdtoare, iar daca Rf(xl,xz) <0,
functia f este strict descrescatoare.
Evolutia Performantei lui Andrei
%Q Start (7.0) —— Trendul performantei
A s . . o e s ~ 7 ’ ° Maésuratori
Andrei isi monitorizeaza zilnic performantala %
. . . o . S~
antrenamentele sportive. Graficul prezinta timpul = 65 ,
mediu necesar (f{x), in minute pe kilometru, pe %
axa Oy) pentru a parcurge un kilometru, in functie =~ £ ¢
de numarul de saptamani de antrenament (x, pe % ;; Final (53)
axa 0x). &
Datele colectate in procesul de monitorizare & 5 Mazxtin (52
evidentiaza urmadtorul comportament al functiei
f:[0, 10] - R: ’ ? ! ° ® v
’ Saptdmana de antrenament (z)
Saptamana (x) Timpul/km (fx))  Observatie
0 (initial) 7,0 min/km Timpul initial.

8 (performanta maxima) 5,2 min/km
10 (final) 5,3 min/km

Cel mai bun timp atins.

Timpul creste usor la final.



o000

A. Descrierea graficului (lectura grafica)

Pe grafic, curba coboard de la x = 0la x = 8, apoi urcd usor de la x = 8 1a x = 10. Pe masura ce numarul
de saptamani x creste (de la 0 la 8), valoarea functiei fix) (timpul/km) scade (de la 7,0 la 5,2). Functia
este strict descrescadtoare pe [0, 8]. Pe mdsura ce numarul de saptamani x creste (de la 8 la 10), valoarea
functiei f (timpul/km) creste (de la 5,2 la 5,3). Functia este strict crescatoare pe [8, 10].

Retinem! Intr-un astfel de caz, intervalele obtinute se numesc intervale de monotonie. Pe domeniul
[0, 10] functia isi schimba monotonia, deci este nemonotond, dar spunem ca functia este monotond pe
intervale.

B. Interpretare

® Timpul/km scade pe masura ce antrenamentul avanseaza, deci ritmul de alergare se imbunata-
teste, ajungand la performanta maxima (optima). Atentie, performanta este maxima in conditiile in care
timpul/km este minim! Performanta se imbunatateste pe intreaga perioada in care functia este strict
descrescatoare.

® Timpul/km creste usor spre final, ceea ce poate indica oboseald sau o strategie gresitd de antrena-
ment in ultimele saptamadni. Performanta scade corespunzator perioadei in care functia este crescatoare.

C. Identificarea punctului de extrem (minim)

Punctul de minim al functiei (cel mai bun timp/km) este atins acolo unde functia isi schimba mono-
tonia, trecand de la descrescatoare la crescatoare.

Minimul functiei: valoarea minima (cea mai mica valoare) a functiei este f{8) = 5,2 min/km. Interpre-
tare: Andrei a atins eficienta maxima de alergare (timpul cel mai scurt pe kilometru, 5,2) in sdptamana
a 8-a: pentru x = 8, f(8) = 5,2 si fix) 2 5,2, pentru orice x € [0, 8].

N
A @/j

r
N

L ) fx), x<a
1. a) Se considera functia f:R - R,f(x) = , aeR. a
£, x>a
Demonstreaza ca daca f,, f, sunt crescatoare si f(a) s f,(x)
pentru orice x > a, atunci f este crescatoare. .
e o 9 2x+1, x<-1 .
b) Justifica faptul ca f:R — R,fix) = este strict
o xX+2, x>-1 2
crescatoare.
Rezolvare:
a) Fie x| < x,. Aratam cd f(x,) < f(x,). Intr-adevar: e T e ' } b

® daca x,x, < a= f(x) < f/(x,), deoarece f, este crescatoare;
-2

® dacd x,x, > a = f,(x) < f,(x,), deoarece f, este crescatoare;
® dacax <asix,>a=f(x)<f(a)<f(x).
b) Aplicam acelasi rationament ca la punctul anterior si, in ace-

lasi timp, putem studia si graficul functiei reprezentat in imaginea

alaturata. T

2. Se considera functia f:(0,) - R,f{x) = -x + L

=
a) Justifica faptul ca f este descrescatoare.

o . . . L _Z
b) Rezolvd inegalitatea: -x + o= < —3.

Rezolvare:
a) Calculam raportul de variatie R, pentru oricare x,, x, € (0, oo),x1 # X,
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-1 - < 0, deci f este strict descrescatoare.
RN 4

b) Observam ca inecuatia se mai scrie f{x) < fl4). Cum feste descrescatoare, deducem x > 4, de unde
multimea solutiilor inecuatiei este [4, +).

3.a) Se considera f:D — R o functie numerica strict monotona. Verifica daca ecuatia fix) = 0 are cel mult

o solutie in D.

b) Verifica faptul ca ecuatia 2 x® + x — 3 = 0 are solutia unica x = 1.

Rezolvare:

a) Presupunem prin absurd ca ecuatia f(x) = 0 are doua solutii distincte x,,x, € D, x, < x,. Daca f este
strict crescatoare, atunci f( xl) < f( x2), ceea ce contrazice f( xl) = f( xz) = 0. Daca f este strict descresca-
toare, atunci f( xl) > f(x,), contradictie. Cum presupunerea s-a dovedit a fi falsa, rezulta ca ecuatia are
cel mult o solutie.

Reflectie: Ce ar trebui sa mai cunosti despre comportamentul functiei f pentru a stabili daca ecuatia
admite o unica solutie sau nu admite nicio solutie? Ca sprijin, modeleaza grafic situatia in fiecare dintre
cazuri.

b) Consideram functia f:R — R,f{x) = 2x° + x — 3. Deoarece

f(xl)—f(xz) 2x7+x,-3-2x)-x,+3 (xl—xz)(2xf+2x1x2+2x§+1)
—_ —_ — — 2 2 2
Rx,x)=—x=x = X=X, = X=X, =x2+(x, +x)*+x2+1>0,

pentru orice numere reale distincte x,,x,, rezulta f strict crescatoare. Conform punctului a), ecuatia

fix) = 0 are cel mult o solutie.
Observam ca f{1) = 0, deci x = 1 este solutia unica a ecuatiei.
Observatie: Functia f:R" - R, f(x) = % este strict descrescatoare pe fiecare dintre intervalele (-, 0),

respectiv (0,«) (demonstreaza!), dar nu este monotona: -1 = f(—l) > f( i) < f( %) (nu este monotona

- 2
pe (-1, 5 3.

2. Marginirea functiilor

Marginirea se refera la limitarea multimii valorilor functiei (imaginea Imf).

@

Se considera functia numerica f:D — R.

Proprietate Definitie analitica Interpretare grafica

Graficul este complet sub dreapta orizontala y = M sau

marginita superior Tnca . . -
el P M € R astfel incat vx € D, flx) < M cu anumite puncte pe aceasta dreapta.

Graficul este complet deasupra unei drepte orizontale

marginita inferior nca . o .
Bl m € R astfel incat vx € D,flx) 2 m y = m sau cu anumite puncte pe aceasta dreapta.

Graficul este cuprins intr-o banda orizontala (delimi-

marginita Este marginita superior si inferior. . -
LS g P ’ tata de doua drepte paralele).

O functie care nu este marginita inferior sau nu este marginita superior se numeste functie
nemadrginita.
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Un medicament este administrat unui pacient. Concentratia sa in sange (f{x), in mg/L) variaza in

functie de timpul x (in ore). Stim ca f(x) = xff ] (pentru x 2 0). Stabileste daca functia este marginita pe

domeniul D = [0, «) si determina cea mai mare valoare (maximul) si cea mai mica valoare (minimul) ale
functiei. :
Rezolvare (pe baza lecturii grafice
din imaginea aldturata, pe care o poti
genera cu o aplicatie digitala:
Marginire inferioara: graficul nu co- ,
boara sub axa Ox. Valoarea minima este
fl0) = 0. Deci m = 0 (minimul functiei)
Marginire superioara: graficul atinge
cel mai inalt punctla M = 2 (pentru x = 1).
Concluzie: functia este mdrginitd, deoarece 0 < flx) < 2.

3

2

® Prin lectura grafica, valorile de minim si de maxim au putut fi observate usor. Ce ar presupune
probarea rezultatului obtinut printr-o abordare algebrica?

® Este adevarata afirmatia urmatoare: ,Orice functie mdrginitd admite maxim si minim.? Justifica
individual, apoi poti proba corectitudinea rationamentului tau cerand unei aplicatii IA sa formuleze un
raspuns automat sau sa furnizeze un contraexemplu (in cazul afirmatiei false).

Folosind o aplicatie digitala, traseaza graficul functiei f:R — R, f{x) = x°. Este functia marginita?

3. Paritatea si imparitatea functiilor (simetria graficului)

Aceste proprietati descriu simetria graficului functiei, dar impun o conditie esentiala asupra
domeniului.

@

Se considera functia numerica f:D — R.
Conditie esentiala:
Domeniul de definitie D C R trebuie sa fie simetric fatd de origine (pentru Vx € D, —x € D).

Proprietate Conditie analitica Interpretare grafica
ffunctie para vx € D,f(-x) = fix) Graficul este simetric fatd de axa Oy.
ffunctie impara  vx e D,f(-x) = -f(x) Graficul este simetric fata de originea O.

Reflectie: Cum intervine conditia esentiald asupra domeniului de definitie pentru sustinerea propri-
etdtilor de paritate/imparitate?
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. Un elev analizeaza variatia unui voltaj in- . s
tr-un circuit electric (f{x)) in jurul unui moment
de referinta (x = 0). = f

® Exemplul 1 (voltaj stabil): fix) = x2 + 4; do-
meniu: [-5, 5].
® Exemplul 2 (voltaj oscilant): g(x) = x® - x;

0.5

domeniu: R.
Interpretare analitica: Functia f:[-5,5] - R : o
are domeniul [-5, 5], multime simetrica,
f=x) = (-x)*+ 4= x>+ 4 = fix),Vx € [-5, 5]. s :
Concluzie: f este para. Graficul este simetric
fata de axa Oy. Voltajul are aceeasi valoare inainte si dupa momentul x = 0, la distante egale, deci este
caracterizat de stabilitate.
Functia g:R — R are domeniul R, multime simetrica, g(-x) = (-x)® - (-x) = -x* + x = =(x® - x) = —g(x),
Vx € R. Concluzie: g(x) este impard. Graficul este simetric fata de origine. Voltajul la x secunde este opu-
sul voltajului la - x secunde.

-1

Exemple de functii care nu sunt nici pare nici impare: f:R — R,f{x) = x? - x; g:[-2, 3] = R, f(x) = x2.

4. Convexitatea si concavitatea functiilor

Se considera functia f:I - R, pentru care I este un interval de numere reale.

¥
® Spunem ca functia f este convexd pe intervalul I dacd, pentru orice doua puncte A si B de pe gra-
ficul functiei, portiunea de grafic cuprinsa intre A si B se situeaza sub segmentul AB sau pe segmentul
AB. Vizual, graficul are forma de ,vale” sau forma | J.
® Spunem ca functia f este concava pe intervalul I dacd, pentru orice doua puncte A si B de pe grafic,
portiunea de grafic cuprinsa intre A si B se situeaza deasupra segmentului AB sau pe segmentul AB.
Vizual, graficul are forma de ,munte” sau ,bolta” sau forma ().

FUNCTII CONVEXE (SCOBITE) FUNCTII CONCAVE (BOLTITE)
DEFINITIE SI INTERPRETARE GEOMETRIC

FUNCTII CONVEXE

CONVEXE: Pentru | CONéAVE: Pentru
Blsite 0], ‘ arice 74, 2, € [a b] si¢ € [0,1],
<tfl) + (1 -0f ()] | Flba +@ )

INTERPRETARE GEOMETRICA — —

S
7 Secanta (segmentul) AB | Secanta (segmentul) AB /
se afla deasupra graficului. | | se afla sub graficului. | :

F(X1tx\ _ fOa) +fxp) | | X1 +2) _ fx) +fx) g
f(.z.)S 2 \f(z)“ 2 ,

Tangentele se afla sub grafic. | | T: ntele se afla deasupra grafic)'

EXEMPLU: Punct de inflexiune EXEMPLU:
flx) = x? ’ fx) = -x%

7 (0, fo, x0)
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Context real: Graficul reprezentat A
aldturat arata numarul de cuvinte noi
invatate pe zi (f{x)) de o eleva, in functie ;
de timpul x (in zile) de la inceperea unui
program intensiv de studiu. s

Lectura grafica: Graficul creste, ini-
tial este concay, apoi convex; exista un 2
punct de inflexiune ce corespunde lui
x =5 (punct in care functia isi schimba *
curbura).

Interpretare: Pe intervalul [0, 5] feste = i 1 1 ; 3 7 T 7 ; e
concava (initial, rata de invatare este ra-
pida, graficul este curbat in jos - invdtare i
acceleratd); pe intervalul [5, 10] f este convexa (rata de invatare incetineste, posibil din cauza oboselii sau
a cresterii in complexitate a cuvintelor; graficul se curbeaza in sus - saturatia invdtdrii); la x = 5, f schimba
curbura (acesta este momentul critic in care rata de crestere a eficientei incepe sa scada).

&

Intr-un oras, un sistem inteligent de senzori monitorizeaza densitatea traficului pe un bulevard prin-
cipal in timpul orelor de varf. Inginerii au stabilit un model matematic pentru indicele de congestie (f(t)),
unde t reprezinta timpul masurat in ore fata de momentul de varf absolut (ora 17:00, considerata t = 0).

Functia este definita pe intervalul D = [-3, 3] (adicad intervalul orar 14:00-
20:00) astfel:

10t + 70, dacate[-3,-2](ramura 1)
f()=4-5t*+70, dacate (-2,2)(ramura2)
-10t + 70, dacate [2,3](ramura 3)

Observatie: f(t) este masurat in procente (0% = drum liber, 100% = blocaj total).

1. Analiza simetriei: Demonstreaza ca functia f este para. Ce semnificatie are
aceasta proprietate pentru fluxul de trafic din oras in intervalul orar dat?

2. Analiza monotoniei: Stabileste intervalele de monotonie ale functiei pe do-
meniul D. Interpreteaza comportamentul traficului in intervalul (-2, 2) compara-
tiv cu celelalte intervale.

3. Marginire: Determina imaginea functiei Imf. Daca autoritatile declara
yalerta de trafic” atunci cand indicele depaseste 60% (risc de congestie), exista
vreun moment in care traficul este sub nivelul de alerta in acest interval de 6 ore?

4. Lectura grafica: Descrie forma graficului pe intervalul (-2, 2) comparativ cu
celelalte doua intervale. Unde este reprezentarea graficului concava si ce suge-
reaza acest comportament despre viteza de crestere a aglomeratiei, pe masura ce
ne apropiem de ora de varf (t = 0)?

70,

Rezolvare:

1. Domeniul D = [-3, 3] este simetric fata de origine. Trebuie sa verificim daca
fl-t) = f(t),Vt € D.

Daca te (-2, 2), atunci -te€ (-2,2) si fl-t)=-5(-t)*>+70=-5¢t>+ 70 = f{¢).
Dacat € [2,3],atunci -t € [-3,-2],iarpentruramuralobtinemf(-t) = 10(-t) + 70 =
= -10t + 70, care este expresia functiei pentru t € [2, 3], corespunzator ramurii 3.
Functia este pard. e Jum—
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Interpretare: Faptul ca functia este para inseamna ca traficul evolueaza simetric fata de ora de varf
(ora 17:00, t = 0). Modul in care se aglomereaza orasul cu 2 ore inainte de varf este identic cu modul in
care se elibereaza la 2 ore dupa varf.

2. Analizam functia pe fiecare ramura:

® pe [-3,-2], functia are legea 10t + 70; a = 10 > 0, deci functia este strict crescdtoare; traficul creste
constant;

® pe (-2, 0], functia are legea -5t + 70; aceasta corespunde unei portiuni de parabola cu varful in
(0, 70) si ramurile in jos; pe partea stanga a varfului functia este strict crescdatoare; traficul continua sa
se aglomereze;

® pe [0, 2), functia reprezinta partea dreapta fata de varful parabolei si este strict descrescdtoare;
traficul se descongestioneaza in acelasi ritm in care s-a aglomerat;

® pe [2, 3], functia are legea —10t + 7; a = -10 < 0, functia este strict descrescdtoare; traficul des-
creste constant.

Concluzie: Traficul creste continuu de la ora 14:00 (t = —3) pana la ora 17:00 (t = 0), apoi scade conti-
nuu pana la ora 20:00 (t = 3); schimbarea variatiei (din liniara in parabolica) la t = -2 sugereaza ca, pe
masurd ce se apropie ora de varf, cresterea nu mai este liniara, ci incetineste usor inainte de a atinge
maximul.

3. Deoarece functia creste pana la ¢t = 0 si apoi scade, maximul este f{0) = -5 - 02 + 70 = 70. Valorile
minime se ating la capetele domeniului D (datorita simetriei): f{3)=-10-3 + 70 = 40; f{-3)=10-(-3) +
70 = 40. Observand prin lectura grafica si parcurgerea continud a graficului functiei, obtinem
Imf = [40, 70]. In acest context, deoarece valoarea minima este 40%, care este strict mai mica decat pragul
de 60%, exista momente in care traficul este sub nivelul de alerta (la inceputul si la sfarsitul intervalului).
Verificare suplimentard(cand nivelul este sub 60%?): pentruramuradindreapta, t € [0,2),-5t> + 70 < 60 =
= t? > 2, deci valorile sub alerta corespund intervalului [v2, 2) ; folosind si aproximarea valorii V2 ~ 1,5
(pentruinterpretare simplificata), rezulta ca traficul este sub nivelul de alertainintervalul [1,5, 3), corespun-
zator intervalului de timp 18:30-20:00; tinand cont de paritatea functiei, deci de simetria graficului fata de
t = 0 (ora 17:00), rezulta ca si in intervalul orar 14:00-15:30 traficul este sub nivelul de alerta.

4. Prin lectura graficd, cum ramurile 1 si 3, corespunzatoare intervalelor [-3,-2] si [2, 3], sunt repre-
zentate prin legi de gradul I, graficele sunt segmente de dreaptd. Ramura 2, corespunzatoare intervalu-
lui (-2, 2), este reprezentata de legea de gradul al doilea —-5t2 + 70 cu coeficientul lui t? negativ (a = -5),
graficul fiind o bucata simetrica de parabola cu ramurile in jos, concava.

Interpretare: Faptul ca in zona centrala a graficului functia este concava (in forma de (), spre deose-
bire de liniile drepte de la margini, sugereaza o satu-
ratie. Desi traficul continua sa creasca pana la ora
17:00 (t = 0), cresterea este din ce in ce mai redusa pe
masura ce se apropie de varf (panta tangentei la curba
scade), aplatizandu-se la valoarea maxima, apoi in-
versand monotonia.

Observatii:

1. Functiile utilizate in exemplele rezolvate ante-
rior vor fi studiate detaliat in lectiile urmatoare; rolul
lor a fost de a sustine introducerea unor proprietati
ale functiilor numerice in contexte aplicative, nu doar
teoretice.

2. Functia f:R - R,fix)=ax + b,ae R",b € R este
functie atat convexa, cat si concava.

3. Functia fiR - R,flx) = x® - 3x + 1 nu este nici =
convexd, nici concava, dar este concava pe (- ,0) si
convexa pe (0, ) (vezi figura alaturata). -

ols 1 1 2
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Urmatoarele exercitii sunt concepute pentru a-ti testa abilitatea de a aplica proprietatile prin lectura
unui grafic dat sau a unuia realizat cu instrumente digitale de tine sau in colaborare cu colegii.

A.

1. Se considera functia f:R — R,flx) = —3x + 5. Pe ce intervale este functia descrescatoare?

2. Se considera functia f:[-1, 2] = R,fix) = x + 1. Determind minimul si maximul functiei.

3. Verifica paritatea functiei f:R — R,f{x) = 5x* - 2x2 + 1.

4. Este graficul functiei f:R — R,f{x) = x* simetric fata de axa Oy? Dar fata de origine? Exista functii
numerice care sa fie in acelasi timp si simetrice fata de Oy si fata de origine? Justifica.

5. Reprezinta grafic functia f:R — R,f(x) = 4x. Este aceasta functie convexa?

6. Un automobil coboara o panta cu viteza constanta. Daca f{x) este distanta parcursa in timpul x, este
functia f crescatoare sau descrescatoare?

7. Daca G, este simetric fatd de Oy si f{2) = 5, precizeazd valoarea lui f{-2).

8. Elenaisi monitorizeaza bugetul reprezentat de suma initiald de 1 000 de lei in contul de economii si
decide ca la un moment dat sa isi anuleze un abonament la o platforma de streaming care costa 35
de lei pe luna. Functia f descrie suma ramasa in contul de economii (in lei) dupa x luni de utilizare a
abonamentului (presupunand ca suma din cont nu este folosita in alt scop): f(x) = -35x + 1000. Sta-
bileste ce tip de monotonie (crescatoare sau descrescatoare) are functia f pe domeniul de definitie
D = [0, ). Interpreteaza rezultatul in contextul dat si determina dupa cate luni de utilizare trebuie sa
facd anularea abonamentului, pentru ca in cont sa-i ramana cel putin jumatate din suma initiala?

B. &
‘IL.’ v,

9. Stabileste intervalele de monotonie pentru functia f:R — R, f{x) = x? - 6x + 8.

10. Analizeaza paritatea functiei f:[-1, 1] —» R, fix) = x® - 4x. / | )\ \\

AN

11.a) Demonstreaza ca -x% + 4 < -2x + 5,V¥x € R.

b) Determina imaginea functiei f:R — R,flx) = —x? + 4 si stabileste daca :
este marginita inferior sau superior. U m
12.Daca f:R — R este o functie impara si f{3) = 1, calculeaza f{-3) + f(3).

13. Traiectoria unei bile aruncate este descrisa de legea flx) = -x? + 4x. Determina distanta orizontala x
la care bila atinge inaltimea maxima (punctul de extrem).

14.Da exemplu de interval I pe care functia f:R — R,f{x) = 2x2 + 1 este strict descrescatoare. Prin lec-
turd grafica, stabileste daca exemplul dat corespunde celui mai ,mare” interval J pe care functia
ramane strict crescatoare (orice exemplu de interval I verifica faptul ca I C J).

15. (Activitate in pereche) Un operator de telefonie mobila foloseste o schema de tarifare pe baza de con-
sum suplimentar de internet (dupa epuizarea pachetului inclus). Costul total suplimentar f{x) (in lei)
este in corespondenta cu numarul de GB suplimentari consumati (x). Pentru primii 5 GB suplimen-
tari, costul este de 3 lei/GB. Pentru orice consum peste 5 GB suplimentari, costul scade la 2 lei/GB
(pentru a incuraja consumul mare). Functia costului suplimentar este descrisa analitic de legea

B 3x, daca0<x<5
fo) = {2x+5, daci x>5
fix de 5 lei. Studiati monotonia functiei f pe cele doua intervale distincte, I = [O, 5] sil, = (5,00),
precum si pe tot domeniul de definitie. De ce, din punct de vedere matematic, ambele ramuri sunt
functii crescatoare, chiar daca tariful pe GB scade? Interpretati rezultatul.

, iIn cazul consumului mare (de peste 5 GB) aplicandu-se si un tarif
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C.

16. Se considera o functie numerica descrisa analitic de legea f(x) =
tia este strict crescdtoare pe R. Justifica.

2x, x<1 . <
{ Stabileste daca func-

x+1, x>1

17. (Activitate pe grupe) Studiati daca functia descrisa analitic de legea f{x) = x? - 2 este marginita pe
intervalul D = [-1, 1]. In caz afirmativ, folosind eventual si lectura graficd, determinati extremele
(minime, maxime) functiei corespunzatoare intervalului dat.

Realizati acelasi studiu in cazul unor intervale D = [a, b] pentru care |a| # |b| (module diferite), atat in
cazul 0 € D, cat si in cazul O ¢ D. Ce aspecte difera de la caz la caz?

Realizati acelasi studiu si pentru intervalul D = (-1, 1). Reflectati asupra asemanarilor si diferentelor
de comportament intre cazurile studiate.

Pentru toate cazurile studiate legea ramdne cea precizata initial.

18. Determina numarul real a astfel incat functia f:[-4, 4] - R,fix) = x® + ax? + 5x sa fie impara.

19. Reprezinta (eventual digital) graficul functiei descrise de legea fix) = 5 - |x| si definite pe intervalul
[-5, 5]. Stabileste intervalele de monotonie si maximul functiei.

20.Un pendul oscileazd, iar functia f da pozitia sa. Daca f este impara si este crescatoare pe [0, 5], ce se
poate spune despre monotonia ei pe [-5, 0]?

21.Un grup de elevi, pasionati de botanica, folosesc un sistem automat pentru a mentine temperatura
optima intr-o mini-sera. Sistemul regleaza temperatura f{x) (°C) in functie de luminozitatea x (masu-
ratd in unitati de la 0 la 10). Pentru luminozitate scazuta temperatura scade, iar pentru luminozitate
ridicata temperatura creste, dar sistemul are un punct critic de reglare la x = 4, descrierea analitica
. -3x+20, daca0sx<4
fiind fix) = ’ B .
5x-12, daca4<x<10
a) Stabileste monotonia functiei f pe fiecare dintre ramurile corespunzatoare intervalelor I, = [O, 4]
sil,=(4,10].
b) Este functia crescatoare, descrescatoare sau are punct de extrem? Justifica!
22.Cere unui asistent IA sa raspunda argumentat la urmatoarea intrebare: , Existd functii numerice care
sunt si convexe si concave?”. Folosind cele prezentate in aceasta lectie pentru introducerea notiuni-
lor de convexitate/concavitate, valideaza sau invalideaza raspunsul furnizat de IA, apoi verifica si la
nivelul clasei.

A doua provocare: Dacd totul creste, inseamnad cd este bine?

O companie raporteaza: e profitul creste; ¢ numarul clientilor creste; e veniturile cresc.
Directorul concluzioneaza: ,Compania merge din ce in ce mai bine.” Un analist raspunde:
»,Nu sunt convins.” Cine are dreptate?

Reflecteaza si raspunde: °/
1. O functie crescatoare descrie intotdeauna o situatie favorabila?

N
[ g
2. O functie descrescatoare descrie intotdeauna o situatie nefavorabila? —

3. Ce indicatori ai prefera sa fie descrescatori? T
4. Ce indicatori ai prefera sa fie crescatori?

Exemplu: ¢ numadr de accidente; e poluare; e timp de asteptare; e datorii.

2

Compara raspunsurile tale cu cele ale colegilor tai. Sustine-ti punctul de vedere cu argumente!

Ideea mare: Proprietdtile unei functii descriu comportamente. Interpretarea lor depinde de context.



Operatii cu functii numerice

Plecand de la operatiile cu numere reale, in anumite conditii,
putem defini si operatii cu functii numerice.

* Functia suma

@

Fiind date doua functii numerice f,g:D — R,D C R, functia (f+ g):D — R cu proprietatea (f + g)(x) =
= fix) + g(x),Vx € D se numeste suma functiilor f si g.

Exemplu: Fie f,g:R — R,f(x) = 3x + 2,g(x) = x> - 3x — 2. Functia suma este f+ g:R - R, (f+ g)(x) =
= fix) + g(x) = x?

» Functia produs

@

Fiind date doua functii numerice f,g:D — R,D C R, functia (f- g):D — R cu proprietatea (f- g)x) =
= f(x) - g%, Vx € D se numeste produsul functiilor f si g.

Exemplu: Fie f, g:(0,) — R,f{x) = x,g(x) = x> - 2. Functia produs este f-g:(0, =) > R, (f- g)x) =
= fx) - g(x) = x* -

In cazul in care a € R si f:D — R,D C R, functia af:D — R,D c R,(af)(x) = a - f{x),Vx € D, reprezinta
produsul dintre o functie constanta (a) si functia f.

« Functia cat

@

Fiind date doua functii numerice f,g:D — R,D C R si D, submultimea lui D pe care g nu se anuleaza,

f f0

atunci functia g:D, — R cu proprietatea (é)(x) = g0 VX € D, se numeste catul functiilor f'si g.

ﬂx) x+3
g0~ x4

Exemplu: Fief,g:R — R,fx) = x + 3,g(x) = x> - 4. Functia cat estej—C R {+2} 5> R, ( )( ) =

Daca f'si g nu au acelasi domeniu de definitie, dar cele doua domenii de definitie nu sunt disjuncte,
putem in continuare sa definim functiile suma, produs si cat pe intersectia domeniilor.
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« Compunerea functiilor
Operatiile cu functii numerice sunt bazate pe operatiile cu numere reale. In cele ce urmeaza vei in-
vdta cd, in anumite conditii, se poate defini o noua operatie (poate ceva mai importantd) cu functii.

Fie fiR - R,flx) = ( 3X2+ 1 )2. Cum procedam practic pentru a calcula f{1)?

. . . . . . o <A A . + . R E Y]
Atribuim valoarea 1 variabilei x si calculam mai intai % = 2 (valoarea parantezei), apoi ridicam

rezultatul la patrat. De fapt, am calculatfl(l), unde f,(x) = 3X2+ 1, apoif(l) = f2(f1 (1)), undefQ(x) =x2
Gasirea valorilor unei functii printr-o astfel de succesiune de calcule o vom numi compunere de

functii.

@

Fie A, B si C trei multimi nevide si functiile f:A — Bsig:B — C. Functia h:A — C,data de h(x) = g(fix)), V¥x€ A
se numeste compusa lui g cu f.

® Compusa lui g cu fse noteaza g o f; vom scrie (g  f)(x) = g(f(x)).
® Operatia ,°” prin care din functiile f si g obtinem o noua functie se numeste compunerea functiilor.
Compunerea functiilor poate fi descrisa cu ajutorul unor diagrame.

(o]

COMPUNEREA FUNCTIILOR: (g ° f)

g © f SE CITESTE ,,g COMPUS CU f”

DOMENIU (X) DOMENIU INTERMEDIAR (Y) CODOMENIU (2)

Masinago f

Asociativitatea compunerii functiilor

Fie A, B, C si D patru multimi si functiile f:A — B, g:B — C, h:C — D. Atunci, functiile (h o g) o f:A - D
siho(gef):A— Dsuntegale.

Demonstratie:

Functiile au domeniile egale, la fel si codomeniile. Ramane sa verificam ca ((heg)ef)oo =
= (ho(gef))x0, Vx € A. Intr-adevar, pentru un element x oarecare din A, ((h o g)  )(x) = (h - g)(fix)) =
h(g(fix))), iar (h = (g ° /))(x) = h((g - /)(x)) = h(g(f(x))), ceea ce trebuia demonstrat.

Datorita proprietatii anterioare, compunerea a trei sau mai multor functii se va nota fara paranteze,
adicahegef:A — D,(h° g f)(x) = h(g(fx))).
Exemplu: Fie f:(0, 1) — (0, ), fix) = %; g:(0,%) - R,g(x) = 2x + 1 si h:R - R, h(x) = x2 Atunci,
2
hogofi(0,1) >R, (hege ) =hEgfl))= (2 %+1)"
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® Este adevarata afirmatia: ,Dacd se pot face (au sens) compunerile g« fsifo g, atuncigof=fo g"?

Pentru f:A — B si g:B — A putem calcula si compusa lui g cu f'si compusa lui f cu g. Observam ca
ge°f:A - A, iarfo g:B — B, asadar afirmatia nu este adevarata.

® Pentru A = B, functiile compuse g o f si f » g sunt definite pe A cu valori in A. Insa nici in acest caz
nu este adevarata afirmatia, dupa cum arata urmatorul exemplu:

Exemplu: Pentru f,g:R — R,fix)=x+ 1 si g(x)=2x+ 1, functiile g-f, fog: R > R sunt date de:
(go N0 =g(fo)=2x+ D+ 1=2x+3 si (fog)(x)=flgx)) =(2x+ 1)+ 1 =2x+ 2. Nu existd niciun x
pentru care aceste functii sa aiba aceeasi valoare, decif- g # g o f (concluzia se pastreaza daca cel putin
pentru o valoare atribuita variabilei x se obtin rezultate diferite prin cele doua compuneri!)

)

Compunerea functiilor nu este comutativa.

@

Fie A o multime nevida. Functia notata 1,:A — A cu proprietatea 1 A(x) = x,Vx € A se numeste func-
tia identica a multimii A.

Functia identicd a unei multimi are cateva proprietdti interesante legate de compunerea functiilor.
Astfel, fiind data f:A — B avem:

a)fel,=f b)1,-f=f, c)DacdA =B, atuncife1,=1,¢f=f

aQ

7\
&

4

x-1, x<-1

1. Determinégofsifog,stiindcéf,g:lR—>Rsuntdatedeﬂx)=2x—3$ig(x)={_3x+2 x>_1.8unt

egale functiile obtinute prin compunere?
Rezolvare:

cum g+ = ) - {
2x-32-1=>x2 1;deci(gof)(x)={

f 2x-1)-3, x<-1 i
_{2(—3x+ 2)-3, x= _p deunde (fo g)0q) = {

deci diferite, rezultacago f# fo g.

fix) -1, daca fix)<-1
-3flx)+2, daca fix)z2-1

2x -4, x<1 . ~ B o
ex+ 11, x31 CumfegR =R, (fog)oo = flgl) = 2g() - 3 =

, rezolvam inegalitatile: 2x-3<-1=>x<1;

2x -5, x<-

1 .
ex+1, xz-1 Deoarece (g« f)(0) =11 si (f- g)(0) =1,

2. Demonstreaza ca in cazul in care functiile f,g:R — R sunt monotone (strict), atunci g - f'si fo g sunt

monotone (strict). In plus:

® daca f'si g au aceeasi monotonie (stricta), compunerile sunt
crescatoare (strict crescatoare).

® daca f si g au monotonii diferite (stricte), compunerile sunt
descrescatoare (strict descrescatoare).

Rezolvare: Vom demonstra cazul in care f si g sunt descresca-
toare, celelalte cazuri fiind analoage.

Fie x, < x, :»f( xl) 2 f( xz) (f descrescatoare) =
= g(f(x,)) <g(f(x,)) (g descrescitoare), deci x, < x, =
= (g2 f)(x,) < (g°f)(x,), adicd g - feste crescatoare.
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{:@’} Imagineaza-ti ca vrei sa iti cumperi o pereche de pantofi care costa x lei. Ai la dispozitie doua tipuri

de reduceri pe care le poti cumula, dar vanzatorul te intreaba in ce ordine vrei sa le aplici.

a) reducerea de magazin (sezonierd): reducere de 20% din pret;

b) voucher de fidelitate (reducere fixa): un bon valoric de 50 de lei.

Conteaza ordinea in care aplici cele doua reduceri? Daca da, ce situatie corespunde unui pret final
(dupa ambele reduceri) mai mic?

Rezolvare:

Modelare matematica: definim cele doua functii pornind de la pretul initial x:

» functia f (reducerea procentuala): daca scadem 20%, ramanem cu 80% din pret; f{x) = 0,8 - x;

» functia g (voucherul fix): scadem 50 de lei din pret, g(x) = x - 50.

Analizam cele doua scenarii posibile prin compunerea functiilor.

Scenariul A: aplici intdi procentul, apoi voucherul (g-f); calculam f{x), apoi g(f(x)); obtinem
(g ° NHx) = g(fix)) = g(0,8x) = 0,8x — 50 (se reduce pretul cu 20%, iar din noul pret se mai scad 50 de lei).

Scenariul B: aplici intdi voucherul, apoi procentul (f-g); calculam g(x), apoi f{g(x); obtinem
(fo 2)0 = flgx)) = fix - 50) = 0,8 - (x — 50) = 0,8x — 40 (se scad 50 de lei din pret, iar la suma ramasa se
aplica reducerea de 20%).

Comparam cele doua preturi finale, pret A (0,8x - 50) si pret B (0,8x — 40). Concluzie: varianta A este
mai avantajoasa; platesti cu 10 lei mai putin (indiferent de pretul initial).

Acest exemplu demonstreaza perfect observatia: compunerea functiilor nu este comutativd.

& )
Operatii cu functii numerice @ L
1. Determina suma, produsul si catul urmatoarelor functii numerice: @
D (0,2) > Rfx) = 3x + 251 (0, ) — Rg0) = x* + 3x - 2 \ ) _
b)fR > R,fix)=x+2sig:R~{- 2}g(x)—x+2, \\\ﬁ I

o fi[-2,2] - R,fix) = x 3sig:(-2,2) > R,gx)=x2-9;

[ AN
!_\\}Z///’ = /
d) £:(0,%) > R, flx) = % §ig:(-3,0) = R,g(x) = m — = °

2. Justifica faptul ca produsul dintre o functie numerica monotona si un numar a € R” este o functie
monotond.

3. (Activitate in pereche) a) Dati exemplu de suma a doud functii numerice de aceeasi monotonie pen-
tru care functia suma este monotonad. Se poate generaliza acest rezultat pentru suma oricaror doua
functii de aceeasi monotonie?

b) Determinati monotonia functiilor: i) f: (O,oo) - R f( ) =x-x%  i)fiIR->RAX)=x>+x+1.
c) Rezolvati in R inecuatiile: i) 1 - x% < 0; i)x®+x+1¢< 3.

4. a) Demonstreaza ca produsul a doua functii numerice care iau valori pozitive si au aceeasi monoto-

nie este o functie monotona. Este valabila proprietatea si in cazul in care functiile:

i) iau valori negative; ii) au semne opuse?
b) Determind monotonia functiilor: i) £(0,) - R,fix) = x(x*> + 1); i) R, —» R,f(x) = [x] (3x + 2).
¢) Rezolva in R inecuatiile: i) x(x2+ 1) > 3v2; i) [x]@x+2) <9+ 6,x = 1.

5. (Activitate pe grupe) a) Justificati faptul ca produsul dintre o functie numerica marginita si un scalar
a € R este o functie marginita.

b) Justificati cd suma si produsul a doua functii numerice marginite este o functie marginita.
c) Demonstrati ca urmatoarele functii sunt marginite:

)R - R Ax) = 2+1{x}; i) iR - RAx) ={x%+ x+ 1} + 2+1,
unde notatia {x} reprezinta partea fractionara a unui numar real x.




Compunerea functiilor
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6. (Activitate in pereche) Individual, determinati g f si fo g pentru functiile f,g:R — R urmatoare,
a)fix)=2x+3,g(x)=x+2;

apoi comparati si stabiliti daca exista cazuri particulare de comutativitate:
o filx)=x2+3,g(x)=x+1;

b) ix) = -x + 3,g(x)

e)f(x)=2x+1,g(x)={x_1’ x<0.

d) fix) = [x],g(x) = {x};
2x -5, x20

-X+ 3;

, x<1
3 ,g(X)= 2

x+1
f) f(X) — 2x -1
7. Pentru fiecare dintre functiile h urmatoare, determina cate doua functii f si g astfel incath = fo g.
a)h:R - R,h(x) =2|x - 1| + 1;

%;5,X21.
OhR->RAX)=2(x2+x+1)2+(x2+x+1)+3;
e) h:R" - R, h(x) = 2<(x+

Y -2)exed

b) h:(-1,°) - R,h(x) =2Vx + 1 + 1;
+X+?.

d) h:R = R,h(x) = 2(x?)? + x> + 1;
8. (Activitate in pereche) Determinati g - f si f o g pentru functiile f:A — B si g:B — Aurmatoare:
a)fix) =x2+1,8(x) =vVx-1,A=[0,»),B =[1,x);
b)f(x) =-2x+3,g(x) =%
o) filx)=x2+3x+3, gx) =

;3,A=B=R;
-3 +V4x -3
2

2= [e)a-[3+)

9. Pentru a-si deschide o afacere de vanzare online de tricouri, Andrei analizeaza piata si stabileste ur-
matoarele functii pentru venituri si cheltuieli, unde x reprezinta numarul de tricouri vandute lunar:
® functia venit (R): R(x) = 60x (Andrei vinde un tricou cu 60 de lei);
® functia de cost (C): C(x) = 25x + 350 (costul de productie este 25 de lei per tricou, iar chiria site-ului
si publicitatea costa 350 de lei lunar).

a) Determina functia profit, P(x), definita ca diferenta dintre venituri si costuri: P = R - C.
b) Calculeaza P(20) si interpreteaza rezultatul.
10. Studiaza monotonia lui f» g, unde f,g:R — R sunt doua functii date prin legile:
a) fix) = x%,g(x) = 2x + 5;
11.Se considera functiile:

a)f'R - R,fx)=x+1;

. ¥
I )
b)fix)=-3x+2,gx)=x>+1. @ 7
b) iR - R, f(x) =2x + 3;
0 fR—-R,flx)=-x+3;
Calculeaza fo fo...o f(de nori), n numar natural, n = 2.

d) iR - R,flx)=ax+b.
12.a) Demonstreaza ca daca f:R — R este marginita, atunci oricare ar fi g:R — R, fo g este marginita.
b) Verifica faptul ca functiile f:R — R sunt marginite:
i) fix)={x®+x+3};

.. 2(x+1)?
i) fix) = e T
13.a) Demonstreaza ca daca f:[a, b] — R este monotona, atunci f este marginita.

b) Demonstreaza ca pentru f,g:R — R, f monotona si Img = [a, b], f g este marginita.
14. (Activitate in pereche) Fie f,g:R — R doua functii.

a) Justificati ca daca ambele functii sunt pare sau ambele impare, compusa lor este o functie para.
b) Verificati daca in cazul a doua functii cu paritati diferite compusa lor este impara.
tru orice x real.

16.Fie iN — N, f{x) = 2x

15.a) Demonstreaza ca nu exista o functie f:R — R cu proprietatile (f o f)(x) = 4x si (f o f° f)(x) = 3x pen-
b) Identifica o relatie intre a si b astfel incat sa existe functii f:R — R cu proprietatile (f o f)(x) = ax si

(fo fo f)(x) = bx pentru orice x real si afla apoi functiile.

a) Demonstreaza ca exista o infinitate de functii g:N — N astfel incat g f=1.
b) Exista functii g:N — N astfel incat fo g = 1, ? Justifica.
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17. Managerul unui cinematograf observa ca numarul de spectatori depinde de pretul biletului. In pre-
zent, pretul este de 20 de lei si vin 100 de spectatori pe seara. Studiile de piata aratd ca pentru fiecare
ieftinire cu 1 leu a biletului, numarul spectatorilor creste cu 10 persoane.

Notam cu x numarul de lei cu care se reduce pretul biletului (0 < x < 20). Definim doua functii:

® functia pret: p(x) = 20 - x (noul pret al biletului);

® functia numar clienti: n(x) = 100 + 10x (numarul de spectatori dupa ieftinire).

a) Determina functia venit total, V(x), definitd ca produsul dintre pret si numarul de clienti (V =p - n).
b) Calculeaza venitul total, daca managerul decide o reducere de 5 lei (x = 5).

18.Se considera functia f:N — N,f(x) = [%]

a) Verificd faptul cd exista o infinitate de functii g:N — N astfel incatfoe g=1,.

b) Exista functii g:N — N astfel incatgo f=1?

19. Unlaceste poluat de o pata de ulei de forma circulara care se extinde continuu. Raza cercului (in metri)
creste in functie de timp (in secunde) conform functiei r:[0,») — R, r(t) = 0,5t. Aria suprafetei polu-
ate (in metri patrati) depinde de raza conform formulei ariei cercului: A:[0,«) - R, A(r) = 3,14 - r?
(= 3,14).

a) Determina functia care exprima aria poluata in functie de timp, folosind compunerea functiilor
(Ao r)(0).

b) Calculeaza cat de mare este suprafata poluatd dupa 10 secunde de la aparitia petei.

20. Intr-un grup de drone autonome care monitorizeaza o padure, fiecare drona are un ID unic (numar
natural nenul). Pentru a evita coliziunile, dronele trebuie sa isi actualizeze altitudinea de zbor con-
form unui algoritm secret, bazat pe ID-ul lor. Functia f:N"— N’ reprezinta algoritmul prin care o
drona cu ID-ul n isi calculeaza noua altitudine f{n) (in metri). Algoritmul trebuie sa respecte doua
reguli stricte:

- pastrarea ordinii: daca o drona are un ID mai mare decat alta, ea va zbura intotdeauna la o altitu-
dine strict mai mare (f este strict crescatoare).

- feedback-ul de siguranta: sistemul verificd integritatea datelor printr-o bucla dubld; daca o drona isi
recalculeaza altitudinea bazandu-se pe noua altitudine deja calculata, suma dintre aceasta ,dubla pro-
cesare” si altitudinea simpla trebuie sa respecte o relatie liniara fixa, pentru a preveni erorile de calcul.

Determina functia de altitudine f:N" — N, stiind ca este strict crescatoare si verifica relatia: f{if(n)) +
+fln)=2n+9,vneN".

A treia provocare: Cine este responsabil?

Un sistem de inteligenta artificiala decide acordarea unei burse. Date elev

intrebare: Cine poartd responsabilitatea pentru rezultat? ¢

e functia h? e functia g? e functiaf? e persoana care a construit sistemul? Functia f

NP (prelucrare)

Reflecteaza si raspunde:

1. Daca fiecare etapa este corecta, poate rezultatul final sa fie nedrept ‘L
(respingere)? Functia g

2. Poate aparea o eroare care nu este vizibila intr-un singur pas? (scor)

3. De ce este important sa intelegem intregul lant si nu doar rezultatul final? ¢

Compara raspunsurile tale cu cele ale colegilor tai. Sustine-ti punctul de Functia h
vedere cu argumente! (decizie)

Ideea mare: Intr-un lant de prelucrdri, rezultatul final depinde de fiecare Rezultat:
etapd, nu doar de ultima. ,Bursa

respinsa”.
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Functii injective

Inainte de a introduce definitii matematice, gdndeste-te la urmatorul context din realitate: ai acces la
baza publica de date a populatiei Romaniei, furnizata de Institutul National de Statistica (INS). Fiecare
cetdtean are un Cod Numeric Personal (CNP). Putem defini o functie f avand ca domeniu Populatia Ro-
maniei, drept codomeniu CNP, unde f(x) este CNP-ul persoanei x.

® Fiecarei persoane ii corespunde un cod unic? Da.

® Este posibil ca doua persoane diferite sa aiba acelasi CNP? Nu.

® Daca stim codul, stim exact cine este persoana?

Acesta este conceptul de injectivitate: nu exista doud elemente diferite in domeniul de definitie care
sa corespunda unei aceleiasi valori din codomeniu.

@
Functia f:A — B este injectivd FU NCT" INJECTIVE: f A-B
dacs pentru orice x,,x. €A, cu (FUNCTIILE INJECTIVE SAU UN
2 DOMENIU (4) CODOMENIU (B)
x, # X, avem f(x,) # f(x,). “fi— | CONDITIA DE INJECTIVITATE:
. . / —\’l Daca a; # a3, atunci f(a,) # f(ay).
Din punct de vedere IOglC, | | (Elemente distincte au imagini distincte)

afirmatia din definitie este
echivalentd cu urmatoarea
propozitie:

Functia f:A — B este injectiva
dacd pentru orice x,x, €A, ; 2 b ... i
avem f(x,) =f(x,) = x, = x,. i i J02) " R F_’:'"JECT'VA

Masina Injective f

ﬂ.ﬂI | EXEMPLU:

f(x) =3

Negand definitia data, avem:
Functia f:A — B nu este injectivd (neinjectiva) daca exista x,x,€A, cu x, #x,, astfel incat

f(x,) = f(x,)-

Interpretare geometrica

Intr-un reper cartezian, putem verifica prin lectura grafica injectivitatea unei functii astfel: o functie
este injectiva daca dreapta orizontald construitd prin orice punct al codomeniului intersecteaza graficul
functiei in cel mult un punct.

Orice functie strict monotond (strict crescdtoare sau strict descrescdtoare) pe domeniul sau este
injectiva.
Atentie! Reciproca nu este adevarata!
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Exemplu: In figurile de mai sus, functia de la a) nu este injectivd, deci nici strict monotond, iar cea
de la b) este injectiva, in acest caz si strict monotona. Dreptele orizontale din fiecare reprezentare sunt
evidentiate pentru a marca testarea proprietatii.

Unde intalnim conceptul de injectivitate in viata de zi cu zi?
® Amprenta digitald: functia care asociaza fiecarui om amprenta sa (a degetelor de la mana) este
consideratd, teoretic, injectiva; daca politia identifica intr-o situatie o amprenta, stie ca apartine unei
singure persoane; daca amprenta este in baza de date a politiei, inseamna ca a descoperit si carei per-
soane apartine.
® Adresa IP: intr-o retea locala de net corect configuratd, functia care asociaza fiecarui dispozitiv
(laptop, telefon) o adresa IP trebuie sa fie injectiva; daca ar avea acelasi IP, reteaua nu ar sti unde sa
trimita datele.
® Criptografia (Hash-uri): cand salvezi o parola, computerul nu salveaza secventa de caractere/sim-
boluri, ci un cod rezultat dintr-o functie matematica complicatd. Pentru a evita compromiterea securi-
tatii, aceasta functie trebuie sa fie injectiva (sa nu existe parole diferite care sa genereze acelasi cod).

1. Functia f:R - R,f{x) = 2x + 1 este injectiva.

Demonstratie:

X, #X,=22x, +1#2x,+1= fx) # f(x). Dreapta oblica reprezentand graficul functiei verifica tes-
tul liniei orizontale (cel mult o intersectie).
2. Functia f:R — R,f{x) = x? nu este injectiva.

Demonstratie:

Existd x, = -1six, = 1 astfelincatx, # x,,darf(-1) = (-1)?=1sif(1) = 12 = 1,decif(x ) = f{x)). Dreapta
de ecuatie y = 1 intersecteaza reprezentarea graficului functiei in doud puncte distincte, suficient pen-
tru a justifica neinjectivitatea.

3. Functia f3[2,») —» R, f(x) = x2 - 4x + 1 este injectiva.

Demonstratie:

Vom demonstra f(x,) = f(x,) = X, = X,, pentru orice x,, X, € [2, oo).

Tnacestsens,xf —4x +1=x}-4x,+1=>x)-x]-4x +4x,=0=> (x1 - xz)(x1 + xz) - 4(x] - x2) =
=0= (x, - x,)(x, +x, - 4) =0. Cum x,,x, € [2,%), rezultd x, > 2 si x, > 2, deci x, + x, = 4, cu egalitate
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pentru x, = x, = 2. In orice alt caz a doua paranteza este nenulg, ceea ce implicd x, - x,= 0= x, = X,.
In oricare dintre cele doua situatii implicatia este verificatd, deci functia este injectiva.

Y

AL UEALNLE () ‘HACKERII ETICI: CIFRUL AMBIGUU’
Hackers” (hackeri etici) in cadrul unui < S
concurs de securitate cibernetica. Algoritmul lui Andrei MESSY pgoritmul Biancai
Scopul echipei este sa transmita un f(x)=3x-5 |

din camera alaturata, pentru a opri un
atac simulat asupra serverului scolii.
Ai la dispozitie un alfabet numeric

. . . § X)=x"2-26x
cod secret format din 4 litere colegilor B . OUTPUT | | | INPUT Ly &

| Tmm

simplu, unde literele sunt numerotate N> /\ COLIZIUNE

astfe: A=1,B=2,C=3,..,Z = 26. ; ) j : CIFRU AMBIGUU

Pentru a nu fi interceptat mesajul de
echipa adversa, trebuie sa treci nu-
marul fiecdrei litere printr-o functie
de criptare. Ai de ales intre doi algoritmi (functii) propusi de membrii echipei tale, Bianca si Cristian. Tu
trebuie sa decizi care functie este sigura, stiind ca un algoritm este considerat sigur doar daca mesajul
poate fi decriptat corect, fara ambiguitati (unicitatea mesajului original este pastrata).

Mesajul pe care trebuie sa il transmita grupa ta este cuvantul: JAVA. Indicii literelor sunt: ] = 10,
A =1,V =22 A=1.Cele doua functii de criptare propuse de membrii echipei tale sunt definite pe mul-
timea indicilor literelor A = {1, 2, ..., 26} cu valori in Z; algoritmul Biancai: f:A — Z,f(x) = 3x — 5; algorit-
mul lui Cristian: g:A — Z,g(x) = x? - 26x. Cerinte:

a) Codificati cuvantul JAVA, folosind ambele functii.

b) Studiati care dintre functii este injectiva si care nu.

c) Explicati de ce functia neinjectiva ar putea duce la un dezastru in decriptarea unui alt mesaj (de
exemplu, daca ati fi avut de transmis literele L si N).

Rezolvare:

Pasul 1: Testarea ,pe teren” (calculul valorilor)

Pentru cuvantul JAVA trimitem prin retea numerele: 10, 1, 22, 1.

® folosind algoritmul Biancai: {10) = 25,f(1) = -2,f(22) = 61, mesajul criptat este: 25, -2, 61, 2.

® folosind algoritmul lui Cristian: g(10) = -160,g(1) = -25,g(22) = —-88, mesajul criptat este: —160,
-25,-88, -25.

Observatie: La prima vedere, ambii algoritmi de criptare par sa functioneze.

Pasul 2: Analiza de securitate (testarea injectivitdtii)

Pentru ca un cod sa poata fi decriptat unic (fara sa existe dubii asupra corespondentei dintre numar
si literd), functia trebuie sa fie injectiva.

» Verificam functia Biancdi: presupunem ca douad litere diferite, x, si x,, produc acelasi cod: f( x]) =

= f( x2); cum3x, - 5=3x, - 5= X, =X, rezulta cd singurul mod sd obtinem acelasi cod este sa plecam
de la aceeasi literd; functia este injectiva, deci este sigura.

» Verificam functia lui Cristian: inlocuim cu g(1) = g(25)= — 25, dar 1 diferit de 25, deci functia nu este
injectiva. Daca decizia ta este de a alege acest algoritm si trebuie sa trimita mesajul LUNA, codul pentru
prima litera (L) va fi —168. In acest caz, colegii care primesc mesajul, pentru valoarea —168 vor identifica in
tabelul de decriptare corespondenta atat cu litera L, cat si cu litera N, deci sistemul este inutilizabil (nesigur).

Asadar, decizia corecta este alegerea algoritmului Biancai.

Retinem! In matematicd, injectivitatea este garantia ca informatia nu se pierde si nu se confunda.
Intr-o functie injectiva, fiecare x are amprenta lui unica si irepetabila in lumea lui y.
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2. Un mare magazin a instalat un sistem automatizat de parcare. Exista o multime M de masini care
intra in parcare si o multime L de locuri de parcare numerotate. Sistemul foloseste o functie fzM—L pen-
tru a aloca fiecarei masini un loc, scanand numarul de inmatriculare. Sistemul informatic are un ,bug”
(eroare) in algoritmul de alocare. Pentru masinile cu numerele de inmatriculare x, functia de alocare a
locului este definita simplificat prin legea f{x) = Cifra(x) + 10, unde Cifra(x) este ultima cifra a numarului
de inmatriculare.

a) Verifica daca functia este injectiva, considerand doua masini: una cu numarul B-12-345 si alta cu
numarul CJ-09-845.

b) Explicd, in termeni practici, ce se intampla in parcare daca functia nu este injectiva.

Rezolvare:

a) Notam cu x, masina de Bucuresti (cu indicativul terminat in cifra 5) si cu x, masina de Cluj (cu indi-
cativul terminat tot in cifra 5). Obtinem f( x,) =5 + 10 = 15 si f( x,) = 5 + 10 = 15, asadar locul 15 pentru
ambele. Avem x, # x,(masini diferite), dar f( xl) = f( xz) (distribuite automat pe acelasi loc).

Concluzie: Functia nu este injectiva, sistemul de parcare este ineficient.

b) Lipsa injectivitatii inseamna conflict. Sistemul trimite doua masini diferite pe acelasi loc de par-
care. Soferii se vor certa sau, intr-un caz extrem, are loc o coliziune.

In general, proprietatea de injectivitate nu se conserva la functii obtinute prin operatiile de adunare
si inmultire a functiilor. In schimb, compunerea a doud functii injective este o functie injectivd.
Exemple: 1. Pentru functiile injective f,g:R — R, f{x) = x, g(x) = —x, functiile (f + g)co = 0, (f- g)(x) = -x?
nu sunt injective.
ﬁ 2. Daca f'si g sunt doua functii injective care se pot compune, atunci f - g este functie injectiva.
Intr-adevar, daca (f ° g)(xl) = (f ° g) (xz), atunci f(g(xl)) = f(g(xz)); tinand cont de injectivitatea
functiei f= g(x,) = g(x,), de unde, pentru ci g este injectiva, obtinem x, = x,, deci f = g este injectiva.

G

1. Stabileste care dintre urmatoarele relatii reprezinta functii si care dintre acestea sunt injective.

2. Se considera multimile A ={1, 2, 3} si B={5, 7, 9}. Determina toate functiile f:A — B astfel incat
f(1) # 5,f2) # 9. Care dintre ele sunt injective?

3. Studiaza care dintre urmatoarele functii sunt injective:

D f:(24) > Rf (x) = VX = 2; b)fZ ~ Z,f(x) = x + [x]
4. (Activitate in pereche) Justificati ca urmatoarele functii nu sunt injective:
a)f:R - R,flx) = x> - 7x% b) iR - R,filx) =x% - 2x? - 5x + 1;
A fR - R,flx) = |x]; d) f:R - R, fix) = [x]; e) f:R = R,fx) = {x};

DR - RAx) =|x-1]+|x - 2|; g)f:[R*—>[R{,f<x)=x+%.
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5. Reprezinta grafic functiile si analizeaza daca sunt injective prin lectura graficului (testul linilor
orizontale):
x+2, x20

a)f:ReR,ﬂx)={x+3’ x<0’

6. Studiaza injectivitatea functiilor:

X, XSl
b)g:R—>|R,g(X)={x2_2X+2 x>1" /D

a)f:[R—>R,f(x)={2X+l’ x> 1 b)f:[R—»[R{,f(x)={x+2’ X<l % ‘

3x, xs71 x2, x=2-1

. _[3x-1, xe@ ) : _[x-1, x impar
C)f'R_)R’ﬂX)_{ 4x, xeR~Q d)f'Z_)Z’ﬂx)_{x+1, X par

7. (Activitate pe grupe). Studiati independent injectivitatea functiilor f:R — R, unde m € R, apoi compa-
rati strategiile folosite la nivelul grupei:

3x-2, xs<1 3x-2, x=1 [ X xs-L

a)ﬂx)_{2x+m, x>1 b)f(x)_{mx+2, x>71 c)ﬂx)—{merl’ x>-1
-2x+1, x<0 X, x=<1

d)ﬂx)_{—mx%l, x>0 e)ﬂx)_{xi’}—2mx+2, x>1

8. Studiaza monotonia si injectivitatea functiilor si valideaza concluziile tale, folosind reprezentarea
grafica a acestora cu ajutorul unei aplicatii digitale:

Q) fR = R,fiX) =5 b) fiR — R, flx) = x* OfR—R,Ax)=1+[x];
x+1, x<0
d) fR - R,fix) = 2, xe(0,1); e)fiR - R,flx) = {
x+3, x=21
9. 0 drona de livrare trebuie sa zboare de la zona de depozitare panad la zona de livrare. Pentru siguranta,
drona urca si apoi coboara. Functia care descrie altitudinea dronei (in metri) in functie de timp (in
minute) este data de legea: h:[0, 10] — R, h(t) = —t*> + 10t, unde t = 0 semnifica momentul decolarii si
t = 10 semnificd momentul aterizarii. Operatorul dronei primeste o alerta: Drona se afld la indltimea
de 16 metri.
a) Demonstreaza ca functia h nu este injectiva pe intervalul [0, 10].
b) Poate operatorul sa stie, doar pe baza acestei alerte, daca drona este in faza de urcare sau de
coborare?
c) Restrictioneaza domeniul functiei astfel incat aceasta sa devina injectiva (sa nu mai existe ambi-
guitate la interpretarea alertei).

x?-4x+6, x<2
-x2+4x-2, x>2

10. Esti administrator de retea si ai un server care gestioneaza utilizatorii. Pentru a monitoriza ,sarcina”
serverului, folosesti o functie a cdrei variabila reprezinta numarul de utilizatori activi (n) dupa for-

mula f(n) = %, unde 100 este o constanta de calibrare a serverului. Sistemul automat de secu-
ritate este programat sa restarteze serverul daca indicele de incdrcare f atinge valoarea 2,5. Pentru a
fi siguri ca sistemul este stabil si predictibil, trebuie sa demonstram ca fiecarui numar de utilizatori
n ii corespunde un indice de incarcare unic.

a) Demonstreaza ca functia de lege f este injectiva pe domeniul [0, ).

b) Interpreteaza urmatorul rezultat: este posibil ca serverul sa confunde un numar mic de utilizatori

cu un numar mare si sa dea acelasi indice?
11. Se considera functia f:R ~ {l} - R,fix) = % Studiaza injectivitatea functiei.

12. (Activitate in pereche) Se considera functiile f: A — B si g: B— C. Demonstrati propozitia: Dacd g - f
este injectivd, atunci f este injectivd. Este obligatoriu ca si g sa fie injectiva? Justificati.
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Functii surjective

O functie f:A — B are ca scop asocierea fiecarui element din domeniul de definitie A cu un unic ele-
ment din codomeniul B. Ne intereseaza situatia in care toate elementele din codomeniul B sunt imagini
pentru o functie data.

FUNCTII SURJECTIVE: f:A—> B

5
H (FUNCTIILE SURIJECTIVE SAU ,,PE")
DOMENIU (A) CODOMENIU (B)

Spunem ca f:A—-B
. . v < ND DE E :
este surjectivd daca, | CONDITIA SURIJECTIVITATE
Pentru orice b € B, exista cel putin

. - \ !
pentru Orlce‘ element - | | un a € A astfelincat f(a) = b.
y €B, ecuatia fix)=y
are cel putin o solutie
X eA.

f:’x)I R/ EXEMPLU: fmT NON-EXEMPLU
. flx 3 A\ | NU
\ 1 1 d f
. N ESTE
/.@/ ) ~ x SURJECTIVA
(Imaginea este 4

(Imaginea este
ay) doar Y = 0) P

L //
Formal, proprietatea = == A e | | irttegs Sy

. .. . . Masina Surjectiv (COMPLET UMPLUT)
de surjectivitate a functiei ol i, il
inseamnd caImf=B & flA)=B & B C fld) & Vy € B, 3x € A astfel incat fix) = y.
y y

In diagramele de mai jos, imaginea din stinga corespunde unei functii care nu este surjectivd pentru
ca nu toate elementele din codomeniu apartin imaginii functiei, iar cea din dreapta corespunde unei

functii surjective.

Interpretare geometrica

Pentru o functie numericd f:A — B, putem verifica surjectivitatea analizand graficul. Astfel, functia f
este surjectiva daca orice dreaptd orizontald y = k, unde k € B, intersecteaza graficul functiei in cel putin
un punct.
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Q
a)f:R >R b)g:R - R

Ambele functii au drept codomeniu multimea numerelor reale. Observam ca graficul functiei f re-
prezentate in imaginea a) este intersectat o data de orice paralela dusa printr-un punct oarecare al axei
Oy la axa Ox, deci functia este surjectiva (Imf =R, deci egala cu codomeniul). Graficul functiei g din
imaginea b) nu se intersecteaza cu paralela dusa prin punctul (0, 3) al axei Oy si cum 3 € R (element al
codomeniului), rezulta ca functia nu este surjectivd.

@{@
1. Compunerea: Stiind ca f:A — B si g:B — C sunt doua functii surjective, atunci functia compusa
(g f):A — Ceste, de asemenea, surjectiva.
2. Suma si produsul: Atentie! Suma sau produsul dintre doua functii surjective nu reprezinta neapa-
rat o functie surjectiva.
Exemplu: fix) = x si g(x) = —x sunt surjective pe R, dar (f + g)(x) = 0'si (f - g)(x) = —x? nu sunt surjective
pe R.

Orice restrictie a unei functii injective este o intotdeauna functie injectiva (se transmite ,ereditar”).
Avem proprietatea similara in cazul restrictiilor unei functii surjective? Justifica!

aQ

7\
&

4

2x -1
x+1

1. Se considera functia f:(0,) — (-1, 2),f(x) = . Sa demonstram ca f este surjectiva.

Rezolvare:

2x -1
x+1

y+1 < s . .
©2x—1=yx+y©x(2—y)=y+1®x=m. Cumye (-1, 2), rezultacay+1>0si 2 -y >0, deci

Verificim daca existd x € (0,») astfel incat f{x) =y, pentru un y € (-1, 2) arbitrar: =yo

x > 0; adica indiferent de valoarea y € (-1, 2), exista x € (0, ) solutie a ecuatiei f{x) = y, deci f surjectiva.

2. Intr-un sistem de calcul, avem o multime de procese P = {pl,pz,ps,p4} si o multime de servere dispo-
nibile S = { s,,s,}. Definim functia de alocare a:P — S. Ce inseamna in acest context ca functia a sa
fie surjectiva?

Raspuns: Inseamna ca fiecare server disponibil are cel putin un proces activ alocat. Nu exista servere
care sa nu fie utilizate.
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2x+1, x<

Sa determinam a € R astfel incat fsa fie surjectiva.
ax+2, x>1

3.Se considera functiaf:R - R,f(x) = {

Rezolvare:

Pentru x < 1, obtinem f{(-, 1]) = (-, 3]. Justifica! Pentru ca fsa fie surjectiva pe R, ramura a doua a
functiei, corespunzatoare lui x > 1, trebuie s& acopere cel putin intervalul de (3, +): f{(1, +=)) D (3, +«). In
cazul a < 0, restrictia pe intervalul (1, +) este constanta sau strict descrescatoare; in ambele cazuri nu
poate fi acoperit intervalul (3, +«), deci nu convine. Daca a > 0, ramura a doua este restrictia unei functii
(strict) crescatoare care ia orice valoare mai mare ca a + 2; conditia de surjectivitate este ca pragul a + 2
sa fie mai mic sau egal cu limita superioara a primei ramuri (3), pentru a nu lasa goluri in codomeniu (sa
nu existe valori fara sa fie imagini), deci a + 2 < 3 = a < 1, asadar obtinem a € (0, 1].

4.0 companie de jocuri video are n jucatori care vor sa intre intr-o partida de tip ,,Battle Royale”. Pentru
ca jocul sa ruleze fara latenta (lag), compania foloseste o multime de servere regionale S = {sl,s ,
33,...,sm}. Definim functia de alocare f:] — S, unde J este multimea jucatorilor, iar f{j) = s inseamna
ca jucatorul j este

rimis pe serverul  (G®A) MANUAL TEHNIC DE EFICIENTA A SERVERELOR BATTLE ROYALE

S. Compania are l ‘Sistemul nostru este eficient doar dacé functia de alocare f este surjec anager |T |

un prOtOCOI de eﬁ_ JUCATORI - Domeniu J SERVERE REGIONALE - Codomeniu S

cienta energetlcgz ALOCARE SURJECTIVA EXPLICATI CE INSEAMNA SURJECTIVITATEA iN
un server pornit (EFICIENTA) ACEST CONTEXT;

5 \y ! Fiecare server are cel in acest context, surjectivitatea inseamni c fiecare
consuma curent  putin un jucétor. Nu server din multimea S trebuie sa aib cel putin un
electric il’l dl ferent j E’Sﬂ# ESEWHG pornite Lucitu; alocat. Niciun server nu functioneaza

: egeaba.

daca ‘11 Sunt‘ atrl- EXEMPLU: Daca avem 3 servere i 1L!nctia este datd de
buiti jucdtori sau o ALOCARE NON-SURJECTIVA (INEFICIENTA) e s kit ilstie s b anh
nu. Managerul IT Q) =k e o

. = . . mmm 101 mod3 =2 — s2
afirma: ,Sistemul N . Jm‘ o e .

1- g Se risipeste energie. mod3 =0 — s:

nostru este efi- gA @" ok | & :
cient doar daca } @]4 [:]sﬂ RASPUNS: NU, nu este mereu surjectiva. De exemplu, |
functia de alocare k v 9 = egrc?iag\amldnarumucamr, cel putin doua servere
f este surjectiva.” '

a) Ce inseamna surjectivitatea in acest context?

b) Consideram ca avem 3 servere si functia este data de f{j) = ID_j(mod3), unde ID_j reprezinta un
numar natural, de identificare a jucatorului, numerele fiind alocate in ordinea inscrierii in joc, consecu-
tiv, iar codomeniul S este {0, 1, 2}. Prin ID_j(mod3) intelegem ca valorii ID_j ii corespunde restul impar-
tirii la 3 a acestui numar de identificare. Aceasta formula de alocare este surjectiva pentru orice numar
de jucatori?

Rezolvare:

a) Interpretarea surjectivitdtii. In limbaj matematic, f:J — S este surjectivd daca Imf= S, adica daca
pentru fiecare server s € S exista cel putin un jucator j € J astfel incat f{j) = s. Concluzie: Surjectivitatea
garanteaza ca nu existd servere neutilizate. Daca functia nu ar fi surjectiva, ar insemna ca nu ne inca-
dram in eficientd energetica (s-ar plati curent pentru un server pe care nu se joaca nimeni).

b) Analiza functiei de alocare: Consideram multimea serverelor S = {0, 1, 2} si multimea jucatorilor

]= {jl, j ...,jn}. Legea functiei este f{j) = ID_j(mod3).
Daca avem un singur jucator (n=1) cu ID_j1 = 10: f(jl) = 10(mod3) = 1. Imaginea functiei este
Imf = {1}. Deoarece {1} # {0, 1, 2}, functia nu este surjectiva. Serverele 0 si 2 consuma curent degeaba.
Daca avem o multime mare de jucatori cu ID-uri consecutive (de exemplu: 10, 11, 12, 13...):
10(mod3) = 1 ; 11(mod3) = 2 ; 12(mod3) = 0,.... In acest caz, Imf = {0, 1, 2}, deci functia este surjectiva.
Surjectivitatea inseamnd, de fapt, utilizarea completd a resurselor. In informaticd, ne asigurdm cd o
functie de distributie este surjectiva pentru a nu irosi capacitatea hardware.
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Determina imaginea functiei f:R — R, flx) = -2x + 1 si stabileste daca f este surjectiva.

2. Verifica surjectivitatea functiilor: f;Z - Z,fin) =n + 1; g:N - N g(n) =n+1.

3. Demonstreaza ca functia R~ {-1} » R~ {2},f(x) =
lui dreptelor orizontale (prin lectura grafica, cu a]utorul unei reprezentan dlgltale)

4. Studiaza surjectivitatea functiei f:R — R, f{x) = max(x, 1 - x).

5. (Activitate pe grupe) Calculati independent imaginea cate unei functii, apoi discutati la nivelul gru-
pei ce strategii ati utilizat, pentru f:R - R:

a)fix)=-2x+1; b) fix) =3x2+ x - 2; ¢) fix)=ax?+bx +c,a#0;
x2-1, B 2x-1, xs<0 _{2x+1, xeQ
DO = s e)ﬂx)_{x2+x+l, x>0 £ fix) = 3x-2, xeR~Q

Colaborati pentru a justifica faptul ca urmatoarele functii sunt surjective:
a)f'R - R,f{x) = 4x + 1; b) fiR — [1,%),f(x) = x2 - 2x + 2; c)f:[R{\{—l}—>IR\{Q},/‘(x)=X2+x1

2x+1, x<1 xX+1, x<3
d)fR_)R)ﬂx)_{ 3X, x>1 e)f'RqR’ﬂx)_{x2—6x+ 13’ x>3
6. Cu ajutorul unor aplicatii digitale, reprezinta grafic functiile urmatoare si stabileste prin lectura gra-
fica daca sunt surjective:

a)fiR — [-1,»),f{x) =x*-1; b)f:Z - 7,f(x) = 2x;

ofR-R,fix)= {

x+2, x>0 x+1, x<0

d)fR - R,Ax) = {

-2x+3, x<0 {x}, x<0O
7. Verifica daca urmatoarele functii sunt nesurjective:
a) iR — R,f{x) = |x|; b) R — (0,%),flx) = x* + x? + 1;
) fiR = (0,%0),f{x) = |x - 2| + |x]; d)fR = R,fix) = [x].
8. (Activitate in pereche) Studiati surjectivitatea functiilor f:R - R,m € R.
3x-2, x21 3x-2, xs1 X2, x<-1
a)ﬂx)_{2x+m, x<1 b)f(x)_{mx+2, x>1 0 flx) = {mx+1 x>-1

9. a) Da exemplu de functie f surjectiva si neinjectivd, in cazul f3[0, 1] — [2, 4].

b) Da exemplu de functie nesurjectivd si injectivd, in cazul g:[0, 1] — [2, 4].
10. Se considera A si B doud multimi, n € N"si |A| = |B| = n. Justifica faptul ca f surjectiva < finjectiva.
c,.c,}, care tre-
buie sa acopere 3 zone distincte, Z = {21,22,23}. Aplicatia atribuie fiecare curier unei singure zone,
prin functia a:C — Z. Compania considera ca serviciul este operational daca in fiecare zona exista cel

putin un curier pentru a prelua comenzile.
a) Explica de ce starea operationald a serviciului este echivalenta cu surjectivitatea functiei a.

11.0 platforma de livrare de mancare are intr-un cartier 4 curieri disponibili, C = { c,C,

b) Daca aplicatia foloseste regula acc) =z, unde k = i(modB) + 1, verifica daca serviciul este operational.

12. In securitatea informatica, o functie de dispersie (hash) simplificata, h:{0, 1,...,P - 1} = {0,1,..., M - 1}
distribuie chei de date in ,containere” de memorie (buckets). Pentru a evita irosirea memoriei, un ingi-
ner doreste ca functia h sa fie surjectiva, astfel incat fiecare container sa poata fi utilizat. Considerand
functia h: {0, 1,..., 11} ={0, 1, 2, 3}, h(x) = (3x + 2) (mod4), justifica daca functia h este surjectiva. In
caz afirmativ, determina cate suprapuneri (chei diferite care merg in acelasi container) exista pentru
fiecare element din codomeniu.
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Functii bijective

@

O functie f:A — B se numeste bijectivd (sau este o bijectie) daca este injectivd si surjectiva.

Astfel, o functie

este bijectivi dacd re- FUNCTII BIJECTIVE f A < B

alizeaza o corespon- (FUNCTIILE BIJECTIVE Sl I BILE)

denta ,perfectd” intre DOMENIU (A) CODOMENIU (B)
elementele multln"lll - 2 _ CONDITIA DE BIJECTIVITATE:

de plecare (domeniu) b O functie este BIJECTIVA dac este si INJECTIVA

si cele ale multimii de > (fiecare a € A are o unica imagine f(a) € B)

[ 7 1 : si SURJECTIVA (fiecare b € B are o preimagine

sosire (codomeniu): \ a € A, adica Imaginea f(4) = B).

» finjectiva: fiecare & : Q/ f(a) e
e]ement dln B eSte ima' (Fiecare elemnntdm B ave EXACT o preimagine).

ginea a cel mult unui

. (A— B
element din A. - b | e EXEMPLU;
» surjectivd: fiecare <= - : ""pste

e s

element din B este gl

imaginea a cel putin

unui element din A.
» bijectiva: fiecare element din B este imaginea a exact unui element din A.

(Injectiva si

@
O functie f:A — B este bijectiva daca si numai daca ecuatia f{x) = y are o solutie unica x € A pentru
oricey € B.

~

FrQ
Exemplul 1. Se considera functia f:R — R,f{x) = 2x + 3.
® injectivitate: 2x, + 3 = 2x, + 3 = x, = x,, deci functia este injectiva;

. . -3 . o
® surjectivitate: 2x + 3 =y are solutia x = =——; deoarece pentru orice y € R, x este un numar real,

functia este surjectiva;

® concluzie: f este bijectiva.

Exemplul 2. Se considera functia f:R — R,fx) = x>

® injectivitate: f{-2) = f2) = 4 si cum -2 # 2, rezulta ca f nu este injectivd;

® surjectivitate: ecuatia x? = —1 nu are solutii in R; codomeniul contine numere negative care nu
sunt imagini ale functiei, deci f nu este surjectiva;

® concluzie: functia f nu este bijectiva.

Observatie: Prin restrangerea domeniului si a codomeniului, functia g:[0, ) — [0, «),g(x) = x? care
conserva legea reprezinta o functie bijectiva.
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Utilizand cele invatate la capitolul de logica matematicd, neaga definitia bijec-
tivitatii si precizeaza daca toate etapele evidentiate la exemplul 2 sunt necesare
pentru justificarea concluziei formulate. Fa pereche cu un coleg si construieste :
cate un exemplu de restrictii ale functiei f din exemplul 2 care sa fie functie nebi-
jectiva si care este: a) injectiva; b) surjectiva.

Interpretare geometrica

Din punct de vedere grafic, o functie este bijectiva daca orice dreaptd orizontald
dusa prin punctele codomeniului intersecteaza graficul functiei intr-un singur punct. L

-2

&

1. Sa demonstram ca functia iR~ {1} » R~ {2},fix) = 2;‘:'11 este bijectiva.

Rezolvare:
Studiem existenta si unicitatea solutiei ecuatiei fix) = y pentru un y fixat din codomeniu.

2x+1 1
X -
nuta este bine definita si x este unic determinat. Trebuie sa verificdm daca x apartine domeniului (in

< y+1 . - . .. 9 .
acest caz ca x # 1): cum y=2° 1=>y+1=y-2=1=-2(imposibil), rezulta ca x # 1. Fiindca ecuatia

=y=>2x+1=yx-y=>x(2 - y)——y—1=>x—§— Deoarece y € R ~ {2}, y — 2 # 0, fractia obti-

are o solutie unica in domeniu pentru orice y din codomeniu, functia este bijectiva.

2. Insecuritatea ciberneticd, o metoda simpla de a cripta mesaje este folosirea unei functii bijective. Pre-
supunem ca alfabetul este reprezentat prin numerele de la 1 1a 26. Daca folosim legea de criptare f care
pune in corespondenta pe x cu restul impartirii lui x + 3 la 26, adica f{x) = (x + 3)(mod26), aceasta tre-
buie sa fie bijectiva pentru a permite decriptarea: bijectivitatea garanteaza ca fiecarei litere de intrare
ii corespunde un cod unic si, mai important, ca fiecare cod primit poate fi tradus inapoi intr-o singura
litera initiala (prin ceea ce vom vedea in lectia urmatoare ca este functia inversda f!).

Riscuri: Daca functia nu ar fi injectivd, doua litere diferite s-ar cripta cu acelasi cod, facand mesajul
imposibil de descifrat corect; daca functia nu ar fi surjectivd, nu orice cod ar functiona.

3. In aviatie si meteorologia internationald, este esentiald convertirea temperaturilor intre scara Celsius
(folosita in Europa) si scara Fahrenheit (folosita in SUA). Relatia dmtre temperatura in grade Celsius
(x) si cea in grade Fahrenheit (y) este data de functia f:R — R,f(x) = x + 32.
a) Demonstreaza ca functia de conversie este bijectiva.
b) Explicd importanta practica a bijectivitatii in acest context.
c) Determina temperatura la care cele doua scari indica aceeasi valoare numerica.

Rezolvare:

a) Pentru a fi bijectiva, functia trebuie sa fie atat injectiva, cat si surjectiva. Putem verifica am-
bele conditii 31multan demonstrand ca ecuatia f{x) = y are o solutie unicd x pentru orice y € R. Cum
y= gx +32=>x=7 (y 32) si membrul drept are sens pentru oricare y, rezulta ca f este bijectiva.

b) ] feste injectiva, deci nu pot exista doua temperaturi Celsius diferite care sa corespunda aceleiasi
temperaturi Fahrenheit; astfel, daca un termometru indica 100°F, avem certitudinea ca aceasta cores-
punde unei singure valori Celsius (aprox. 37,7°C) si nu riscam sa avem doua stari termice diferite sub
acelasi numar;

[ feste surjectiva, deci orice valoare de pe scara Fahrenheit are un corespondent pe scara Celsius;
pentru astfel de legi, putem crea intotdeauna un algoritm de ,inversare” a procesului;

[0 cunoscand formula de trecere de la grade Celsius la grade Fahrenheit, bijectivitatea ne asigura ca
putem construi o formuld valida si de trecere de la grade Fahrenheit la grade Celsius.
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¢) Determinam x astfel incat f{x) = x, deci x = %x + 32. Valoarea de -40° (solutia ecuatiei) este singu-

rul punct unde scarile Celsius si Fahrenheit coincid.

&

1.

Care dintre urmatoarele functii definite pe R cu valori in R sunt bijective? Justifica prin reprezentare
grafica, folosind o aplicatie digitala:

a) flx) = -3x +5; b) gx) = x*; ¢) h(x) = |xl.

Determina m € R astfel incat functia f:R — R, f{x) = (m - 1)x + 2 s fie bijectiva.

(Activitate in pereche) Se considera multimea A = {1, 2, 3, 4}. Cate functii bijective f:A — A pot fi con-
struite astfel incat f{1) = 2? Reflectati intai individual asupra strategiei de rezolvare, apoi discutati in
pereche si finalizati impreuna rationamentul.

Demonstreaza ca functia fi[1, %) — [0,«),f{x) = x> - 1 este bijectiva.

(Activitate pe grupe) Abordati intai individual cate o functie, prezentati rationamentul si discu-
tati asupra diferentelor de strategie implicate in justificarea faptului ca urmatoarele functii sunt
bijective:

a)fiR - R, flx)=-3x+1; b) f:[0,) = [0,),fx) = x?;
c) fi(=,0] = [0, ), f(x) = x?; d)fR - R,fix) = { f;( );66% Q0

2x-1, x=s2
x+1, x>2

e)f:R—>R,ﬂx)={ )N = N,fin)=n+(-1)7

g) fi[1,) = (0, 1],fix) = 2x

x2+1°

. Studiaza proprietdtile de injectivitate si surjectivitate pentru urmatoarele functii si demonstreaza ca

nu sunt bijective:
) fiR = R,fx) = x* + x; b) f:R = Z,fix) = [x]; ¢) f:R = [0, 1),fx) = {x};
d) 'R - R, fix) = |x|; e) iR = R x R,f{x) = (x,x);

£)f0,1] x[1,2] = R x R,Ax) = (x + 1,y + 2).

2x-1, x<1
Se considera functia iR - R, fix) =< 1 -3x, xe(1,3).

X+2, x€|3,»)
a) Reprezinta grafic functia data.

b) Determina numarul solutiilor ecuatiei f{x) = m,m € R. Discutie dupa m.

c) Decide argumentat daca f este injectiva, surjectiva, bijectiva.

Aceleasi cerinte pentru functia iR - R,fix) = [x - 1| + |x + 1].

) Arata ca f:Z Nf()—{ 2n, nz0 te bijectiva
a)Aratacaf:Z - N,f(n) = Con-1, n < o ©stebijectiva.
5 xpar
b) Arata ca g:N - Z,g(x) = xo1 este bijectiva.
—5—, Xximpar

9. Determina toate functiile f de gradul I bijective, stiind ca f[0, 1] — [1, 4].

10.Demonstreaza ca f:R — R, f(x) = {

X, xeQ

este bijectiva daca si numaidacaa e R~ Q.
ax, xXeR~\Q ’

11.Se considera A C R o multime finitd si f:A — A o functie strict crescatoare. Arata ca f este bijectiva.

12.Se considera functiile f:A — B si g:B — C. Justifica faptul ca:

a) daca f'si g sunt bijective, atunci g » f este bijectiva;
b) daca g - f'este bijectiva, atunci f este injectiva si g este surjectiva.



o000

Functii inversabile

O functie trebuie sa fie ,perfect echilibrata” pentru a putea fi inversata: fiecarui element din codome-
niu trebuie sa ii corespunda exact un element din domeniu.

j9) FUNCTII INVERSIBILE: f:A©Bsif:B—A
Spunem ca functia f:A — Beste ' (FUNCTI"LE CARE AUTNVERSA) b
inversabild daci exista o func- DOMENIU A (pentruf) = fsi f~* sunt BIIECTIVE == C(;??MEN'U geent )
tie g:B — A astfel incat: ‘ CONDITIA DE INVERSIBILITATE:
(g 2 f)(x) = x, pentru orice x € A 0 functie f are inversa f~1
_ - daca si numai daca f este BIJECTIVA
(fg ° f)‘(;)lA (injectiva si surjectiva)
o g)(y) =y, pentru orice y € B
(fog=1,)

unde 1,;:A—A si 1:B—B
sunt functiile identitate pe
multimile date: 1,00 = x, res- : : INVERSIBILA
pectiv 1,(x) = x, oricare x din ' - ' Lot

domeniul fiecarei functii.
Functia g se noteaza cu f! si se numeste inversa functiei f.

SISTEM DE MASINI BIJECTIVE (Inversibile)

Retinem! Atunci cand existd, inversa unei functii ,inverseaza” domeniul si codomeniul functiei initiale.

@
O functie f:A — B este inversabila daca si numai daca s
este bijectivd. =]

Proprietati si reprezentare grafica P

® Simetria: pentru functiile numerice, graficele functii- ,
lor fsi f! sunt simetrice fata de prima bisectoare (dreapta
de ecuatie y = x).

® Monotonia: daca f este strict monotona, atunci f este 5 A
injectiva. Daca f este si surjectiva, atunci f'are acelasi tip 3
de monotonie ca f. A 5

® Calculul inversei: pentru a obtine f', rezolvam ecuatia -~

fix) =y in raport cu x (exprimarea lui x in functie de y).
EQ
Functia de gradul I. Se considera functia f:R — R,flx) = —3x + 1. Fiind o functie de gradul I, este bi-
s s 1- . .. . . . 1-
jectiva. Cumy =-3x+1=>x= Ty (cu solutie unica, oricare y), obtinem inversa f :R - R, f!(y) = Ty
Revenind in notatia standard a variabilei unei functii (x), obtinem f :R - R,f(x) = 1 3 X,

Reflectie: Prin acest rationament se obtine o functie care indeplineste conditia de inversa, fiind uni-
cul raspuns posibil. Aceasta situatie nu caracterizeaza doar exemplul dat: atunci cand exista, inversa
unei functii este unica!
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Aplicatie: In informatica, un algoritm de criptare simplu poate fi modelat printr-o lege de tipul
E(p) = ¢, unde p este mesajul explicit si c este forma criptata a acestuia. Pentru ca destinatarul sa poata
citi mesajul, functia trebuie sa fie inversabild, astfel incat D(c) = E-'(c) = p.

Inteligenta artificiala (1A) in activitati de invatare

Foloseste un asistent IA pentru a explora limitele inversabilitatii.

® Cerinta: Introdu urmatorul prompt (text): Explicd de ce functia fix) = x? nu este inversabild pe R,
dar devine inversabild daca restrictiondm domeniul la [0, ). Genereazd cod Python pentru a trasa am-
bele grafice si dreapta 'y = x.

® Analiza: Discuta cu colegii daca explicatia oferita de IA respectd interpretarea geometrica (testul

dreptelor orizontale). ”
v ’-Jv‘
N 2
- . x, x€Q ‘-.L!.v
1. Demonstreaza ca functia f:R —» R, f(x) = ~
e e o T, -X, XERNQ ==
este bijectiva si determina inversa. =
Rezolvare: / > U j
Pentru orice x € Q,f{x) = x € Q, deci f{f(x)) = x; cum y = x, rezulta I
cd x = y. Pentru orice x ¢ Q, flx) = —-x ¢ Q; cum y = —x, rezulta ca “
x = -y. In concluzie, f{f(x)) = -(-x) = x pentru orice x € R si inversa este f:R — R,
x, x€Q . . . .~ . - e
(x) = . In acest caz, in mod particular, rezulta ca f~! = f (inversa functiei este functia insasi)!
(%) v xeR Q| t d particul It T=f( functiei este funct Si)!
-x, N

2. Aplicatie practica

Esti dezvoltatorul unui magazin online international. Sistemul tau proceseaza plati din Romania (RON)
catre un furnizor din Uniunea Europeana (EUR). Pentru a automatiza contabilitatea, ai nevoie de o func-
tie care sa converteasca pretul si de inversa ei pentru a procesa retururile (refund). Consideram functia
de conversie f:(0, ) — (5,«), definita prin formula f(x) = % + 5, unde x reprezintd suma in RON, iar f{x)
reprezinta suma finala in EUR (care include un comision fix de transfer de 5 EUR, unde 1 Euro = 5 RON).

a) Demonstreaza ca functia f este bijectiva, deci inversabila.

b) Determina legea de corespondenta a functiei inverse f!. Ce reprezintd aceasta in contextul dat?

c) Daca unui client trebuie sd i se returneze 105 EUR, foloseste inversa pentru a calcula cati RON tre-
buie sa primeasca acesta ca retur.

Rezolvare:

a) Pentru ca functia si fie inversabild, trebuie si fie injectiva si surjectiva. Considerand x , x, € (0, )
astfel incat f( xl) =f( x2), obtinem % +5= % +5 = X, = x,, deci f este injectiva. Vom verifica daca, pen-
tru orice y € (5,), existd un x € (0,«) astfel incat f{x) = y. Avemy = % +5=>x= S(y - 5); deoarecey > 5,
rezulta cady - 5 > 0, de unde x > 0, deci x € (0, =), asadar f este surjectiva. Fiind injectiva si surjectiva, f
este bijectiva, deci inversabila.

b) Din calculul de la surjectivitate, am exprimat x in functie de y. Inlocuind notatiile pentru a obtine
forma standard a functiei, obtinem inversa f':(5, %) — (0, ), f'(x) = 5(x - 5).

Interpretare: In contextul dat, functia f! reprezinta algoritmul care calculeazd suma originald in RON
pornind de la o suma in EUR, dupa ce se scade comisionul de transfer.

c) Clientul a platit/receptionat y = 105 EUR. Aplicam functia inversa pentru a gasi suma in RON:
f1(105) = 5(105 - 5) = 500 RON, asadar banca va returna in contul clientului suma de 500 RON.

Tabelul de corespondenta (conversie versus retur) urmator ilustreaza cum functia f transforma intra-
rea (RON) in iesire (EUR), iar functia f! reface drumul invers, de la EUR inapoi la RON.
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Suma in RON (x) Procesare Plata f(x) =x/5 + 5 SumainEUR(y)  Procesare Re?ur f ';(y) =5(y - 5) Rezultat Retur (RON)
7 5 10

10 10/5 +5 7-5

50 50/5+5 15 5(15 - 5) 50
250 250/5+5 55 5(55 - 5) 250
500 500/5+5 105 5(105 - 5) 500
1000 1000/5+5 205 5(205 - 5) 1000

Activitate suplimentara pentru portofoliu

Incearca si programezi acest calcul in limbajul studiat la Informatica. Observa cum, in programare,
functia inversa este pur si simplu o alta functie care ,,desface” operatiile primei functii in ordine inversa.

Observatii:

® Punctul de plecare al codomeniului: Pentru O RON, prin legea datd, suma in EUR ar fi 5, dar suma
0 inseamna ca nu are sens transferul si nici aplicarea de comision; domeniul functiei inverse f! trebuie
sa contina orice valoare mai mare decat 5, deoarece nu poti avea un retur mai mic decat comisionul fix.

® Proprietatea de reflexie: Reprezinta cu ajutorul unei aplicatii digitale puncte ale graficelor func-
tiei si inversei acesteia intr-un reper cartezian. Vei remarca faptul ca punctul (50, 15) de pe graficul lui
f ar corespunde punctului (15, 50) de pe graficul lui f7, fiind intr-o pozitie de simetrie fata de dreapta
de ecuatie y = x; aceasta simetrie fata de prima bisectoare (y = x) este ,semnatura” grafica a functiilor
inversabile. Astfel, prin lectura grafica a reprezentarii unei functii surjective, in situatia in care curba si-
metrica fata de graficul functiei in raport cu prima bisectoare verifica testul liniei verticale, atunci avem
validarea proprietatii de inversabilitate.

® /mplementare algoritmicd: pentru a programa un astfel de sistem, ai putea folosi IA pentru a ge-
nera teste unitare (Unit Tests); de exemplu, poti cere: Genereazd un test in Python care sd verifice dacd
pentru orice valoare x, f'(f(x)) = x pentru functia de conversie valutara.

Reflectie: Daca magazinul decide sa schimbe comisionul fix de la 5 EUR la 10 EUR, cum se modifica
functia inversa f'?

&

Verifica daca functia f:R — R, f{x) = 4x + 1 este inversabila. 5
Determina inversa functiei f:[0, ) — [0, ), f{lx) = x>. /l/
Se considera functia de lege f{x) = x + 2, pentru orice x numar real. Calculeaza f7'(5).

Daca f(1) = 3 si f'este o functie bijectiva, care este valoarea lui f!(3)? E:;) ‘
Stabileste daca f:Z — Z,f{n) = n + (-1)" este inversabila. il
Determina inversa functiei R — R,f{x) = x°.

Verifica faptul ca f:R {—1} >R~ {2}, fix) = X2+X1 este inversabila si determina f'.

3x-2, x21
2x+m, x<1

N &g N =

8. Determina m € R astfel incat f:R — R, f(x) = { sa fie bijectiva.

9. Precizeazd domeniul maxim de definitie si codomeniul pentru ca functia f de lege fix) = vVx - 1 sa fie
inversabila.

10. Determina functia de gradul |, stiind ca f:[0, 1] — [1, 4] si ca este bijectiva.
11. Demonstreaza ca daca f'si g sunt bijective, atunci(geo f) ' =f"'o g™,
12. Reprezinta grafic functia de lege f{x) = x> - 1 pe [0, ») si inversa sa.

13. Verificd i bilitat tru f:R Rﬂ)—{Qx_l’ x=2
- Verificd inversabilitatea pentru fR > R, = 1" o Lo
14.a) Se considera functiile f:R - R,fix) =3x - 1 si g:R — R,g(x) = X; L Calculeaza fogsigef. Sunt

functiile f si g inversabile?

n -1, dacan esteimpar
b) Fie f:N — N, fin) = i P
n+ 1, dacan este par

bila. Care este inversa sa?

. Calculeaza f - f'si justifica faptul ca f este inversa-
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15. (Activitate pe grupe: abordare individuald a cdte unei functii, apoi prezentare si discutii la nivel de
grup) Aratati ca urmatoarele functii sunt inversabile, determinand in fiecare caz functia inversa:
a)fR - R,flx)=-2x+ 1; b) f:[2,) = [0,%),fix) = x? — 4x;
5x-1, x=<0 2x+1, x=20
o f:R - R,fix) = {_1 +3x, x>0 d) fR - R,fix) = { 1-x% x<0
: Cx+1, : _[x*-6x+11, x23
OfR - RA L= DfR-RM0-{C ST XS
VAR - R.AX) { Vx+4-2, x2-4
‘R->R,flx) = .
5 -V=Xx-4-2, x<-4
16. Folosind reprezentarile grafice ale inverselor, reprezinta grafic urmatoarele functii:
a) fi[1,%) = [0,%),fix) = VX = 1; b) f:[-3,%) = (~==,2],fix) =2 - VX + 3; @8 '
5 iy

x+1, xX<2

Of:R—->R,f(x)= .

Vf:R = Rf) {3+\/x—2, X2 2

17. (Activitate in pereche) Demonstrati ca urmatoarele functii nu sunt inversabile: > P
a)f'R - R,flx)=2x>-3x+1; b) f:(0,) = R, f{x) = x*; U

x+1, x>0 x, x€Q
C)f:R*R,ﬂX)={2X_1 XSO; d)f:R_)R’ﬂx)={Hx XxXeERNQ

18.Se considera f:A — B o functie inversabila, strict monotona si y,,y, € B,y, #,. Fie x, = f‘l(yl) si

) -Fy) o x-x
.7, flx,) = f(x,)’

19. (Activitate pe grupe) Studiati inversabilitatea functiei fR x R - R x R,f{x,y) = (x + y,2x - y). Di-
fera rationamentul facut fata de cazul functiilor de o singura variabila? Explicati.

x, = f(y,). Demonstreazd ci: a) b) f-'este strict monotona.

20.Se considera functia f:R — R,flx) = x* + x + 1. Demonstreaza ca f este inversabila, folosind repre-
zentarea grafica realizatd cu ajutorul unei aplicatii digitale.
x, xeQ

ax, xeR~\Q
22.Se considera f:A — A o functie strict crescatoare pe o multime finita. Este finversabila? Justifica.

21.Determina a € R pentru care functia fix) = { este bijectiva.

23.Rezolva ecuatia flx) = f"'(x) in cazul in care f(x) =X ; L pentru oricare x numdr real.
24.(Activitate in pereche) O companie de software dezvolta un sistem de autentificare pentru un seif
digital. Pentru a proteja PIN-urile numerice ale utilizatorilor in baza de date, acestea nu sunt salvate
in forma lor originalg, ci sunt trecute printr-un algoritm de criptare reprezentat de o functie matema-
ticd. Algoritmul de criptare este definit de functia f:R — R, f{x) = 3x — 24, unde x reprezinta PIN-ul
original ales de utilizator, iar f{x) reprezinta valoarea criptata care se salveaza efectiv in baza de date.
Pentru ca sistemul sa functioneze corect, acesta trebuie sa fie capabil sa recupereze PIN-ul original
atunci cand verifica identitatea utilizatorului. Asta inseamna ca procesul trebuie sa fie reversibil.
a) Demonstrati ca functia de criptare feste bijectiva, justificand astfel faptul ca decriptarea este posi-
bila pentru orice valoare si ca nu exista doua PIN-uri diferite care sa aiba aceeasi valoare criptata.
b) Determinati functia de decriptare f"'care permite sistemului sa afle PIN-ul original x cunoscand
valoarea stocata y.
c) Caz concret: un hacker reuseste sa vada baza de date si gaseste valoarea criptata y = 1 206; folosind
functia inversa determinata la punctul anterior, aflati care este PIN-ul original al utilizatorului.

25.Provocare IA: Scrie un algoritm (pseudocod) care primeste o lista de perechi (x,y) si verifica daca
acestea pot reprezenta o functie inversabila.
Sugestie pentru portofoliu: Cauta cum este utilizata functia inversa in prelucrarea imaginilor (de
exemplu, pentru a anula un filtru de luminozitate).
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Proprietati ale functiilor. Aplicatii si lectura grafica.

Fixare - consolidare - aprofundare

O imagine face cat o mie de cuvinte, dar un grafic bine interpretat face cat o mie de calcule. In activita-
tile urmatoare, vei observa ca IA este utilizata nu doar pentru a primi raspunsuri, ci si ca pe un asistent
de laborator care trebuie ghidat si verificat.

Activitatea 1 (Portofoliu interdisciplinar): Paritate si monotonie

Scop: intelegerea profunda a definitiilor paritatii si monotoniei prin descrierea lor in limbaj natural
si matematic si prin lectura grafica pentru identificarea intervalelor de monotonie si a simetriei grafice-
lor (pare/impare)

Desfasurare:

Faza 1 (individual): Parcurge cu atentie fisa realizata la nivelul clasei de catre profesor, continand
exemple de reprezentari grafice (o functie definita pe ramuri, care prezinta intervale de crestere, des-
crestere, un punct de maxim local si simetrie fata de axa Oy sau fata de originea 0).

Faza 2 (interactiune AI): Dupa lectura grafica pe care ai facut-o pe fisa primita, scrie un prompt (text)
pentru IA care sa genereze codul Python (Matplotlib) pentru a reproduce acel grafic in format digital.

» Exemplu de prompt gresit: ,Realizeaza un grafic care urca si coboara.”

» Exemplu de prompt corect: ,Genereaza cod Python pentru o functie para, definita pe [-5, 5]. Pe
intervalul [0, 2] functia este strict crescatoare, iar pe [2, 5] este constanta” (informatii deduse de tine din
lectura graficului primit).

Faza 3 (verificare): Ruleaza codul generat (intr-un Google Colab sau IDLE); daca graficul rezultat nu il
reda pe cel de pe fisa, identifica ce proprietate matematica nu ai specificat corect in prompt.

Concepte vizate:

® functie pard < grafic simetric fatda de Oy;

® functie impard < grafic simetric fatd de O;

® intervale de monotonie.

Activitatea 2: Injectivitate, surjectivitate, bijectivitate

Scop: Vizualizarea conceptelor de injectivitate, surjectivitate
si bijectivitate, folosind scanarea grafica

Instrumente: un script Python generat de IA

Desfasurare:

Scenariu: Reflecteaza la un set de 4 functii reprezentate grafic
(dintre cele nesurjective/neinjective) pus la dispozitie de cadrul
didactic.

Sarcinda pentru IA: Introdu text pentru conversatie cu IA: ,Ge-
nereaza o animatie in Python care deplaseaza o dreapta orizon-
tald y = m de jos in sus peste graficul functiei definite prin legea
fix) = x® - x, unde x este numar real, numarand punctele de
intersectie ale dreptei cu graficul in timp real pentru diferite
deplasari.”
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Analiza (lectura grafica): Urmareste atent animatia pentru a stabili daca functia este:

» injectiva: in cazul in care contorul de intersectii arata vreodatd ,, > 1”, functia nu este injectiva;

» surjectiva: in cazul in care contorul aratd vreodata ,, = 0” (pentru o valoare din codomeniu), functia
nu este surjectiva.

Provocare: Modifica codomeniul (in script sau pe foaie) astfel incat functia sa devina surjectiva.

Colaborare: Comparati la nivelul clasei propunerile de modificare a codomeniului si analizati ce a
permis sau ce eroare a intervenit in cazul diferentelor identificate intre voi.

Activitatea 3 - Oglinda magica - inversabilitatea

Scop: Evidentierea legaturii dintre bijectivitate si inversabi-
litate, prin simetrie grafica.

Concepte: Graficul inversei este simetricul graficului func-
tiei fata de prima bisectoare (y = x).

Desfasurare:

Independent (individual): deseneaza pe caiet/tableta un gra-
fic al unei functii bijective, de exemplu, o functie discreta (do-
meniul de definitie format dintr-un numar finit de puncte) sau o curba simpla.

Realizeaza o poza pe care s-o incarci intr-o aplicatie IA multimodala.

Introducere text pentru conversatie IA: ,Analizeazd aceastd imagine. Estimeazd daca functia dese-
natd este inversabild. Dacd da, descrie cum ar ardta graficul inversei acesteia.”

Verificare: Deseneaza pe aceeasi foaie dreapta y = x si ,rastoarnad” foaia (sau foloseste o oglinda pla-
satd pe bisectoare) pentru a vedea daca descrierea IA-ului a fost corecta (verificarea simetriei fata de
prima bisectoare).

Discutie (la nivelul clasei): De ce functiile strict monotone sunt ,candidati buni” pentru inversabilitate?

Activitatea 4 (studiu de caz pe date reale): Convexitate, concavitate

Scop: Identificarea pe reprezentari grafice a convexitatii, folosind definitia cu coarde (segmente).

Desfasurare:

Context: Identifica date accesibile de pe internet sau pagini web de specialitate, care sunt reprezen-
tate grafic, pentru a vizualiza evolutia pretului unei actiuni sau a unei criptomonede pe o perioada de o
luna (un grafic volatil).

Sarcina de lucru: 1dentifica intervalele corespunzatoare ale graficului pentru convexitate (smiley
face, L) si/sau concavitate (sad face, N).

Validare matematicd prin lecturd graficd: Alege doua puncte A si B pe grafic. Verifica in care situatii
te afli pentru a decide tipul curburii: daca segmentul [AB] este situat deasupra arcului de grafic, functia
are cu certitudine si zone de convexitate pe portiunea dintre cele doua puncte; daca segmentul [AB] este
sub grafic, functia are cu certitudine si zone de concavitate pe portiunea dintre cele doua puncte.

Reflectie de grup: De ce daca ne raportam doar la o pereche de puncte distincte ale graficului unei
functii, chiar daca graficul cuprins intre acest doua puncte se afla complet sub segmentul determinat de
acestea nu avem certitudinea pdstrdrii convexitatii pe portiunea studiata?

Activitatea 5: Compresia datelor

Concepte vizate: injectivitate/neinjectivitate; compunerea functiilor

Obiect de analiza: formate de imagini (JPEG vs. PNG), arhivarea datelor

Context: In filmele politiste, detectivii iau 0 imagine obtinuta in format digital de pe o camera de su-
praveghere, apasa butonul Enhance prin care prelucreazad imaginea ,imbunatatind-o” in sensul in care
sa se vada detalii (de exemplu, fata celui urmarit). In aceasta activitate, vei justifica matematic de ce
acest lucru este imposibil daca functia de compresie nu este bijectiva (de aceasta data fara sprijinul IA).
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Desfasurare:

Definirea functiei de compresie (Lossy): Imagineaza-ti o imagine alb-negru unde culorile sunt numere
de la 0la 255. Pentru a salva spatiu, se utilizeaza o functie de ,rotunjire” (quantizare): f:{0, 1,..., 255} —
{0, 1,..., 25}, fix) = [x/10]. Exemplu: culorile 50, 51, ..., 59 devin toate ,,5”.

Analiza matematicd: Este functia injectiva? Nu. f(52) =5 si f{58) = 5. Mai multe nuante originale
devin aceeasi nuanta comprimata. Este functia inversabila? Nu.

Provocare: Primesti valoarea comprimatd y = 5. Sarcina este: , Gdseste culoarea originald exacta (x).”
Rdspuns: Imposibil. x poate fi orice numar din {50, 51,..., 59}. Informatia s-a pierdut ireversibil.

Comparatia cu «Lossless» (PNG/ZIP): Studiaza o functie bijectiva de codificare, de exemplu
g(x) =255 - x (care are ca scop inversarea culorilor). In acest caz, daca stii rezultatul, poti afla exact
intrarea.

Integrare IA si reflectie de grup: Introdu urmatorul text intr-o conversatie cu IA: ,De ce instrumen-
tele moderne de Upscaling (DLSS, Super Resolution) par sa ghiceasca detaliile? Este matematic corect
sau este o halucinatie statistica?” (raspunsul leaga probabilitatile de functiile surjective). Comparati ras-
punsurile returnate de IA-urile utilizate si formulati ipoteze asupra eventualelor diferente de raspuns
(de exemplu, ce a condus IA catre aceste diferente).

Activitatea 6: Distorsiunea si marginirea

Concepte vizate: functii marginite, functii definite pe ramuri (functii acolada), continuitate (lectura
grafica)

Obiect de analiza: inregistrari audio, concerte (fenomenul de , clipping” sau distorsiune)

Context: Esti inginer de sunet pentru o trupd. Microfonul poate capta semnale doar intre -5 si +5
decibeli. Daca solistul tipa prea tare (input 10), echipamentul nu poate scrie «10», ci taie semnalul la
maximul posibil. Aceasta este marginirea.

Desfasurare:

Modelare matematicd: Observa legea functiei care modeleaza un astfel de limitator (Limiter/Clipper):

5 x>5
fx)=< x, -5<x<5,
-5, x<-5

Lectura graficd (vizualizarea sunetului): Cu ajutorul unei aplicatii digitale, reprezinta graficul dreptei
y = x (corespunzdtoare situatiei de semnal curat), apoi suprapune graficul functiei f. Observa cum var-
furile graficului lui f sunt ,taiate” (retezate), devenind platouri orizontale. Ce semnificatie in context poti
asocia acestei situatii?

Experiment auditiv: Cu ajutorul unei aplicatii digitale sau ca cerintd pentru IA, genereaza o sinusoidd
(sunet pur) si cere IA sa-i aplice aceasta functie f (distorsiune). Vei auzi cum sunetul devine distorsionat.

Reflectie asupra proprietatilor:

Este aceasta functie surjectiva pe R? Este injectiva?

Atentie la integrarea IA: Nu lasa IA-ul sa rezolve pro- \
blema (cerandu-i direct ,Rezolvd exercitiul 5”). Foloseste N/

IA ca generator de informatie cu rol de sprijin in inva- h ”

o . . NvoO? g,
tare (exemplu de cerere: ,Genereazd o serie de grafice, Z) J
unele pentru functii surjective, altele care nu reprezinta
functii surjective, pentru a ma verifica daca am inteles
legatura dintre proprietatea exprimata algebric si forma
graficului. Le voi alege pe cele corespunzdtoare surjecti-
vitatii pentru a primi validare sau pentru a explica de ce
alegerea nu este corectd)”. Astfel, devii evaluator al infor- — )
matiei, dezvoltandu-ti competenta de gandire critica. L 1 g

~

—A
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Rolul functiei de gradul al doilea in descrierea
variatiei neliniare

Poate o functie liniard sa descrie un fenomen/proces care mai intdi creste, apoi descreste?

In clasele anterioare a fost introdusa notiunea de functie si s-a studiat functia afina, ca prim model
matematic potrivit pentru situatii in care o marime pastreaza o aceeasi rata de crestere sau descrestere.
De exemplu, daca distanta (d) parcursa de un autoturism este direct proportionala cu timpul (¢), relatia
dintre aceste marimi poate fi descrisa printr-o lege de tipul d(t) =a - t + b.

Existda numeroase situatii reale in care evolutia unei marimi nu este liniard.

~

rQ Traiectoria verticala a mingii sub atractie gravitationala

1. Miscarea verticald a unei mingi aruncate In‘éltlme (h)
in sus, sub actiunea atractiei gravitationale g Pl RN

Inaltimea la care se situeaza mingea creste . .
dupa lansare, atinge o valoare maxima, apoi s Y
descreste pana la revenirea la sol. ; %\

Model matematic (aruncare pe verticala) ! %

Daca notam cu t timpul de la lansarea min- ! \
gii de la nivelul solului pana la revenirea sa la /
sol si cu h inaltimea la care se situeaza min- i
gea, atunci relatia dintre aceste marimi poate ;!
fi scrisa, intr-un model simplificat, sub forma :
h(t)=at?+ bt +c,cua,b,ceRsia<O0. 0

Interpretare

@ coeficientul a < 0 este caracteristic pentru exemplul reprezentat in imagine si determina caracte-
rul patratic al dependentei dintre cele doua marimi (timp — distanta); valoarea negativa a coeficientului
a reflecta faptul cd acceleratia gravitationala este orientatd in sens opus cresterii indltimii;

@ intervalul de timp pentru care studiem dependenta este determinat de momentul lansarii mingii
de la nivelul solului pana la revenirea sa la sol;

® momentele de timp cand mingea este la sol corespund solutiilor ecuatiei h(t) = 0;

@ exista un moment de timp caruia ii corespunde o valoare maxima a inaltimii, pana la acel moment
inregistrandu-se o evolutie crescdtoare a indltimii, apoi o evolutie descrescatoare a acesteia;

@ la momente diferite de timp se poate inregistra o aceeasi indltime la care se va situa mingea pe
traiectoria sa.

Reflectie: Daca mingea ar fi aruncata sub un anumit unghi fata de orizontald, miscarea sa ar putea fi
descrisa prin doua functii, una pentru deplasarea pe orizontala si alta pentru deplasarea pe verticala.
Eliminand timpul dintre aceste doua relatii, obtinem o noua relatie care descrie traiectoria mingii in
plan.

> Timp (t)
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2. Costul unei deplasdri in functie de vitezd

Un autoturism parcurge o distanta fixa; costul total al deplasarii depinde de viteza medie: la viteze
foarte mici, motorul functioneaza ineficient — consum mare; la viteze foarte mari, rezistenta aerului
creste — consum mare; exista o viteza optima la care costul este minim.

Model matematic:

Notam prin x viteza medie (km/h) si prin C costul deplasarii (lei). Intr-un model simplificat, depen-
denta dintre cost si viteza poate fi exprimata printr-o functie de forma C(x) = ax? + bx + ¢, cua,b,c e R
sia > 0. Caz particular: C(x) = 0,02 x* - 2x + 80, unde x € (0, 100).

Observa urmatorul tabel de valori si formuleaza trei ipoteze privind comportamentul costului in ra-
port cu valorile vitezei medii:

x - viteza (km/h) 20 25 30 35 40 4 50 55 60 65 70 75 80
C - cost deplasare (lei) 48 425 38 345 32 305 30 305 32 345 38 425 48
Interpretare Cost deplasare (lei)
® a > 0 (in particular a = 0,02) este propriu A
unui model de dependenta patratica pentru 807 C(x)=0,02x*-2x + 80
care se inregistreaza punct de minim; 75 +
® la viteze medii foarte mici sau foarte 204
mari, costul deplasarii este mare;
65+

Cost minim
Viteza optima
50 km/h

@ existad o viteza medie optima pentru care
costul deplasarii devine minim si orice viteza 60 +
medie mai mica sau mai mare conduce la un
cost mai ridicat. :

30 + .

Concluzie: Astfel de comportamente de- : : : ', s -, ; —>
scrise in situatiile prezentate anterior nu mai o 6L e, A S MR R
corespund unor dependente liniare, ci cores- Viteza (km/h)
pund unui nou model matematic, care permite
existenta unui punct de maxim sau de minim. Acest model este oferit de functia de gradul al doilea.

In exemplele analizate, relatia dintre marimi a fost descrisa prin expresii algebrice care contin va-
riabila ridicata la puterea a doua, aceasta fiind puterea cea mai mare la care este prezenta variabila.
Exemplele studiate au avut forme de tipul h(t) = at? + bt + ¢ si C(x) = 0,02 x> - 2x + 80. Toate aceste legi
au o structura comuna: f{x) = ax? + bx + ¢, cu variabila independenta x, variabila f dependenta de x, cu
coeficientii a, b si ¢, unde a # 0 (pentru ca termenul de gradul al doilea sa fie prezent).

Ecuatia de gradul al doilea. Relatiile lui Viéte

Pe parcursul invatarii matematicii, ecuatiile au aparut intr-o forma intuitiva inca din primii ani de
studiu, ca raspuns la intrebari de tipul ,,Cat plus 3 ne da 10?”, care, odata cu aparitia calculului cu litere,
s-a tradus in relatii de tipul ,x + 3 = 10”. Pornind de la analogia cu balanta, pentru rezolvarea ecuatii-
lor de gradul I sau reductibile la acestea, s-au utilizat proprietati ale relatiei de egalitate care, aplicate
in contextul de rezolvare, reprezentau transformadari prin echivalentd, de tipul: adunarea/scaderea din
ambii membri cu o aceeasi valoare, inmultirea/impartirea ambilor membri cu o aceeasi valoare nenula.

Astfel, ecuatiile de gradul I, de forma generala ax + b =0, cu a,b € R si a # 0, admit ca unicd solu-

tie x = —g. Tinand cont de proprietatea produsului de numere reale egal cu O si ca ecuatiile de forma
x — m =0 au solutie unica pe R, poti da exemplu de ecuatie care admite doua solutii distincte?
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In cele ce urmeaza, pornind de la forma generald sau canonica a functiei de gradul al doilea, ne vom
referi la ecuatiile de gradul al doilea folosindu-ne de faptul ca nu este prima oara cand le intalnesti, dar
abordandu-le intr-un context structurat, mai amplu.

Ecuatia de gradul al doilea

Consideram ecuatia de gradul al doilea data pe forma generala: ax*+ bx + ¢=0(1), cua,b,c € R si
a # 0. Folosind notatia A = b? - 4ac (A - delta) pentru discriminantul ecuatiei, obtinem:

b b2 b ¢

4a? 4q* A

ax2+bx+c=a-(x2+gx+%)=a- X242 5o X +

(x+%)2 _bzlzéazac
b4l
(X+2a ha?l

“a-[(erds) -] wa
b

2
Pentru a # 0, ecuatia (1) este echivalenta cu ecuatia (x + %) 4a2 (2). Cum membrul stang este mai

mare sau egal cu 0, rezolvarea ecuatiei (2) necesita o discutie dupa semnul discriminantului:

A<0 A=0 A>0
: - - 2 2
ecuatia nu admite solutii in R (x + %) = 0 admite o singura (x + %) = <‘2[§) admite doua
solutie reala solutii reale si distincte
_-b-VA  _-b+VA
_ _, __b ="2a %" "2a ©
% =%= "2 _-bxVA
S X, 50
5= s={-L2}, cards =1 s= {8} cards =2

LQ
5 Sx s dx— 33— 0, xR, Ecuatia este dats
pe forma generala, unde a=5, b=4, c=-33; | PAS 1 \
A= 42 -4.5. (_33) =4.169 = (2 . 13)2 = 262 > O, q Identificdm ecuatia de forma

ax*+bx+c=0,a#0.

deci ecuatia admite doua solutii reale si distincte: Determinam coefcienti: @ b,¢. |
-30 ) |
—== —3 - v S
x =-4%26_ ) 10 { 3 PAS 2
1,2 10 2 11 , E Calculdm discriminantul: )
10 5 A =b? - 4dac. { Al
b) 4x2 + 1, (4)X + O, (1) _ O, xe R. Ecuatia este X I / Ecualia are doud solu;hrea\edisﬂnct&)
data pe forma generald, dar coeficientii sunt nu- T ( A=t
. . A .o . —
mere ra;lol’lale exprlmate n fraC?ll Zeclmale pe- Analizam semnul lui A. | Ecualia are o solulie reala dubla. 4
riodice. Pentru calcul, ca etapa suplimentara, \ -
exprimam coeficientii ca fractii ordinare: - o Eree e e
ax?+ 18525+ L2019 36x2+ 12x+1=0 PAS 4 (e
. Aplicam formula adecvata. ™ X i \/K
deundea=36,b=12,c=1;A=122—4-36-1=10, . Xrp= o=
b
. 12 + L A= ot
decix,  =—1220__Ll.g_ {—l}. Explicd de ce! R e a7
“ 1,2 72 6 6 . o . PAS S Dacd A < 0, atunci nu existd solutii reale,
Intr-un astfel de caz (A = 0) putem retine ca ecuatia @ Verificam solufie (dac este cazul) AR

si interpretam rezultatul.

se poate reduce la forma patraticd, membrul stang
reprezenténd deZVOItarea UHUi binOm la pétrat: @ Nu memora doar formula. Urmareste traseul! Cele mai multe erori apar la calculul lui A
36x2+12x+1=06x2+2-6x)+1=(006x+1)2 sa Ia aplicarea incorecta a formulei pentru solufii
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€) -x -4 -3x%=0, x€R. Ecuatia nu este data pe forma generala (ordinea termenilor!) si este de
preferat sa inmultim ambii membri cu (-1), pentru a evita posibile erori de calcul, si sa reordonam
termenii: ~x-4-3x2=0 & -3x>-x-4=0/-(-1) & 3x?+x+4=0; rezulta a=3, b=1, c=4;
A=1%-4-3-4=-47 <0; ecuatia nu admite solutii reale, deci S = @.

d) x2(3 - 2v2) - 1 =0, x € R. Ecuatia este datd pe forma generala, unde b = 0, fiind echivalenta cu
x?%= ﬁ, fiind important pentru calcule si rescriem 3 - 2v2 = (V2 - 1)2 Finalizeazd rezolvarea!

Prin ce difera rezolvarea ecuatiei x2(3 - 2v2) + 1 = 0? Justificd.
e) 4052 x? + 1013 = 0, x € R. Prin factorizare obtinem 1013x(4x + 1) = 0. Finalizeaza!
f) mx? =0, x € R. Este aceasta o ecuatie de gradul al doilea? Justifica!

Relatiile lui Viéte. Forma factorizata a ecuatiilor de gradul al doilea

Cunoastem o ecuatie de gradul al doilea, sub forma sa generala, prin fiecare dintre coeficientii sai si
spunem ca este determinatd de acestia (este unica, in aceasta forma). Pentru o astfel de ecuatie, deter-
minata, am prezentat metodele de rezolvare prin care obtinem multimea solutiilor. Ne intrebam acum:
stiind solutiile unei ecuatii de gradul al doilea, determind acestea ecuatia, in sensul in care este unicd?

A sti solutiile unei ecuatii inseamna a sti valorile (toate) care verifica aceasta ecuatie. In cazul ecuati-
ilor de gradul al doilea, in notatia standard a coeficientilor si a solutiilor si admitand ca solutiile exista,

cum x, = % si x, = % (pentru A 2 0), obtinem prin sumarea si produsul lor S = x, + x, = —2

(suma solutiilor) si P = x, x, = g (produsul solutiilor), reprezentand relatiile lui Viéte.

@ Ambele relatii ale lui Viéte reprezinta legaturi dintre solutiile unei ecuatii de gradul al doilea si
coeficientii acesteia, in cazul A 2 0.
@ Pe baza acestor relatii, cunoscand coeficientii ecuatiei de gradul al doilea, in conditia A > 0, avem

informatii despre suma si produsul solutiilor, fard a fi nevoie de a afla fiecare solutie.

Consideram ax? + bx + ¢ = 0, in necunoscuta x € R, cua,b,c ER, cua = 0si A 2 0. In aceste conditii,
prin prelucrare algebricd, obtinem:
2 _ 2,0 C _ 2 _ _ 2 _ _ _ _ _
ax’+bx+c=00x+gx+g=08x>-Sx+P=0 x> - (X, + X,)x + X, X, =0 & (X = X)(Xx - X,) = 0.

s
Ecuatiile de gradul al doilea cu coeficienti reali, in necunoscuta x € R, care admit solutiile reale x, si
x,, sunt de forma a(x” - Sx + P) =0,cua € R - {0}, unde S = x, + x, si P = x, X,

©
) @ cunoscand solutiile pentru o ecuatie de gradul al doilea, acestea reprezinta solutii nu doar pentru
o ecuatie, ci pentru o familie de ecuatii ce depind de un parametru (a);

@ ca procedee, stiind x, si x,:

» fie calculam S=x, +x, P=x x, si obtinem o prima ecuatie, x> - Sx + P=0 (numita si ecu-
atie monicd), apoi toate ecuatiile care admit aceste solutii, prin inmultire cu a # 0, de forma
alx?-Sx+P)=0;

» fie utilizam forma factorizatd a ecuatiei, a(x - x,)(x - x,) = 0, de unde, prin prelucrare algebrica o
aducem la forma generala;
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@ pentru orice doua numere reale, exista o infinitate de ecuatii de gradul al doilea pentru care pere-
chea de numere corespunde perechii de solutii a ecuatiilor;

@ pentru a determina o anume ecuatie de gradul al doilea, stiind solutiile sale, este necesar sa existe
suplimentar inca o informatie (conditie) care sa permita determinarea valorii lui a.

Atentie: Pentru orice doud numere reale au sens S si B, dar nu pentru orice doud numere reale S si P
existd o pereche de numere reale care adunate dau S si inmultite dau P!
Carui caz de rezolvare a ecuatiilor de gardul al doilea corespund S =P =1?

E’%A. Q\’./:

1. Stabileste care dintre ecuatiile de gradul al doilea urmatoare =5
admit ca solutie valoarea 2.

a)x*+2x-8=0; b)5x%-3x-2=0;
O)x2-(2+V2)x+2vV2=0; d)x2+2x+3=0.
2. Pe multimea numerelor reale, rezolva ecuatiile de gradul a doilea:
a)x?-x-6=0; b)-2x?2-x+1=0; Ox’+x+1=0; d)x?-x+0,25=0;
e) 2026 x2 + 2026x - 2026 = 0; ) -2x-x+1)=0;
g)l_lﬁxz— (1+J§)x+2+ﬁ=o.
3. Determinad ecuatiile de gradul al doilea cu coeficienti reali, in fiecare dintre situatiile urmatoare:
a) admit solutiile 1 si —4; b) admit solutiile 5 si -5; ¢) admit solutiile -3 si -v/3;

d) admit solutiile 2 - V6 si2 + V6; ) admit solutiile 3 si %
4. In fiecare dintre situatiile urmatoare, determina ecuatia de gradul al doilea cu coeficienti reali, stiind
ca:
a) admite solutiile -2 si -3, iar coeficientul dominant este egal cu - 1;
b) admite solutii egale cu 1 - V7 si suma coeficientilor este egala cu V7.

5. In notatiile S si P asociate relatiilor lui Viéte, in contextul rezolvarii ecuatiilor de gradul a doilea, in-
terpreteaza fiecare dintre cazurile: a) S?< 4P; b)S?2=4P; c)S? > 4P.

B.

6. Activitate pe grupe: Se considera m € R - {1} si ecuatia de gradul al doilea (m - 1D x? + mx + 1 =0, in

necunoscuta x € R. Discutati si rezolvati urmatoarele cerinte:

a) Rezolvati ecuatia pentru cazul m = 2.

b) Determinati valorile lui m pentru care ecuatia admite printre solutii si valoarea v2, apoi determi-
nati si cealalta solutie.

c) Exista vreo valoare a lui m pentru care se admite solutie egald cu 0? Justificati.

d) Rezolvati ecuatia si discutati in functie de semnul discriminantului A; in cazul in care exista solu-
tii, depind acestea de m?

e) In cazul in care exista solutii, verificati ca suma solutiilor este egala cu

: 1
ilor este egal cu ——.

f) Determinati valorile intregi ale lui m pentru care ecuatia admite solutiile intregi.

7o si ca produsul soluti-

7. Activitate pe grupe: Caracterizati proprietatile coeficientilor reali ai ecuatiei x? + px + g = 0, in necu-
noscuta x € R, stiind ca aceasta admite solutiile:
aAx =x,=a,a€R,; b)x, =a,x,= -, a €R; c)x1=oc,x2=é,oce[R{—{O}.

8. Activitate in pereche: Determinati ecuatiile de gradul al doilea cu coeficienti rationali, stiind ca admit
o solutie egala cu V3. Aceeasi cerinta pentru cazul in care ecuatiile admit solutia v2 - 1.
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Definitia functiei de gradul al doilea.
Forma generala si forma canonica

Studiul evolutiei unui fenomen sau proces descris printr-o functie este complex, reunind o serie de
caracteristici punctuale, locale sau globale. Luand ca model o functie studiata anterior (de exemplu,
functie de gradul I), ce ar insemna o caracteristica: a) punctuala; b) locala?; c) globala?

In cele ce urmeaza, pornind de la definitia analitica a functiei de gradul al doilea, ne propunem sa
aflam cum anume legea implica o serie de proprietati prin care caracterizam procesele sau fenomenele
modelate.

@

In cazul in care a,b,c €R, cua # 0, f:R — R, fix) = ax? + bx + ¢ (1) se numeste functie de gradul al
doilea cu coeficienti reali.

~
~rQ
~

a) iR - R, f(x) = —=x? + x + 2 este functie de gradul al doilea, cu coeficientiia = -1,b = 1,c = 2;

b) g:R - R, g(x) = 4x? - 1 este functie de gradul al doilea, cu coeficientiia = 4,b=0,c = -1;

O h:R - R, hx)=(m-1)x*>- 1 - m)x + 2m - 1 este functie de gradul al doilea pentru orice m e R -
{1}, cu coeficientiia=m -1#0, b=-(1 - m), c = 2m - 1; ce tip de functie se obtine pentru cazulm = 1?

)

Functiile de gradul al doilea reprezinta o noua clasa de functii numerice. H
v
0 (o}
Oricare ar fia,b,c e Rsia # 0, legea f(x) = ax? + bx + c se rescrie @
in forma canonica: \ ) - \
_ b\> b2-4ac \ a
foo=a-(x+57) -5 @ W S8 =
S 4 ——|
. . . < L:[ / 1
Consecinte: Relatia (2) este echivalenta cu o

2
(x+%) - 4ff],undeA = b? - 4ac.

2 2 _
foo=a- [(x+%) _b 4;2“‘:] sau fx=a-

Graficul functiei de gradul al doilea. Reprezentare geometrica.

Ce informatii despre o functie pot fi ,vazute” imediat din reprezentarea geometrica a graficului, fara
a mai necesita calcule algebrice?

In cele ce urmeaza, pornind de la forma generala sau canonica a functiei de gradul al doilea, ne
propunem sa ,desenam” graficele functiilor de gradul al doilea si sa caracterizam acest tip de functii pe
baza reprezentarii graficului.
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Graficul functiei de gradul al doilea

Oricare ar fi a,b,c € R, cu a # 0, graficul functiei de gradul al doilea f:R — R, fix) = ax? + bx + c este
G,= {(x.foo) | x € R} sau, echivalent, G, = {(x,y) | xR,y = f00} = {(x, ax?+bx + )| xeR}.
Exemplu: Fie functia f:R — R, f(x) = —x? - x + 6. Pentru aceasta functie, G = {(x, -x* - x + 6)| x e R}.

Spre exemplificare, in acest produs cartezian se afla perechile ordonate (2, 0), (-2, 8), (i, -2 — @ + 6),
dar nu se afla (2, 5), (0, 0).

Reprezentarea geometrica a graficului functiei de gradul al doilea

In contextul functiilor de gradul I, reprezentarea graficd a graficului unei astfel de functii consta
intr-o dreapta si, pentru determinarea acesteia, era suficienta cunoasterea a doua perechi ordonate ale
graficului. Avand in vedere comportamentul functiilor de gradul al doilea, mai complex, pentru reali-
zarea reprezentarii grafice nu mai sunt suficiente doar doua puncte. In imaginea urmatoare, realizata
automat cu aplicatia Excel, se poate observa cum se distribuie o serie de puncte ale graficelor a trei legi
neliniare si o lege liniard, pentru abscise cuprinse in intervalul [-4, 4].

Reprezentari ale graficelor functiilor f, g, A si s

x| fx)=x"2-2%x | g(x)=-2*x"2+x-1 | h(x)=4*x"2+4*x+1 | s(x)=10*x-3
-3.5 19.25 -29 36 -38 91.9
3 15 2 25 33 64
235 1125 -16 16 28 61.3 ,}9 A2
2 8 -11 9 23 .
-15 5.25 7 4 -18
1 3 4 1 43
05 1.25 2 0 8 4
0 0 -1 1 3
0.5 -0.75 -1 4 2
1 3| 5] 9 7
15 0.75 4 16 12
2 0 7 25 17 — {(X)=Xx"2-2%X
25 125 11 36 2 = o(X)=-2%x"2+x-1
3 3 16 49 27 =0 h(X)=4*x"2+4*x+1
35 525 2 64 32 s(x)=10%x-3
Exista si alte aplicatii digitale care permit ge- FEmER i
nerarea automata de reprezentari grafice. Pentru h

aceleasi legi cum sunt cele utilizate in aplicatia
Excel, in imaginea alaturata este evidentiata re-
prezentarea geometrica. In acest caz, a fost sufi-
cient sa introducem legile pentru ca aplicatia sa
genereze complet si fidel reprezentarile asociate
acestora, fara a se limita la un set de valori pre-
definite. Cum masurile pe ambele axe sunt iden- N/ N - - -
tice, desenele modeleaza corect realitatea, fata

de situatia prezentata prin aplicatia Excel. O  flx) =x-2x
Astfel, pentru cele 3 legi f, g si h, regasim co-
respondenta cu reprezentarile modelarii situa- O e =-2d4x1
tiilor practice de la inceputul capitolului dedicat O h(x) = 4x2+4x+1
functiilor de gradul al doilea, precum si cu pro- _
@) s(x) = 10x—3

prietatile acestor functii, deduse din forma alge-
brica sau canonica.
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Cu exceptia pozitionarii fata de axele de coordonate si a orientarii, forma reprezentarii geometrice a
graficului functiei de gradul al doilea este invariantd, nemaifiind de tip dreapt3, ci de tip curba. In plan,
daca dreapta reprezinta multimea tuturor punctelor coliniare cu doua puncte distincte care o deter-
mina, reprezentarea functiilor de gradul al doilea corespunde unei configuratii geometrice plane de tip
curba.

@

- PARABOLA

--—— ramurile parabolei — M —»

Multimea tuturor punctelor din plan cu pro-
prietatea ca fiecare este situat la egala dis-
tanta fata de un punct fix (focar) si o dreapta
fixa (directoare) se numeste parabola. _ s
Parabola admite un varf (V) si o axd de sime- - distaniPegale = ,
trie care contine varful si care imparte para- i
bola in doud ramuri simetric dispuse fata de

axa.

- axa de simetrie
i

V varf

P
04’. bty
- F,

e

d - directoare

o
Reprezentarea geometrica a graficului unei functii de gradul al doilea cu coeficienti reali este de tip
parabola.

Reprezentarea prin puncte a parabolei asociate functiei de gradul al doilea

Am prezentat anterior aplicatii digitale pe care le putem folosi pentru reprezentarea grafica a unor
baze de date numerice si a graficelor de functii. ins&, reprezentarea o putem face si fara ajutorul tehno-
logiei. In continuare, pentru reprezentarea geometrica a graficului unei functii de gradul al doilea vei
utiliza cele invatate anterior privind acest tip de functii si este util sa iti reamintesti si urmatoarele:

@ reprezentarea se realizeaza in plan, in care am fixat un reper cartezian x0Oy, format din axa absci-
selor, Ox = {(x,0) | x € R}, respectiv axa ordonatelor, Oy = {(O,y) lye IR};

@ in raport cu reperul xOy: orice dreapta orizontala (perpendiculara pe Oy) are proprietatea ca orice
punct al sau indeplineste conditia y = c si x € R, unde c reprezinta o constanta reala; orice dreapta ver-
ticala (perpendiculara pe Ox) are proprietatea ca orice punct al sdu indeplineste conditiax =csiy € R,
unde c reprezinta o constanta reala.

Proprietati ale functiei de gradul al doilea. Interpretare geometrica. Tabele de variatie

Pentru functiile de gradul al doilea, f:R — R, folosind fie forma generala f(x) = ax?+ bx + ¢, cu
a,b,c e Rsia # 0, fie forma canonica, verificd si dd o interpretare urmdtoarelor afirmatii:

a) f(—— - oc) f(—i + oc) oricare ar fia,b,c € R, cu a # 0, respectiv oricare ar fi « € R;

2a
ﬂl?»

b) oricare ar fi a > 0, raportul ——— fo ) este strict pozitiv pentru oricare a, f 2 —%, a # P, si este strict
negativ pentru oricare o, p < - b , 0 # [3

fﬁ

c) oricare ar fia < 0, raportul f (@ ) " este strict pozitiv pentru oricare o, < - b , o # P, si este strict

negativ pentru oricare o, p = - b , 0 # [3



CAPITOLUL 3 ) O

FUNCTII

Observa imaginile urmdtoare in care este vizualizatad interpretarea geometrica a proprietatilor pe
care le-ai verificat algebric la punctele a), b) si c), precum si integrarea informatiilor in format tabelar
(tabel de valori sau tabel de variatie):

a) yr axa de simetrie:
b
o O
E «— O —>  — O —> i R
0 b b b x
xl——z— XOz—E x2——z+a
) 5 b  w
2a 2a 2a a
b b b
e (- [ o(2) | A5 |
L )
b) y A
o x
X b i & % E ) E + 00
feo) | += i | E L+
@)~ 1(8) o L SO e &)
el & - el
b
f(@)> 18> f(- ) f(-35) < 1) < £6)
descrescatoare pe (—00, —%] crescatoare pe [—%,+00>

) o
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c)
Yy A
0 x
oo o LAY e | e |
f(@) < £(B <f(—%)] [f(—%)>f(¥)>f(5)J |
R Ji\ 7
crescatoare 3 descrescatoare
b i
St 1 ; s 2

TrAanspunerea fur}c'gvnlor d(?, gr.adl%l.al doilea ‘dl.l’l forzna gene- 3. LEGATURA DINTRE A S| GRAFIC

rald in forma canonica permite justificarea mai simpla a unora

dintre proprietatile functiilor de gradul al doilea. In fapt, forma A>0 ¥
canonica grupeaza termenii care contin variabila functiei intr-un Perabola taie axa Ox in doud

. v v . . . . . puncte distincte.
binom la patrat, ale carui valori sunt mai mari sau egale cu 0, ori- po e e N

care ar fi valorile variabilei functiei. In acest sens, forma canonica distincte.
permite identificarea a sase cazuri in care se incadreaza functiile
de gradul al doilea, determinate de:

. . . . |
@ semnul coeficientului dominant, a: a > 0, a < 0; i i
@ semnul discriminantului, A = b2 - 4ac: A< 0,A=0,A > 0. Parabola atinge axa Ox
intr-un singur punct. |
4. CUM INFLUENTEAZA COEFICIENTUL a FORMA PARABOLEI? ZCL")TSB are o solufie real ol x, %
— — — — ubla.
1. Semnul lui @ - orientarea parabolei 2. Valoarea lui |a| -, deschiderea” parabolei | ‘ J
a>0 a<0 |a| mare |a| mic v
Parabola este Parabola este Parabola este mai Parabola este mai A<O
orientatd n sus. orientatd in jos. Ingustd (mai ,inchisd"). larga (mai ,deschisd”). Parabola nu intersecteazs |
y. axa Ox.
Ecuatia nu are solutii reale. = |
o X
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FUNCTII

fiR >R, f(x)=ax?+bx+c,cuab,ceRsiaz0

# i
Reprezentarea grafica Forma canonica
Yy | b \? A
’ s se9=a-((r+ 35) -]
|
|
Cazul1.a>0,A<0 ! =
i Interpretarea semnului
1
|
_ b\> A ' frmmmmm e X b\’ :
f(X) =a- (X + %) “ial >0, ! [ paboimass | (x + 2a >0 pentru orice x € R
- > 0 i | deasupra axei Ox: |
>0 | i L :Le;:ate(;iectii i & LA Saf deoarece A <0
pentru orice x € R . " - 4a® sia>0=4a’>0
Tl =2
( 2a f( 2a )) ?
= : - H(x+2i) _%]>0 pentru orice x € R
x a a
i axa de simetrie ¥
.
5 2a ) deoarece a >0 F(x) >0 | pentruoricex e R
' 3 g W =
Grafic Forma canonica
‘ 1
: o
E axi de sinl;elrie t f(x) =a- [(x it z) = m
1 = ——
: 2a
Cazul2.a<0,A<0 ! B Interpretarea semnului
0 i 3 3 2
2 : (x+2i) 20|+ —4A2>0}q (x+2i) —4A>0’
f(x)=a~ (X"‘R) _AZ <0’ a a a a
20 N 2a ,_Z:,OQ, pentru orice x € R deoalrec’e A<0 pentru orice x € R
>0 sia”>0 "
>0
. o
pentru orice x € R [ R {(Hi) s
2a 4a
4
° Parabola are concavitatea in jos (a < 0). f ( ) <0
X
0 Nu intersecteaza axa Ox (A < 0). f
pentru orice x € R
e % v

Consecinta 1.
Incazul1(A<0sia>0):

a) f este pozitivd (f > 0), adica f(x) > 0, oricare ar fi x € R; in acest caz, f are semn constant si semnul
functiei este ,+”;

b)Imf = | - £, +);

c) cea mai micd valoare a functiei f este —f—a, deci functia admite ca minim aceasta valoare (admite
P bY_ A .. . < x b o
un extrem de tip minim); cum f(—%) = -, minimul se realizeaza in punctul x = -5 -(punct de minim);

d) functia nu admite o cea mai mare valoare (maxim);
. e . A . o .
e) functia este mdrginitd inferior de -7 si nemarginitd superior;

MATEMATICA CLASA a 9-a
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f) oricare ar fi o, € (—oo , —%] @Il, cu a < B, este indeplinita conditia fla) > fif), deci functia f este

strict descrescdtoare pe acest interval (f \ pe ), respectiv oricare ar fi o, p € [

not
_2a’+oo> w 12, cu o< f,

este indeplinita conditia f(a) < (), deci functia feste strict crescatoare pe acest interval (f / pe I,), unde

LulL,=Rsil n I = {—%}; in aceste conditii, functia nu este monotond (pe domeniul de definitie, R),

dar este monotonad pe intervale (numite intervale de monotonie);
g2) ImfC R si Imf # R (imaginea functiei nu coincide cu codomeniul acesteia), deci functia nu este
surjectivd;
h) oricarearfiy > —f—a, exista o, € R, cua # f, astfel incat f(o) = i) = y, deci functia nu este injectiva;
i) functia nu este bijectivd (nefiind injectiva sau surjectiva), deci nu este inversabild;
j) functia este convexd;

2a

k) dreapta x = este axd de simetrie pentru graficul functiei f.

LECTURA GRAFICA - cazul a> 0, A <0
( f:R->R, f(x)=ax*+bx+c, a>0, A<0 ]

Proprietati citite din grafic

a) f(x)> 0, pentru orice x € R.

axa de simetrie

e atins pentru x = 2
4q’ p-" 2a°

Functia nu are maxim.

Este marginita inferior de — 4A si
S . a
nemdrginita superior.

Este descrescatoare pe (—
b

70 +);

nu este monotona pe R.

crescatoare pe [—

T _

Nu este surjectiva ca functie R — R,
deoarece nu ia toate valorile reale.

Nu este injectiva: pentru orice y > — 4A
a
existd x; # x, cu f(x)) = f(x;) =

Nu este bijectiva, deci nu este inve,

Este convexa (concavitatea in sus),
deoarece a > 0.

{ A < 0 = fara radacini reale J

Dreapta x = — ZL este axa de simetrie.
a

Graficul arata o parabola convexa, fara intersectii cu Ox,

4a

cu minim global in V (— = ) Toate valorile functiei sunt pozitive.

2a
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LECTURA TABELEI DE VARIATIE - cazula> 0, A <0

TABELUL DE VARIATIE

f:R>R, f(x)=ax*+bx+c, a>0, A<O0 ]

CUM CITIM PROPRIETATILE a)-k

'8 N
in valorile din linia f(x
Di lorile din lini
X =10 = E o0 a) f(x)> 0, pentru orice x in R.
T A
+co : +o00 b) Imf_[—4—a,+oo)‘
I .
‘; c) minf = - e
f(x) ! d) Functia nu are maxim.
| e) Este marginita inferior si nemarginita superior.
I
® g) Nu este surjectiva ca functie R - R.
&
Elere Din punctul x, si din sageti
2 © i punctul 5, sidnsogeti
min f = — A ¢) Minimul este atins pentru x, = — e
4q &, b a
Toate valorile din linia £105) A ) Descrescatoare pe (o0, ~ 3 |
e ms = [ &) :
sunt 2 4a si crescatoare pe [— 55 +oo);
- a
TABEL AUXILIAR (SIMETRIE SI NEINJECTIVITATE) nu este monotona pe R.
x e = 2i ol e 21 o zi iy j) Functia ebste convexa (a > 0).
L - g g k) = 2g oSte axa de simetrie.
f(x) y - y
9 Din tabelul auxiliar
£(x)) = f(x;) = y, pentru orice y > — = o i . A
4a h) Nu este injectiva: acelasi y > ~ g 2pare
Ty entru doua valori x % i
Puncte simetrice fata Aceeasi valoare y apare : Axa de simetrie a P Al L Vlﬂ% 2
H s dist H arabolei este £
EIA a3 = =, ety fouivalusl dldines ¥ & b o Concluzie despre corespondenta
2a de x (neinjectiva). X=-—. s B : 5 <
' 2a i) Nu este bijectiva, deci nu este inversabila pe R.
J
™
Tabelul de variatie arata un minim global unic, valori mereu pozitive,
i A . ; :
imaginea [— - +00), si monotonia: descreste apoi creste.

Activitate pe grupe: Verificati independent afirmatiile anterioare, utilizand proprietati ale calculului
algebric. Comparati metodele utilizate si notati concluziile care sprijina invatarea. Formulati, apoi, o
consecintd echivalenta pentru cazul A < 0sia < 0.

Identificati care dintre proprietatile cazului 1 (A < 0 si a > 0) se regasesc identic si la cazul 2 (A < 0 si
a<0).
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fR—>R,f(x)=ax?+bx+c,cuab,ceRsia#0

Reprezentarea galca Forma canonica
T b
de simetri
Oyl axa de simetrie = ‘ f( ) h < )

=i
2a
- Interpretarea semnului

b\?
e Pl G )
o { (x + Za) >0, pentruorice x € R ]

]

e { deoarece a > 0, rezulta

2
f(X)=a-(x+ %) >0, pentruorice x € R.

/

Cazul3.a>0,4=0

2
b\’ —»-
f(X) = g . (X + Z) 2 0, Z v b 0 Ox e Egalitatea f(x) =0 are loc doar pentru
0 — radacina dubla 05" _ b
20 xX=- %"

o
. T 2a g e
pentru oricex € R Parabola este o singura radacina Proprietati
tangenta la axa Ox reala, dubla e Im f = [0, +o0)

" " b
e min f =0, atins pentru X=_ﬂ

 functia nu are maxim

Parabola are concavitatea in sus, este LAY . e .
o este margmita inferior de 0 si nemarginita superior

<

tangenta la Ox in V (— % = 0) , are o

b b
e este descrescatoare pe (—oo, =T :l si crescatoare pe [— 2’ +oo)
a a

radacina reala dubla, iar f(x) > 0 pentru o este convexa

b
orice x € R. o dreapta x = — o este axa de simetrie.
a
J

SR Coic

— 2
Oy axa de simetrie ( b )
b X)=sq | Xt—
a<0 - fx) -

: Interpretarea semnului
; 0 2
:: / T [o (x + %) >0, pentru orice x € R. ]

g 4
i Ox
< =
Cazul 4' a 01 A 0 Parabola este V( _i 5 0) 9 S A IZZUI?
tshe=nialla 24 filx)=a- (x + —) <0, pentru orice x € R.
axa Ox ! 2a

b 2
f(x)=a-<x+—2a> <0, : L4
% o singura ! v
5 Lﬁ:‘dbal:ma reala, ; [o Egalitatea are loc numai pentru x = % }
pentru orice x € R

-

&

N
J

. soe - b S~
0 Parabola are concavitatea in jos, este tangenta la Ox in V (— 2%’ 0) b .@.

L are o radacina reala dubla, iar f(x) < 0 pentru orice x € R. ] )
- 5

< B @ este marginita superior de O si nemarginita inferior

:—| Proprietati °* f=(-=:0l BT\

8 — . c b @ este crescatoare pe (-m ,—=— | sidescrescatoare pe [-—— s +no)

°—] esentiale ® max f =0, atins pentru x = - — 2a 2a

2a ® este concava
e functia nu are minim b
@ dreapta x = —— este axa de simetrie.

N 2a J

Consecinta 2
Incazul 4(A=0sia < 0):

2
a) forma canonica se simplifica astfel: f(x) = a - (x + %) ,oricare ar fi x € R;

b) f este negativa (f < 0), adica f(x) < 0, oricare ar fi x € R; si in acest caz, f pastreaza semn constant si
semnul functiei este ,—” (admitem ca valoarea 0 ia semnul + sau —, dupa caz);

¢) Imf = (=, 0], deci f(x) < 0, oricare ar fi x € R;

d) cea mai mare valoare a functiei f este 0, deci functia admite ca maxim aceasta valoare (admite un

extrem de tip maxim); cum f(—%) = 0, maximul se realizeaza in punctul x = —% (punct de maxim);

e) functia nu admite o cea mai mica valoare (minim);
f) functia este marginita superior de 0 si nemadrginita inferior;
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g) oricare ar fi a,p € (—oo , —%] T, cu a < B, este indeplinita conditia fla) < fip), deci functia f este

strict crescdtoare pe acest interval (f /' pe I), respectiv oricare ar fi o, € [—%, +oo) "=°‘Iz, cu a < 3, este

indeplinita conditia f() > f(), deci functia f este strict descrescdtoare pe acest interval (f \ pe L), unde

Lul,=Rsil NI, = { —%}; siin aceste conditii, functia nu este monotond (pe domeniul de definitie, R),

dar este monotona pe intervale;
h) Imf C R si Imf # R, in concluzie functia nu este surjectiva;
i) oricare ar fiy < 0, exista a, p € R, cu o # f, astfel incat fia) = fP) = y, deci functia nu este injectiva;
j) functia nu este bijectivd, deci nu este inversabild;
k) functia este concavd;

1) dreapta x = Tba este axd de simetrie pentru graficul functiei f.

LECTURA GRAFICA - cazul a<0,A =0

-

f:R->R, f(x)=ax*+bx+c, a<0, A=0

A Oy

A==
tangenta la Ox

axa de simetrie
b
T M 5
¥i-120]

I

1

I

1

! / radacina reala dubla

| b

] X=- E =

f creste
catre V

A

f(Ax) :f(Bx) =

B e
I
1
I
I
I
|
I

el
]
|
I
I
I
I
I
I
I
1
I
I
I

[ descreste
dupa V

B

(y<0)

|
_b B
2a 2a+

[ pentru orice x € R

f(x) <0, ]

Ox

~

J

Proprietati asociate cazului

2
a) Formacanonica:f(x)za.(x+ %) ;

b) f(x) <0, pentru crice x € R; functia are semn
negativ sau nul.

g) Este strict crescatoare pe ( -, - % ] si strict

descrescatoare pe | — i, +oo0 | ; nu este monotona pe R.
2a

i) Nu este injectiva: pentru orice y < 0 exista « # j
WD e L R

1) Dreapta x = - 2% este axa de simetrie.

Q Graficul arata o parabola concava, tangenta la Ox in V ( = % ; O) , cu maxim global 0.
Toate valorile functiei sunt negative sau nule.
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LECTURA TABELULUI DE VARIATIE - cazula<0, A=0
f:R>R, f(x)=ax*+bx+c, a<0, A=0

r (

CUM CITIM PROPRIETATILE a)-1

x — o0 x, =— % + 00 o Din forma canonica:
8 Ji&=a. (x+z)
2 "b) deoarecea <0, rezulta f(x) < O pentruoricex €R
f(x) E e Din valorile din linia f(x):
i Imf=(-,0]
it max f =0 =00 d) maxf=0

‘e) functia nu are minim
[ Toate valorile din linia f(x) sunt < 0. ] [ Imf=(-c,0] J f) este marginita superior de 0 si nemarginita inferior

h) nu este surjectiva ca functie R = R

TABEL DE VARIATIE AUXILIAR (SIMETRIE SI NEINJECTIVITATE)

o Din punctul x, si din sageti:

d) maximul este atins pentru x, = — %
g) este crescatoare pe (f %, — Zia ] si
descrescatoare pe [ = % 3 +eo) ; nu este monotona pe R
b b e || —————— O T N o SO .
[ f(‘ o ) =f (’ G ) =y, pentru orice y < 0. ] k) functia este concava (a < 0)
i x=- iy este axa de simetrie

2a
o Din tabelul de variatie auxiliar:

i

i . 4 i) nu este injectiva: acelasi y < 0 apare pentru
! Axa de simetrie ) J o Y AR

; doua valori distincte de x
i

] :
i
1 i

Puncte simetrice Aceeasi valoare y

fata de axa i apare pentru doua valori a parabolei este
— i distincte de x p— b o Concluzie despre corespondenta:
2a : (neinjectiva). 2a j)  nu este bijectiva, deci nu este inversabila pe R
\ J \
e i
o Tabelul de variatie arata un maxim global unic, valori mereu negative sau nule,
L imaginea (— 0,0 ] , si monotonia: creste apoi descreste. ¥

Activitate pe grupe: Verificati independent afirmatiile anterioare, utilizand proprietati ale calculului
algebric. Comparati metodele utilizate si notati concluziile care sprijina invatarea. Formulati, apoi, o
consecintd echivalenta pentru cazulA = 0sia > 0.

Identificati care dintre proprietdtile cazului 4 (A = 0 si a < 0) se regdsesc identic si la cazul 3 (A=0
sia > 0).
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fiR >R, fx)=ax?+bx+c,cuab,ceRsia#0

-b - ) < b ; )
f(x)—a-(x P T XER
Cazul5.a>0,4>0 )
azuio. a y Reprezentarea grafica Forma factorizata
| fw=aG-x) - |
--------- unde e _—b-+A 5 _—b+yA
T ST
Interpretarea semnului
Deoarece a > 0,
1 i
T T -
> X
P X1 X2
® doua radacini
reale distincte =+ fx)>0 fx)<0 fx)>0
. !Jarabola Ui _E) pentru pentru pentru
intersecteaza x € (=00, x) x € (xq, x3) X € (x,, +00)
axa Ox in xy si x,
crescatoare pe [ f(x) =0 pentru x = x; si pentru x = x, ]
b
[-5 +)
Proprietati esentiale
e aredoua radzcml reale distincte x, si x; e este marginita inferior de —4% si nemarginita superior
¢ Imf= [‘E 3 w) " e este descrescatoare pe (— 0, —%] si crescatoare pe [—%, i oo)
2 A "
e min f = g atins pentru x = % e este convexa (concavitatea in sus)
o functia nu are maxim e dreapta x = — b este axa de simetrie
[ 0 Parabola este convexa, taie axa Ox in doua puncte distincte si are minim global in V(— %, —%). }

Cazul6.a <0, 4>0

N () =ax—x)(x—%,)) a<o

o doua radacini
reale distincte

unde
0 parabola xl = _b_JZ 5 xz = _b+ﬁ 5 xl e x2
intersecteaza 2a 2a
axa Ox in x‘ six, (. J
«/— Interpretarea semnului
Deoarece a < 0:
(==, x1) = (x1,X3) = (x,+ )
A — X + Xy —
j h \ f(x)<0 fx)=

*=T05 pentru pentru pentru

f(x)>0 ’

crescatoare pe descrescatoare pe X € (=0,x1) U (xp, % 0) X=X si x= £7) X e (xl’xz)
| EESETNEE) || |
Proprietati esentiale

e are doua radacini reale distincte Xy si X, ® este marginita superior de — % si nemarginita inferior

i T (7 i G] ® este crescatoare pe (— m,—% ] si descrescatoare pe I:f %, +oo)

e maxf=- b’ atins pentru x = — 2a ® este concava (concavitatea in jos)
L e functia nu are minim ® dreapta X =~— % este axa de simetrie )
[ Q Parabola este concava, taie axa Ox in doua puncte distincte si are maxim global in V' (— %, = “A—a) s ]

Consecinta 3
In cazul 5(4 > 0 sia > 0):

2 2
a) forma canonica se simplifica astfel: f(x) = a - [(x %) (g) ], oricare ar fi x € R;

b) forma factorizata a legii functiei este f(x) = ( ) (x - %), oricare ar fi x € R;
¢) f nu pastreaza semn constant:

‘bga”) v (‘b;a“ﬁw);

» functia se anuleaza (ia valoare 0) pentru x = 2 ~ VA —5-——"2x, si pentru x = b;aJZ X,

» functia este pozitiva pentru orice x € (—oo ,
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» functia este negativa pentru orice x € (_b 2_ a‘/Z, _b2+ a‘/Z> ;
2
d) cuma >0 si (x + %) > 0, oricare ar fi x € R, egalitatea cu O fiind realizata pentru x = —%, obti-
nem ca f(x) 2 f(—%) =a- (— 4?1 2) = —f—a, deci cea mai mica valoare a functiei f este —f—a; astfel, functia

admite ca minim aceasta valoare, iar aceasta se obtine pentru x = —% (punct de minim);

e) functia nu admite o cea mai mare valoare (maxim);

- [-A L ; _A .
f) Imf= [ o™ ), deci f(x) 2 4o oricare ar fix e R;
g) functia este marginita inferior de —4% si nemdrginitd superior
3 b no A e e, v .. . .

h) oricare ar fi o, € (—oo, —%] 21, cu a < B, este indeplinita conditia fla) > f(P), deci functia f este
strict descrescdtoare pe acest interval (f \ pe 1), respectiv oricare ar fi o, € [—%,+00> ”=°f12, cua<p,
este indeplinita conditia fia) < i), deci functia f este strict crescdtoare pe acest interval (f /' pe ), unde

ILulLL=Rsil nI,= {—%}; in aceste conditii, functia nu este monotond (pe domeniul de definitie, R),
dar este monotona pe intervale;
i) Imf c R si Imf # R, in concluzie functia nu este surjectivd;

j)oricare ar fiy > —f—a, existd o, f € R, cu a # B, astfel incat f(a) = i) = y, deci functia nu este injectiva;

k) functia nu este bijectiva, deci nu este inversabild;
1) functia este convexd;

m) dreapta x = TZ este axd de simetrie.

LECTURA GRAFICA -cazula>0,A>0

f:R->R, f(x)=ax®+bx+c, a>0, A>0

A>0 Aoy Proprietati citite din grafic
=> doua radacini

reale distincte

a) Forma canonica: f(x) = a[(x #* %)2 _ﬁ]‘

b) Forma factorizata: f(x) = a (x —x,)(x — x,),
-b- V& -b+ VA
Za._ ¥ g
¢) Semn: f(x) > 0 pentrux € (—o, x,) U (x;, +),
f(x) =0 pentrux = x; si x x =x,,
f(x) <0 pentru x € (x;, x3).

cu x; = » X < Xp.

¢ A 2
d) minf = —4g atins pentru x = ———.

e) Functia nu are maxim.
A
f) Imf=[-1, +=).

g) Este marginita inferior de — :—a si nemarginita superior.

h) Este descrescatoare pe ( 00, = ;;u] si crescatoare
pe [7 %, +oo); nu este monotona pe R.

i)  Nu este surjectiva ca functie R — R, deoarece Im f # R.

j)  Nueste injectiva: pentru orice y > — :—a exista a #
cu f(a) = f(B)=y.

k) Nu este bijectiva, deci nu este inversabila pe R.

1)  Este convexa (concavitatea in sus), deoarece a > 0.

b " .
m) Dreapta x = — 7a este axa de simetrie.

" B g J

Graficul arata o parabola convexa, taie axa Ox in doua puncte distincte
si are minim global in V(— L A)
it 2a’ 4a)’
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LECTURA TABELULUI DE VARIATIE - cazula>0,A>0

f:R->R, f(x)=ax*+bx+c, a>0, A>0

TABELUL DE VARIATIE CUM CITIM PROPRIETATILE a)-m
. . o e - b P hlials e o Dinformacanomc:: e
1= Ton L "o a) f(x)=a[(x+ﬂ) -ﬁ].
o R 9 Din forma factorizata si din radacini:
—b- -b
fx) \ / b) x; = bzaﬂ y Xy = ;aﬁ , f(x) = a(x —x)(x—x).
" T, il / . ¢) f(x) >0 pe (-, x1) U (x5, +), f(x) =0 la x; si x3,
" 4a f(x) <0 pe (x;, x3).
min f = —ﬁ a Din tabelul de variatie:
o2 ; =h
SR d) minimul este atins pentru x, = —.
Toate valorile din linia f(x) A i : 2a
@ A ’ ‘ Iﬁi Imf = [— —_, +oc) e) functia nu are maxim.
sunt = — o 4a

TABEL DE VARIATIE AUXILIAR (SIMETRIE SI NEINJECTIVITATE)

b -b b
x BT= Som =g TS e x5=—£+a

_4
4a

f(x) y y

[ @) flxa) = f(xa) =y, pentru orice y > _4A

a

)

b [ )i} distincte de x T
X = 1 X = = —

~ % (neinjectiva) 2a

Puncte simetrice Aceeasi valoare y ! Axa de simetrie
§ | a fata de axa @0 qare pentru doua valori \ij a parabolei este

nlll B0 m)
D mf=[-2, +e).
g) este marginita inferior de — % si nemarginita superior.
a

h

=

b ;. b

este descrescatoare pe | -, — 5| sicrescaware pe |~ 4 ),
a a

nu este monotona pe R.

i) nu este surjectiva ca functie R = R.

1) functia este convexa (a > 0).

b -
m) x =~ T este axa de simetrie.
1 2

o Din tabelul auxiliar:
P S e i A 5
j) nu este injectiva: pentru orice y > — 2g » aceeasi valoare y
a

apare pentru doua valori distincte de x.

e Concluzie despre corespondenta:

k) nu este bijectiva, deci nu este inversabila pe R.

4a’

Tabelul de variatie arata doua radacini reale distincte, un minim global unic,
imaginea [— 2% +°°), si monotonia: descreste pana la x,,, apoi creste.

Activitate pe grupe: Verificati independent afirmatiile anterioare, utilizand proprietati ale calculului
algebric. Comparati metodele utilizate si notati concluziile care sprijina invatarea. Formulati, apoi, o
consecintd echivalenta pentru cazul a < 0 si A > 0. Identificati care dintre proprietatile cazului 5 (A > 0

sia > 0) se regasesc identic si la cazul 6 (A =0 sia < 0).

©
) Proprietdtile identificate anterior permit caracte-
rizarea functiilor de gradul al doilea (determinarea
comportamentului sau variatiei), mai complexa decat
a celor de gradul I, intr-un format sintetic in tabel de
variatie, construit astfel (pentru cazurile generale):

@ prima linie (rand) corespunde valorilor varia-
bilei functiei, pe care vom nota capetele domeniului
de definitie, — si +, valoarea ce corespunde extre-
mului functiei, dupa caz valoarea sau valorile in care
functia se anuleaza;

® a doua linie corespunde valorilor functiei, f(x),
precum si marcarii simbolice sau textuale a unora
dintre proprietati;

5. FORMA CANONICA = COORDONATELE VARFULUI

Orice functie de gradul al doilea se poate scrie astfel:

;
| f(X)=a(x-xv)2+yJ

* xy indica deplasarea
parabolei pe orizontala
(fatad de axa Oy).

¢ Yy indica deplasarea
parabolei pe verticald
(fata de axa Ox).

|
|
|
|
|
|
|
Vv - -

 V(xy, yv)

: >

* Varful este V(xy, yy).

Forma canonicé aratd direct unde
~  se afla varful parabolei si permite
o interpretare geometrica rapida.

@ pe cazuri particulare, tabelul de variatie poate fi completat si cu alte valori, de exemplu x = 0, care
permit un studiu mai detaliat al comportamentului functiei.
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Situatie-problema: Optimizarea productiei si maximizarea profitului

O companie tehnologica produce microcipuri pentru servere. Departamentul financiar a analizat
costurile de productie si preturile de vanzare, stabilind ca profitul lunar al companiei, notat cu P(x)
(exprimat in zeci de mii de euro), depinde de numarul de loturi de componente produse, notat cu x
(exprimat in mii de bucati). Functia care modeleaza profitul este: P(x) = -2 x2? + 20x — 42, unde x 2 0. In
calitate de analist al companiei, utilizeaza proprietatile functiei de gradul al doilea pentru a raspunde la
urmatoarele intrebari fundamentale pentru afacere:

a) Intervalul de rentabilitate: Care sunt volumele de productie intre care compania obtine efectiv pro-
fit (adica P(x) > 0)? Ce se intampla daca se produc sub 3 000 de loturi sau peste 70 00 de loturi?

b) Productia optima: Cate loturi de microcipuri trebuie sa produca lunar fabrica pentru a inregistra
cel mai mare profit posibil?

¢) Profitul maxim (imaginea functiei): Care este valoarea maxima a profitului pe care il poate atinge
compania intr-o luna?

d) Dinamica afacerii (monotonia): Descrie cum evolueaza profitul daca productia creste treptat de la
01a 5 000 de loturi, respectiv ce se intampla daca productia continua sa creasca peste acest prag.

@ FUNCTIA DE PROFIT 7

[ plx) = —2x% + 20x — 42, x20 |

(mii euro) ‘ Productie optima: ‘ Profit maxim: ‘
Functia de profit este o A . 5.000loturi | . 8 mii € Profitul creste pe intervalul
parabold cu concavitatea 10 [0, 5.000] loturi.
in jos, definita pentru (5,8) 8
>0 Profitul descreste pentru
R B s v aa i s s s S N productii mai mari de
< T —P—— 5.000 loturi.
PROFIT
6 PROFIT DESCRESCATOR @ Pratiiiiastaincaitivintye
CRESCATOR‘ (peste 5.000 loturi) 3.000 si 7.000 loturi.
@ Radacini 35i7 i (0-5.000 laturi) Tn afara acestui interval,
1 ) profitul este negativ
@ Varful parabolei: ] INTERVAL DE RENTABILITATE: 1 (pierdere).
(5. 8) 2 i 3.000-7.000 loturi, )
E p(x)>0 :
1
ek 0 : 4 4
il 2 3 4 5 6 7
P -2 ZONA DE | I | ZONA DE
Productie optima: PIERDERE: x=9 x=5 %=1 PIERDERE:
5.000 loturi 5 sub 3.000 loturi, (3.000 loturi) (5.000 loturi) (7.000 loturi) | peste 7.000 loturi,
= <0 <0
Profit maxim: P&) P)
8 mii € 1
-6 PRODUCTIE LUNARA x (mii loturi)

[‘Q' CONCLUZIE: Pentru a obtime profit, productia trebuie sa fie intre 3.000 si 7.000 loturi, iar profitul maxim de 8 mii € se atinge la 5.000 |oturi.

Rezolvare: Functia data este f:[0, +e) - R,f{x) = -2 x2? + 20x - 42. Identificam coeficientii: a = -2,
b =20,c=-42. Deoarece a = -2 < 0, graficul functiei este o parabola cu ramurile orientate in jos (n),
asadar va admite un punct de maxim.

a) Pentru a afla cand profitul este zero (punctele de ,break-even”), rezolvam ecuatia atasata P(x) = 0

. . + . e .
si obtinem x, , = 102‘ 4 de unde x, =3 si x, = 7. Conform regulii semnelor pentru functia de gradul al

doilea, P(x) > 0 pentru x € (3, 7).

Observatie: Compania este rentabild daca produce strict intre 3 000 si 7 000 de loturi. Daca se produc
sub 3 000 de loturi (din cauza costurilor fixe mari) sau peste 7 000 de loturi (din cauza suprasolicitarii
liniilor de productie si costurilor de stocare), compania intra in pierdere (P(x) < 0).

b) Punctul de maxim se atinge in varful parabolei. Abscisa varfului este data de formula:

b 20 20
===25.

XY= =2 (- &
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Observatie: Compania trebuie sa produca exact 5 000 de loturi pentru a maximiza eficienta afacerii.

¢) Valoarea maxima a profitului este data de ordonata varfuluiy, = —% = 8.
Observatie: Profitul maxim realizabil de companie este de 80 000 de euro pe luna. (Imaginea functiei

pe intervalul de rentabilitate este (0, 8]).
d) Monotonia este dictata de varful parabolei (x,, = 5) si de semnul lui a < 0: pe intervalul [0, 5], func-

tia este strict crescdtoare; pe intervalul [5, +), functia este strict descrescdtoare.
Observatie: Pe masura ce fabrica isi creste productia de la 0 la 5 000 de unitati, profitul creste susti-
nut. Orice unitate produsa suplimentar peste pragul de 5 000 de unitati aduce ineficiente operationale,

determinand o scadere continua a profitului.

1. HARTA COMPLETA A FUNCTIEI DE GRADUL AL DOILEA

Pornim de la forma generala: [

f(x)=ax*+bx+c,a#0 J
L

Toate informatiile despre functie
se pot obtine din coeficientii a, b, c.

fia
1. SEMNUL LUI a 2. DISCRIMINANTUL 3. RADACINILE (dac3 A = 0) h
e @ > 0 — parabola A =b* — 4ac —bt+A
este orientatd in sus * A > 0 — 2 radacini reale distincte - iy
e a <0 — parabola «A =0 — 1 radicin3 dubld

Punctele (x;, 0) si (x5, 0)
sunt intersectiile

y ;
arabolei cu axa Ox.
G 7
(8]
(0] X

f(x)=ax?+bx+c

= & "

este orientata in jos » A < 0 — fara solutii reale

& avay ETRIE ( v \ 6. VARFUL PARABOLE|
iy AXA DESIMETRIE 5. FORMA CANONICA . .
b
o=l £(x) = ale—x,) + vy Vi) = (~5 /()
Parabola este simetrica unde x, = =5 si yu = f(xy). e a>0— V este punct de minim
fataide aceasta dreaptal ) Aceasta arat3 direct coordonatele e a <0 — V este punct de maxim

varfului V(xy, yy). ]

7. INTERSECTIA CU OY [ 8. VARIATIA FUNCTIEI )

£(0) = ¢ — punctul (0, ¢) = a > 0 — functia descreste pe (— o0, xy]
si creste pe [xy, +00)

 a < 0 — functia creste pe (—c0, xy,]
si descreste pe [xy, +00) J

este intersectia parabolei
cu axa Oy.

Analiza unei functii de gradul al doilea inseamna trecerea permanent3 intre formul3, grafic si interpretare.
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1. Rescrie legile urmatoarelor functii de
gradul al doilea f:R — R in forma |
canonica:

a) filx) = x*+ 2x + 3;
b) ix)=2x2+ 4x + 1;
o) fix)=-2x%+ 4x + 5;
d) filx) = x? - 4;
e) flx) = x2 + 5x. ﬂ 3. A negativ
2D AR inil o ] Dacd A < 0, ecuatia NU are solutii reale.
: eterrril.ma Imaginile urmatoare or Parabola nu intersecteaza axa Ox.
functii de gradul al doilea, f:R — R:

4.Semnul lui
a)fix)=-3x2+4x + 1; & e R

* a > 0 — parabola este orientata in sus.
b) fix) = x2+ 2x + 1;

* a < 0 — parabola este orientatd in jos.

B. ERORI FRECVENTE — Al GRIJA!

1. Semnul lui b
In A = b? — 4ac, coeficientul b se preia CU SEMNUL SAU.

Exemplu: 2x2 —3x +1=0=b=-3 (hu b = 3).
2. Impirtirea la 2a

I x,, = ~2EYA  iNTREG NUMARATORUL |
se imparte la 2a, nu doar radicalul.

o) filx)=x?+x+1; 7’

d) filx) = x2 - 3;
e) flx) = 2x?;

5. Varful nu este intotdeauna minim

* Daca a > 0 — varful este punct de minim.
» Daca a < 0 — varful este punct de maxim.

f) ix) = -x? + 3x + 3;
2) fix)=-2x>+1.

3. Determina axa de simetrie a fiecarui grafic al functiilor de la exercitiile 1. si 2.

4. Se considera functia f:R — R, f(x) = x? + 4x + 5. Fara a efectua calculele, justifica egalitatea f{(—4) = f{0).

5. Determina intervalele de monotonie ale functiilor de la exercitiile 1. si 2., precizand daca admit un
punct de maxim sau de minim.

6. Studiaza monotonia functiei f:R — R,flx) = 2x? - 4x + 3 pe intervalele (-, 1], (3, 7) si [-1, 5).

7. Determind parametrul real m astfel incat functiile f:R — R sa fie strict crescatoare pe (2, =), in cazurile:
a)fix)=2x2+(m+ 1)x +3; b) ix)=mx?-(m-1)x + 1.

8. Determind parametrul real m astfel incat functiile f:R — R sa fie strict descrescdtoare pe (1,), in ca-
zurile: a) filx) = 2x2+ (m + 1)x + 3; b) ix)=(m+ 1)x> - (2m - 3)x + 1.

9. Verifica faptul ca urmatoarele functii f:R — R sunt strict crescatoare:

a)f(x)={ 2x + 1, x<0 b)ﬂx)={ x+1, x20

x2+2x+3, x=0 -x2+2x+1, x<0O
10. Verifica faptul ca urmatoarele functii f:R — R sunt strict descrescdtoare:
x?2-2x+2, x<0 -3x+1, x>0
af={*, : w={_ .
-x?-2x+3, x20 -x*+2x+1, x<0
11. Justifica faptul ca urmatoarele functii f:D — R nu sunt monotone:
X+ 2 x<0
b) fix) = { ’ .
) fx) x?-2x+3, x=20
12. Demonstreaza ca maximul ariei unui dreptunghi cu perimetrul constant se realizeaza cand acesta
este patrat.

a)filx) =x?+3x+5,D=[-5,5];

13. a) Traseaza graficul functiilor de la exercitiile 1., 9., 10.
b) Demonstreaza ca punctele A(x, y) si B(x, |y|) sunt sau simetrice fata de Ox sau confundate.
c) Reprezinta grafic functia [f], unde functiile f sunt cele de la punctul a).
14. Determina coordonatele varfurilor parabolelor asociate urmatoarelor functii, R — R:
a) filx) = x*+ 4x + 5; b) ix) = x* - 4x + 2;
o) fix)=x?-4x+2; d) ix)=-3x2+x; e)flx)=2x%+5.
15. Determina m € R astfel incat varful paraboleiy = mx? + (2m + 1)x + m + 2 sa fie pe prima bisectoare.
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16. Determinda m € R astfel incat varful parabolei y=mx?+(2m+ 1)x+m -1 sa fie pe dreapta
y=3x-1.

17. Determina m € R astfel incat varful paraboleiy = (m + 1)x? + (2m + 1)x + m + 1 sa se afle in cadra-
nul al doilea.

18. Determina functia de gradul al doilea al carei grafic contine punctele A(-1, 3), B(0, —1) si C(2, 4).

19. Determind imaginile prin functia f:R — R, fix) = 2x? - 4x + 5 ale urmatoarelor intervale:
a) (=, -1]; b) (=, 1); o [-3,2]; d) [0, ); e)[1,).

20. Determina parametrul real m astfel incat functia f:R — R sa fie strict crescatoare pe (2, 3).
a)fix)=mx>+(m+1)x+3+m; b)fix)y=mx?>+2(m-1)x+1-3m.

21. Determina parametrul real m astfel incat functia f:R — R sa fie strict descrescatoare pe [-2, 3].
a)fix)=(m+2)x2+(2m+ 1)x+ 3 - m; b) fix)=mx?-(2m-1)x+ 1+ m.

22. Determina parametrul real m astfel incat functiile f:R — R sa nu fie monotone pe [-1, 3], in cazul
urmatoarelor legi:
aA)fix)=(m-2)x2+(2m+3)x+3 - m; b)fix)=mx?>-(2m - 1)x+1+m. \

23. Determinad parametrul real m astfel incat functia f:R - R, fix) = {_;{;: zx, ;: ; 3 o I & ‘
sa fie strict crescdtoare pe R. ’ Q 4

24. Determind parametrul real m astfel incat functia f:R — R,
fix) = {mx2 +2(m - Ux-6 x<1 sa fie strict descrescatoare pe R.

-x?-2x+m, xz1

25. Determind m € R astfel incat varful paraboleiy =(m + 1)x2+ (2m + 1)x + m+ 1
sd se pozitioneze in suprafata patrata determinata de produsul cartezian [-1, 1] x [2, 3].

26. a) Demonstreaza ca varful parabolei y=(m+ 1)x2+(2m+ 1)x + m + 2 se situeaza pe dreapta
X—-4y=6, VmeR.

27. Se considera familia de functii de gradul al doilea f :R — R, fm(x) =mx?+ 2(m + l)x +m+ 2.
a) Justifica faptul ca varfurile parabolelor asociate acestor functii se situeaza pe dreaptay = x + 1.

b) Ce portiune de dreapta descriu parabolele cu varful in sus?
c) Demonstreaza ca aceste parabole au un punct comun.

28. Se considera familia de functii de gradul al doilea f :R — R,fm(x) =mx? - (2m + 1)x +m+1.
a) Justifica faptul ca varfurile parabolelor asociate acestor functii descriu o dreapta.
b) Ce portiune de dreapta descriu parabolele cu varful in jos?
c) Demonstreaza ca aceste parabole au un punct comun.
29. Se considera familia de functii de gradul al doilea f :R — [R{,fm(x) =x2 - (m - l)x - m?+ 4. Demon-
streaza ca varfurile parabolelor asociate acestor functii descriu o parabola.

30. Determina imaginile prin functia f:R Rﬂ)—{ 2L X<O e urmatoarelor intervale:
- Determina imaginile prin functia f:R - R, fix) =y , _, | 3 x20 ale urmatoarelor intervale:
a)(-,-1]; b) [-1, 1); o [-3,2]; d) [0, «); e) [1,0).

2x + 1, x<0
31. Determind imaginile prin functiafiR - R,fix) = ¢ x?-2x+3, x €0, 3] ale urmatoarelorintervale:

-x?+8x+3, x>3
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Etape ale reprezentarii grafice a functiilor
de gradul al doilea

Pentru reprezentarea graficului functiei f:R — R, fix) = ax? + bx + ¢,a,b,c € R, a # 0, avem in vedere:
@ orientarea parabolei, prin determinarea semnului coeficientului dominant a: daca a > 0, parabola
se reprezinta cu ramurile in sus (U), iar daca a < 0, parabola se reprezinta cu ramurile in jos N);

@ varful parabolei care corespunde punctului de extrem, notat V(—%, —f—a);

® intersectia cu axa Oy: G,n Ox = {(0,f(0))}, adica punctul de coordonate (0, c¢), ¢ numindu-se si
ordonata la origine; avand in vedere ca aplicatiile practice ale functiei de gradul al doilea nu au sens
pentru tot domeniul R, de reguld doar pe [0, +=) sau submultimi ale acestui interval, intersectia va avea
si utilitatea practica (valoare/conditie initiala);

® dupd caz, intersectia cu axa Ox: G,n Ox = {(x,0)| x € R}, ceea ce implica rezolvarea ecuatiei ata-
sate functiei, f(x) = 0; la acest moment, ne putem baza pe forma canonica a functiei si pe semnul discri-
minantului A = b? - 4ac, astfel:

» dacaA <0, an Ox = @, deci nu exista intersectii cu axa Ox;

» daca A = 0, punctul de coordonate (—%,O) este unica intersectie cu axa Ox si coincide cu varful
parabolei;

i

» daca A > 0, exista doua puncte distincte de intersectie, de coordonate (%, 0) si (%, 0)

in plus, punctele sunt dispuse simetric fata de axa de simetrie a parabolei, cate unul pe fiecare
ramura;

@ suplimentar, alte puncte ale graficului permit o reprezentare mai riguroasa a functiei (mai ales
cand A < 0); avand in vedere ca ramurile parabolei sunt simetrice fata de axa de simetrie a acesteia,
punctele suplimentare de analiza pot fi alese doar pe una dintre ramuri (de exemplu pe ramura careia
ii apartine si intersectia cu Oy); in acest sens, se poate construi o primd ramurad, apoi, prin simetrie fata
de axa parabolei, se poate construi si cea de-a doua ramura.
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Reprezentarea varfului V, a axei
de simetrie, a intersectiilor cu

axele si a altor puncte

Reprezentarea uneia dintre ramuri
(Tn acest caz, stanga, pe care
se situeaza intersectia cu Oy)

Reprezentarea celeilalte ramuri,
prin simetrie fata de axa parabolei
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4

F
@ 3
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\

puncte suplimentare
\

X 1
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1.fR - R, f{x) = x? + 3x — 4;

a =1 >0 - ramuri orientate in sus, varf ce corespunde mini-
mului functiei; b=3,c=-4;A=3%-4-1-(-4)=25>0.

Intersectiile cu axele: G,n Oy: fl0) = -4, A(0, -4).
_25_

anOx:f(x)=0,x2+3x—4=<

X+3

:

= (x = 1(x + 4) = 0; obtinem punctele B(-4, 0) si C(1, 0).

Varful parabolei este V(
Axa de simetrie este verticala care trece prin V.

2

25

4

) punct de minim.

Alte puncte: pentru x = 2, f(2) = 4,deci D(2, 4); pentrux = -1,
f(-=1) = -6, cu D(-1,-6); pentru x = 2, f{2) = 6, cu E(2, 6).
Pentru acest exemplu, construim tabelul de variatie:

b —0 -4 = % =1 0 1 2 +o0
_2
fx) | +oo 0 2 % | -a | o 4 | +oo
minim
Monotonie \ ///'
[ ]
Semnul lui e 0 = = = 0 +

J(x)

c(1,0)

E(2,6)




aQ

v

o000

Caracterizarea functiei:
Pentru functia de gradul al doilea f:R - R, fix) = x> + 3x - 4:

2
@®@a=1>0,b=3,c=-4siA =25 >0; forma canonica este f(x) = <x+§) _ 25,

2 47
@ A(0,-4) reprezintad intersectia cu Oy;
® B(-4,0) si C(1, 0) sunt zerourile functiei, adica solutiile ecuatiei atasate f(x) = 0;

@ parabola are ramurile orientate in sus si varful V(—%, —275) reprezintd punct de minim; minimul
25

este ->sise realizeaza pentru x = —%; axa de simetrie este dreapta de ecuatie x = —%;
@ cu cat valorile variabilei x se apropie de —e sau de +, cu atat valorile functiei se apropie de +eo;

@ functia este descrescdtoare pe intervalul (-, —%], este crescatoare pe intervalul [ —%, +oo);

@ este (strict) pozitiva pe (-, —4) U (1, +) si (strict) negativa pe (-4, 1), pastrand Imf = [ - f—a, +oo)

@ functia nu este surjectiva, nu este injectiva, nu este bijectiva si nu este inversabila.

2.fR->R,f(x)=-2x2+12x - 18

a =-2 < 0 - ramuri orientate in jos, varf ce corespunde maximului
functiei; b=12,c=-18;A =0;

Intersectiile cu axele: G,n Oy: fl0) = 18, A(0, -18);
G.n Ox: foo=0; -2x2+12x - 18 =-2 - (x - 3)2=0, de unde obtinem
punctul V(3, 0), reprezentand si varful parabolei.

Axa de simetrie este verticala care trece prin V.

Alte puncte: pentru x=2, fi2) =-2, deci B(2,-2); pentru x =1,
fl1)=-8,cuC(1,-8); pentrux = -1, {-1) = -32, cu D(-1,-32).

Pe modelul exemplului 1., completeaza studiul functiei cu tabelul de
valori si caracterizeazd functia.

4

\&;

Se considera functia de gradul al doilea f:R — R, definita prin

fix) = %2 - 2x + 3. Pe graficul acesteia (parabola), se considera punctul
A, reprezentand varful parabolei, si punctul B, care are abscisa x = 6.
1. Determina coordonatele varfului A al parabolei si ordonata punc- D(-1.-32)
tului B. :
2. Calculeaza lungimea proiectiei arcului de parabola cuprins intre punctele A si B pe axa Ox.
3. Calculeaza lungimea proiectiei aceluiasi arc de parabola pe axa Oy.

Rezolvare: 1. Abscisa varfului este x, = —% = —2_—21 = 2; ordonata varfului este
yA=ﬂxA)=ﬂ2)=272—2-2+3=1;coordonatele 1o] Axa Oy
varfului sunt A(2, 1); y, = f6) = % - 12+ 3=9,deci b R el B 0 08 M 8 4 569)
B(6,9). 8 :

2. Deoarece functia este strict crescatoare pe in- 7 ;
tervalul [2, 6] (varful este punctul de minim, iar ra- P“’,f,‘,g;,p:go‘“ < j o e
mura urca spre dreapta), proiectia intregului arc AB . =2
pe axa absciselor coincide cu segmentul de pe axa T
Ox delimitat de abscisele capetelor sale. Proiectia il S —Vart ;
punctului A pe axa Ox este punctul de abscisa x = 2. T 5 e T T 5 e
Proiectia punctului B pe axa Ox este punctul de abs- Rifocli b D e gmed

cisa x = 6. Lungimea proiectiei pe Ox este |xB - X A| =
|6 - 2| = 4 unitati.
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3. Similar, proiectia arcului AB pe axa ordonatelor coincide cu segmentul de pe axa Oy, delimitat de
ordonatele punctelor extreme ale arcului. Proiectia punctului A pe axa Oy este punctul la coordonata
y = 1. Proiectia punctului B pe axa Oy este punctul la coordonata y = 9. Lungimea proiectiei pe Oy este
|yB - yA| = |9 - 1| = 8 unitati.

Aplicatie practica - Proiectarea unui stalp de sustinere pe un arc de pod

0 echipa de ingineri proiecteaza un pod care y
are un arc in forma de parabola, ca in imaginea
aldturata. Indltimea h a arcului (in metri) la o V (20,20)
distanta orizontala x (in metri) de la capatul din =~ 204------------------------ - i h(z) = ~0.052% + 2
stanga al podului este aproximata prin functia de [0"40]
gradul al doilea de lege f{x) = -0,05x? + 2x, pen- i
tru x € [0, 40]. By P(10,15) |

Podul are o lungime totala de 40 de metri, iar
indltimea maxima a arcului este de 20 de metri,
atinsa la mijlocul podului (x = 20). Echipa de in- i 1 3

i
10
v

' Inaltimea h (in metri)

Restrictia g: [0,20] - [0,20]

gineri are nevoie de o metoda pentru a calcula :
(partea stanga a arcului)

exact distanta orizontalad x (pornind de la capatul
din stanga, in prima jumatate a podului), pentru
a plasa un stalp de sustinere la o inaltime prede- 0
terminata h (de exemplu, la 15 metri). Deoarece
functia f nu este injectiva pe tot domeniul [0, 40]
(un obiect poate fi la aceeasi inaltime in doua
puncte diferite, urcand si coborand), este nece-
sard utilizarea unei restrictii a functiei.
1. Defineste restrictia functiei f pe un interval care are sens pentru problema data (pornind de la ca-
patul din stanga, pana la mijlocul podului) si pe care functia este inversabila.
2. Afla functia inversa a acestei restrictii, care va da distanta orizontala x in functie de inaltimea h.
3. Folosind functia inversa, calculeaza la ce distanta orizontald de la capatul stang trebuie plasat stal-
pul la indltimea de 15 metri. Consultd si schema din imagine pentru a verifica rezultatul.

»
T >

20 40
Distanta z (in m)

Distanta calculata; z = 10m

Rezolvare: 1. Pentru a putea inversa functia care modeleaza arcul podului, trebuie sa alegem un in-
terval pe care aceasta este strict monotona (deci injectiva). Deoarece ne intereseaza plasarea stalpului
in prima jumatate a podului (pornind de la capatul din stanga, pana la varf), vom restrange domeniul de
definitie la intervalul [0, 20], astfel, g:[0, 20] — [0, 20], g(x) = -0,05 x> + 2x. Pe acest interval functia este
strict crescatoare (de la inaltimea 0 la inaltimea maxima 20), deci bijectiva si inversabila.

2. Pentru a determina inversa, notam inaltimea cu h si rezolvam ecuatia in raport cu variabila x
: h=-0,05x? + 2x. Obtinem (x — 20)? = 400 - 20h, cu x = 20 * v400 - 20h. Deoarece am restrans do-
meniul la x € [0, 20], valoarea lui x trebuie sa fie mai mica sau egala cu 20. Asadar, alegem varianta cu
semnul minus: x = 20 - v400 - 20h = g™'(h).

3. Pentru a determina la ce distanta orizontald de la capatul stang trebuie plasat stalpul astfel incat
sa sustina arcul la indltimea de 15 metri, calculam g~'(15) si obtinem x = 10.

Concluzie: Stalpul de sustinere trebuie montat la o distanta orizontala de 10 metri fata de capatul din
stanga al podului.
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1. Se considera functiile f:R — R, f(x) = mx? - (m? + 2)x + 5m + 2. Determina valorile parametrului m
pentru a fi indeplinita conditia sau conditiile din fiecare dintre urmatoarele cazuri:
a)(0,-8)€G; b) (1,0) €G;
0 (-1,-1)€eG; d) on, m) € G,.

2. Parabola reprezentata in planul in care a fost fixat
reperul cartezian xOy corespunde unei functii f de
gradul al doilea. Utilizand informatiile din figura
alaturata, determina functia f, exprimand legea sa (-1/3, 0)B
pe forma generala si pe forma canonica.

-2 -1
B.

3. Reprezintd geometric graficul, construieste tabelul de
variatie si caracterizeaza fiecare dintre urmatoarele
functii de gradul al doilea:

a)f:R - R, fx)=x%

b) R — R, fx) = -4 x?;

O fR - R, f(x)=-x2+3x;

d) fR - R, fx)=2x%-8; s
e)fR->R,fx=x>+x-1;

f)fR->R, foo=x2+x+1;

g2) R - R, f(x) = x? - 10x + 25;

h) iR - R, fo) =9x?+ 6x + 1.

4. Activitate pe grupe: Pentru functia prezentata la exemplul 1, fiR - R, f(x) = x? + 3x - 4, impartiti
intre membrii grupei urmatoarele functii obtinute prin operatii in care intervine f si reprezentanti
noile functii folosind reprezentarea geometrica asociata lui f:

0,-1A

a) g:R - R, g = -f(x); b) h:R — R, h(x) = f(x) + 4;
Ot:R - R, t00)=flx)-1; d)s:R - R, s(x) = fix - 2);

e) u:R - R, ux) = fix+ 1); f)gR - R, g0 =fix-2)+3;
g) z:R — R, z(x) = 2f(x); hHw:R - R, wx) = %f(x);

i) p:R = R, px) = [f00].

In completarea cerintei anterioare:

i) explicati cum s-a deplasat desenul functiei fin raport cu axele reperului cartezian xOy pentru fie-
care dintre cazurile b) — e), realizand o analogie cu deplasarea unei piese pe o tabla de sah (mutari pe
linie si/sau pe coloanad);

ii) explicati cum se reprezinta graficul functiei g fata de f;

iii) comparati reprezentdrile geometrice ale graficelor functiilor f,g si h si formulati concluzii care
intaresc invatarea;

iv) comparati la nivelul clasei strategiile de reprezentare pe care le-ati utilizat pentru functia p si no-
tati concluziile care intaresc invatarea; descrieti comportamentul acestei functii.
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5. Activitate in pereche: Se considera functia f:R - R, f(x) = ax® + bx + ¢, a,b,c € R.

a) Este functia fegala cu functia g:R - R, gx) = [{-1) - 2f(0) + fiD)] x* - % f-1) - AD]x + f0),
a,b,c € R? Justifica.

b) In ce conditii punctele A(-1,m), B(0,n) si C(1,p), cum,n,p € R, determina o parabola asociata unei
functii de gradul al doilea? Ce proprietate trebuie sa aiba cele trei puncte distincte pentru a nu deter-
mina nicio parabola asociata functiilor de gradul al doilea?

6. 0 echipa de salvamari lanseaza o racheta de semnalizare luminoasa de pe o stanca, pentru a avertiza
o nava aflata in deriva. In imaginea aldturata este reprezentat graficul indltimii la care se afla racheta
(masurata in metri fata de nivelul marii), in functie de timpul scurs de la lansare (mdsurat in secunde).

a) De la ce inaltime (fata de nivelul marii) a fost lansata racheta de semnalizare?
b) Care este indltimea maxima atinsa si dupa cate secunde de la lansare a ajuns la aceasta inaltime?
c) Care este intervalul de timp in care racheta a fost in urcare? Dar intervalul in care a fost in cadere?

Cum se traduc aceste perioade in termeni de monotonie a functiei?

d) Dupa cat timp de la lansare a cazut racheta in mare? Explica semnificatia acestui punct in raport
cu radacinile functiei de gradul al doilea.
e) Stiind ca miscarea este modelata de o functie de lege h(t) = at? + bt + c, foloseste datele citite de pe

grafic pentru a determina coeficientii a, b si c.
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Utilizarea proprietatilor functiei de gradul al doilea
in rezolvarea inecuatiilor

In descrierea unui proces economic modelat prin functii este urmdrit ca profitul P care depinde de
costurile x sd fie pozitiv (strict), adicd pentru ce costuri P(x) > 0. Din punct de vedere matematic, situatia
se incadreaza la studiul inecuatiilor. In mod particular, rezolvarea inecuatiei de forma P(x) > 0 este in
directa legatura cu semnul functiei P.

Un alt aspect posibil de urmarit este determinarea costurilor pentru care profitul este nu numai po-
zitly, ci mai mare decat o anumita valoare pozitiva, de exemplu pentru a asigura un anumit nivel al
investitiilor viitoare in retehnologizare. In acest caz, ceea ce intereseaza reprezinta costurile pentru care
P(x) 2 m, in acest caz pentrum > 0.

In cele ce urmeaza, valorificand cele studiate la functia si ecuatia de gradul al doilea exprimate pe
forma generala, canonica sau factorizata, ne vom referi la inecuatiile de gradul al doilea, folosindu-ne si
de studiul anterior al altor relatii care implica inegalitate, de exemplu inecuatii de gradul 1.

Inecuatia de gradul al doilea

O inecuatie de gradul al doilea in necunoscuta x € R este o inegalitate de forma ax®+ bx+c 20
(sau carelatie de tipul <, >, <),cua,b,ce Rsia#0.(1)
A rezolva inecuatia inseamna a determina valorile necunoscutei care verifica relatia de inegalitate.

~

£ Q

Se considera inecuatia -4 x% + 6x + 10 < 0, x € R.

Optam pentru transformare prin echivalenta, pentru a obtine coeficienti mai convenabili pentru cal-
cul si pentru a aduce la forma generala cu coeficient dominant pozitiv, mai usor de utilizat in calcule si
interpretari: —4x2 + 6x + 10 < 0|- (-2) & 2x? - 3x = 5 2 0 (cu schimbarea sensului relatiei, ca urmare a
inmultirii cu o valoare negativa!).

Notam f:R — R, f(x) = 2x? - 3x - 5, pentru care:

@a=2>0;
® A =9 +40=49 >0, ceea ce implica existenta solutiilor ecuatiei atasate, f(x) = 0 si intersectii dis-
tincte cu axa Ox a parabolei corespunzatoare functiei; x, = -1, x, = %;

@ semnul functiei: + ,in afara solutiilor”; - intre solutii;
fse anuleaza pentru x, ,;

@ caz care convine: f(x) = 0;
@ consecinta: f(x) 2 0 pentru oricare
XE(-o,-1)U (%,+oo) (semn+)six e {—1,%};
@ concluzie: multimea solutiilor inecuatiei
-4x?%+ 6x + 10 < 0 este reprezentata de reuniunea
X € (—oo, -1]u [g, +oo), unde am tinut cont ca etapele par-
curse au asigurat echivalenta cu inecuatia initial propusa.
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1. Rezolvarea inecuatiei -4 x2 + 6x + 10 < 0, cu obtinerea multimii solutiilor S = (—oo ,—1]u [%, +ooP,
asigura un raspuns imediat si pentru celelalte inecuatii care difera doar prin tipul de relatie de inegali-
tate. Astfel:

@ pentru -4x?%+ 6x + 10 > 0, multimea solutiilor este complementara cu cea a inecuatiei initiale,

deciR -S= (— 1, %), raspunsul se poate deduce direct si din analiza semnului si zerourilor functiei f;
@ pentru -4 x? + 6x + 10 < 0, multimea solutiilor este cea a inecuatiei initiale, mai putin valorile co-
respunzatoare egalitatii cu 0, deci obtinem S - {— 1, %} = (- ,-1)U (%, +oo); raspunsul se poate de-
duce direct si din analiza semnului functiei f;
@ pentru -4 x? + 6x + 10 > 0, multimea solutiilor este complementara cu cea a inecuatiei initiale, la

care se adauga valorile corespunzatoare egalitdtii cu 0, deci (R = S) U {— 1, 5} = [— 1, %], raspunsul se
poate deduce direct si din analiza semnului si zerourilor functiei f.
2. In conditiile in care avem
reprezentatd parabola asociata =~ ----c----sooom-ooooooo-
functiei, determinarea semnu-
lui functiei si a intervalelor de
semn presupune:
@ identificarea valorilor in
care se anuleaza functia, adica

i (S S R

f de semn +

PGP UDS PRI SHSUINIE DR ENCIN G GO DD p—

functiei, respectiv situate sub
axa Ox, ca zone de semn negativ
al functiei;

® determinarea semidrep-
telor/segmentelor de pe axa Ox
ce corespund proiectiei fieca-
rei ,bucdti” de parabola deter-
minate anterior, in acest sens
avand imaginea geometrica a
valorilor necunoscutei dupa semnul imaginilor functiei (+ sau -).

zona lui x
pentru care f are semn +

h ]
! !
g
abscisele punctelor de intersec- x - zero al functiei ! ! - zero al functiei
tie dintre parabola si axa Ox; % 29 J
@ identificarea ,bucatilor” de O iRRany
< . zona lui x : MM /. zona luix
parabola aflate deasupra. axei ek bs sarme | LR k ! ¥ et s gt
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Retinem ca pasi de rezolvare a inecuatiilor de forma ax? + bx + ¢ 2 0 (sau <,>,<), cua,b,c e R si
a#0:

1. citirea inecuatiei in sensul identificarii unor particularitati care sa permita prelucrare algebrica si/
sau transformare prin echivalentd a inecuatiei, cu aducere la o forma mai simpla (de exemplu, din punct
de vedere al calculelor urmatoare);

2. asocierea functiei de gradul al doilea, f, cu legea exprimata prin membrul stang al inecuatiei;

3. studiul semnului si valorii coeficientului dominant, ale discriminantului, dupa caz rezolvarea ecu-
atiei f(x) = 0 cu obtinerea zerourilor functiei;

4. determinarea semnului functiei f si evidentierea multimii valorilor variabilei functiei pentru care
semnul corespunde tipului de inegalitate cerut spre studiu;

5. formularea concluziei, cu precizarea multimii solutiilor inecuatiei.
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Dupa cazurile in care se situeaza discriminantul (A >0, A =0, A < 0) asociat studiului unei inecuatii

de gradul al doilea pe multimea numerelor reale, avem urmatoarele situatii pentru multimea solutiilor, S:

® daca A > 0, atunci S # R (nu exista caz in care inecuatia este verificata de orice x € R) si S # @ (orice
inecuatie in acest caz admite cel putin o solutie numar real);

@ dacd A = 0, atunci S poate fi @, S = {a}, unde o este zeroul functiei (solutia dubla a ecuatiei f(x) = 0),
respectiv R; orice inecuatie in acest caz fie nu admite solutii, fie admite o unica solutie, fie admite orice
valoare reala ca solutie, dupa tipul de relatie de inegalitate;

@ dacd A < 0, atunci fie S = R, fie S = @, deci in acest caz fie nu se admit solutii, fie orice valoare reala
este solutie.

Inecuatii de forma fix) 2 m (sau de tipul < ,> ,<), unde f{x) este o expresie de gradul al doilea

Folosim exemplul dat anterior, 5x2 - 4x + 1 2 0, si faptul ca relatia este verificata pentru orice x € R,
precum si ca expresia din membrul stang nu poate atinge minimul 0. Apare urmatoarea intrebare:
Existd si, dacd da, care este cea mai micd valoare a expresiei 5x? - 4x + 1 in conditiile in care x € R?

Notand m aceasta valoare, ea ar trebui sa indeplineasca urmatorul sistem de conditii:

a) oricare ar fi x € R, 5x? - 4x + 1 2 m (conditie necesard);

b) oricare ar fi n < m, exista x € R pentru care 5x2 - 4x + 1 < n (conditie suficienta, cea care asigura
proprietatea de minim).

Am obtinut astfel o inegalitate de tipul fix) > m.

In continuare, prezentam rezolvarea inecuatiei 5x2 - 4x + 1 =2 m, in necunoscuta x € R, de parame-
trumeR

A. Reducem studiul la forma standard: 5x* - 4x+1 -m 2 0.
Notam cu S multimea solutiilor inecuatiei si g:R - R, g(x) = 5x* - 4x + 1 - m, pentru carea =5 > 0
siA =16 -20(1 - m) = 20m - 4. Obtinem cazurile:

A<0, g pastreaza semn constant + (semnul lui a), deci g(x) =5x*- 4x + 1- m > 0, oricare x € R.
. 1
decim<g Asadar, oricare arfim (—oo , %), multimea solutiilor inecuatiei 5x> - 4x + 12 m este S = R.
A=0, ; gX)=5x2-4x+1- % = 0 admite solutia dubla x, = x, = %;
decim = . . . . .
5 g pastreaza semn constant + (semnul lui a), deci g(x) =5x>- 4x+1-m >0, oricare X € R - {%}

Asadar, pentru m = %, multimea solutiilor inecuatiei 5x2 - 4x + 12 % este S=R.

A> 0, 1 g(x) =5x? - 4x +1- m = 0 admite solutii reale si distincte, x,, = %’M;

decim>g g pastreaza semn + (semnul lui a) in afara solutiilor, deci g(x) =5x2- 4x +1-m 2 0, oricare
XeER - (2 - \fgm = 1,2 u \fgm -1, Asadar, oricare ar fim € (%,wo), multimea solutiilor inecuatiei
5x2-4x+12mesteS= (-00,2_‘[;""_1) u (2+‘r§m_1,+°°>

® Primele doua cazuri se puteau aborda cumulat, dar daca studiul inecuatiei presupune inegalitate
stricta, atunci cele doud cazuri raman distincte.
® Doar in al doilea caz 0 este minimul valorilor pe care le poate lua g.
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B. O alternativa la rezolva-
rea propusd anterior este aceea
de a utiliza functia fR - R, A
f) =5x2? - 4x + 1 sideaaborda
studiul relatiei in forma echiva-
lenta f(x) 2 m, utilizand repre-
zentarile geometrice ale para-
bolei asociate lui fsi ale drepte-
lor orizontale, interesandu-ne 05
valorile necunoscutei x pentru '/
care punctele parabolei se situ- T T T e e R e M o S e e S e i
eaza deasupra dreptei orizon- s " Zos 0
tale ce trece prin punctul de co-
ordonate (0, m).

In acest sens, in imaginea
alaturata este reprezentata pa-

rabola asociata functiei f, orientata cu ramurile in sus si cu varful V( ) ceea ce implica si faptul ca

Imf = [— +°<>) Au fost evidentiate drepte orizontale corespunzatoare fiecarui caz, iar in cazul celei mai
de sus sunt evidentiate si punctele de intersectie cu parabola, fiind sugerate si zonele pentru care absci-
sele punctelor verifica inegalitatea.

G

1. Pe multimea numerelor reale, rezolva urmatoarele inecuatii:

a)x2-3x-18>0; b) -x2+ 4 > 0; €)5x2-12x<0; d)x2-+/5<0.
2. Pentru x € R, rezolva inecuatiile in conditiile date:
a)4x2-92>0,unde x < V2; b)2x?-8x-5>0,unde x > 2.

3. Determina numarul valorilor intregi care apartin multimii solutiilor inecuatiei x* - 4x - 35 < 0, x € R.

4. Se considera expresia E(x) = x? + 4x + 5, unde x € R.
a) Arata ca x? + 4x + 5 > 0, oricare ar fi x € R.
b) Admite E(x) o minima valoare? Justifica.

5. Determina multimea solutiilor inecuatiei -x2 + 2x + 3 < 0, in necunoscuta x € R.
6. (Activitate pe grupe) Rezolvati inecuatiile:

a)-3x2+5x-220; b)3x2+5x—-820; ) x?+5x+1220;
d) x2 + 5x = 0; e) -x2+3x2=0; f)-2x2+5x-620.
7. (Activitate pe grupe) Rezolvati inecuatiile:
-3x2+5x-2 . 3x2+5x -8 . x?2+2x -2 x+7 3x+1 .
a) X2+ 2x 2 0; b) x?+3x+2 21 C) 3x+4>3 d)x—2 xX+7 >9;
2x + 1 x-1 3 . 2x + 1 4x -1
e) -3 z2x+ 1 f)2x+1 2x+1° g)x2+5x+622x2+3x+2'

8. Un oblect este aruncat vertical; inaltimea, ca functie de timp, este h(t) = -2t* + 14t. Determina inter-
valul de timp in care obiectul se afla deasupra solului.

9. Profitul unei firme este descris cu ajutorul legii P(x) = —x2 + 10x — 16. Determina intervalul de pre-
turi pentru care profitul este strict pozitiv.

10. Se considera functia f:R — R, f(x) = x? — 4x + 1. Determina valorile reale ale lui m pentru care inecu-
atia f(x) 2 m are solutii reale.
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11.Determina a € R astfel incat varful parabolei y = ax? + (a + 2)x - 2 sa se situeze deasupra axei Ox.

12.Determina a € R astfel incat varful parabolei y = (a + 1)x? + (a — 3)x — 1 sa se situeze dedesubtul
drepteiy = 4.

13. Pentru ce valori ale lui m € R parabola asociata functiei f: R — R taie axa Ox in doua puncte distincte?
Afx)=2m+1)x2+(m+1)x+2+m; b)fix)=(-m+1)x>+mx+2+m.

14.Pentru ce valori ale lui m € R parabola asociata functiei f:R — R nu intersecteaza axa Ox?

a)fix)=2m-1)x*+(m-1)x - m; b) fix)=2mx?+(m+ 1)x + 2 + m.
15.Se considera ca f: R — R. Determina m € R astfel incat fix) < 0, Vx € R.

a) fix)=mx*+(Bm-2)x+m+2; b) fix)=(m-1)x*+@Bm+2)x+m+ 1.
16.Fie f: R — R. Determina m € R astfel incat f{x) > 0, Vx € R.

a) fix) = mx* + 3mx + 2; b) fix) = mx* + mx + 2 + m.
17. Determina m € R astfel incat functiile f: R — R urmatoare sa fie bine definite:

a) f(x) =Vmx?+ @m - 2)x + 2; b) fix) = =~ (31721x—+2:)3x+ oy

18.Determina m € R astfel incat inecuatia mx® + (m — 3)x — m + 4 > 0 sa nu aiba nici o solutie reala.

19. Se considera x,, x, radacinile reale ale ecuatiei x* + (2m + 1)x + m — 1 = 0. Determina m € R astfel
incat sa verifice relatia:

) x;° + X" < X1 + Xy b) x,% + X,° 2 X + X5 + X; - Xp.
20.Se considera ecuatia ax’ + (3a + 1)x + a + 1 = 0. Determind parametrul real a astfel incat radacinile
ei reale sa verifice relatia:

a)l<x’+x,°<7; b) x;% + x,° < 3(x; + Xxy).

o—o
f_loﬁ
e

Laborator de cercetare matematicd: parabole in miscare
Se considera familia de functii de gradul al doilea, de lege fm(x) = x>+ mx + 1, m € R. Fara a efectua
calcule complete de la inceput, formulati mai intai ipoteze pe baza experimentarii grafice.

Investigati:
1. Cum se modifica pozitia varfului atunci cand parametrul m creste?
2. Exista valori ale lui m pentru care parabola:
intersecteaza axa Ox in doua puncte?
este tangenta la axa Ox?
nu intersecteaza axa Ox?
3. Ce proprietdti raman neschimbate indiferent de valoarea lui m?
4. Exista un loc geometric (multime de puncte din plan care
indeplinesc aceeasi conditie/acelasi set de conditii) descris | /
de toate varfurile parabolelor obtinute? ~

Produs final: Elaborati o fisd de cercetare de 3 pagini ° L
care sd contind:

* ipotezele formulate;

e verificarile realizate;

« discutiile si concluziile. ( gh
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Sisteme de ecuatii care contin ecuatii de gradul
al doilea. Interpretare geometrica

Interpretarea geometrica a ecuatiilor de forma f{x) = g(x), x € R, unde flx) este
o expresie de gradul al doilea, iar g(x) este o expresie constanta sau de gradul |
sau de gradul al doilea

» Cazul 1.
Ecuatii de forma ax? + bx + ¢ = m (1), in necunoscuta x € R, unde a,b,cc me R sia # 0.
Consideram functiile f,g:R — R, fix) = ax? + bx + ¢ (functie de gradul al doilea) si g(x) = m (functie
constanta).
A determina solutiile ecuatiei (1) este echivalent Fle)=ox 5 bad-F e
cu a determina abscisele punctelor de intersectie din-
tre parabola asociata functiei de gradul al doilea si A
. < C s . ’ g(z)=m>——
dreapta orizontald asociata functiei constante. 4a A
(1) este echivalenta cu ecuatiaax? + bx + (c — m) = 0.
Cum A = b? - 4a(c — m), in functie de valorile lui m in-
terpretarea pe care o dam este:
@ ecuatia poate avea doua solutii diferite, situa-
tie in care parabola si dreapta orizontala se intersec-
teaza in doua puncte distincte; aceasta situatie se

realizeaza in conditiile urmatoare: daca a > 0, atunci

= _A. dacx ; -_A4A.
m>yv——l}.a,dacaa<0,aturv1c1m<“yv— iR g(T):m:—A
@ ecuatia poate avea doua solutii egale, situatie in : 4a
care parabola si dreapta orizontala se intersecteaza b
intr-un unic punct (de tangenta, in acest caz cores-

punzator la o intersectie in doua puncte confundate);

aceasta situatie se realizeaza in conditiam =y, = —f—a;

@ ecuatia nu admite solutii reale, situatie in care
parabola si dreapta orizontala nu au puncte comune;
aceasta situatie se realizeaza in conditiile urmatoare:

_A.
4a’

A
9@ =m<-2

i B Sl S et e ] et

A

dacda>0,atuncim<y, = -

dacda<O0,atuncim >y =

Legatura cu studiul injectivitatii, surjectivitatii si bijectivitatii functiilor de gradul al doilea

Consideram in continuare functiile f,g:R — R, f(x) = ax?+ bx + ¢ (functie de gradul al doilea) si
g = m (functie constantd), a,b,c,m e R sia # 0.
Conform celor prezentate anterior, rezulta ca:

@ oricare ar fia > 0, exista m >y = ~A astfel incat dreapta orizontala reprezentata de g intersec-

4a
teaza parabola reprezentatd de f in doud puncte de abscise distincte si de aceeasi ordonata, deci f nu
este injectivd; la fel in cazul in care a < O, pentrum <y, = —4%;

® oricare ar fia >0, existam<y = —4% astfel incat dreapta orizontala reprezentata de g nu inter-

secteaza parabola reprezentata de f, deci f nu ia valori mai mici decat y = —f—a, in concluzie f nu este
surjectiva; la fel in cazul a < 0, pentru valori mai maricay, = —f—a;

In concluzie, functiile de gradul al doilea nu sunt nici bijective, drept consecinta nici inversabile.



» Cazul 2
Ecuatii de forma ax? + bx + ¢ = mx + n (1), in necu-

noscuta x € R, unde a,b,cc myn€ Rsia,m#0

Consideram functiile f,g:R - R, f(x) =ax?+ bx +c¢
(functie de gradul al doilea) si g(x) = mx + n (functie de

gradul I).

A determina solutiile ecuatiei (1) este echivalent cu
a determina abscisele punctelor de intersectie dintre
parabola asociata functiei de gradul al doilea si dreapta

oblica asociata functiei de gradul I. Ecuatia (1) este

g1(x) =

f(x) —az® +br+ec

mx + ng

echivalenta cu ecuatia ax2 + (b - m)x + (¢ - n) =0 (2).
Studiul continua pe cazurile determinate de discrimi-
nantul ecuatiei (2).

» Cazul 3
Ecuatii de forma ax?+ bx + c=mx? + nx + p (1), in necunoscuta x € R, unde a,b,c,m,n,p € R si

am=#0

g2(x) =

mx + ngy

]

Cazuri de intersectie dintre doua parabole

Ecuatia ax® + bx+c=mx*+nx +p

.

4

1. Doua puncte de intersectie

A Oy

f 2. Un punct de intersectie (tangenta)

JOy

3. Nicio intersectie

Oy

I

i

m # a, iar ecuatia are doua

solutii reale distincte.

>,

, iar ecuatia are o singura
solutie reala dubla.

28

N,
2N

m # a, iar ecuatia nu are

2 ox

solutii reale.

4. Un singur punct de intersectie

Oy
4

-4
m=a, n#b — ecuatie de gradul I.

0 2

40x

J

.

5. Fara puncte comune / parabole suprapuse

m=a, n=b,

oxp

man-bcp

g (z) = ma +ny

\/
e |

-4

Parabole distincte, fara
puncte comune.

=2

-2

Parabole coincidente
(parabole suprapuse).

_/24'

[

Doua parabole de gradul al doilea pot avea 0, 1 sau 2 puncte comune,

iar in caz particular pot coincide.

Consideram functiile f,g:R — R, fix) = ax? + bx + ¢ si g(x) = mx? + nx + p (functii de gradul al doilea).
A determina solutiile ecuatiei (1) este echivalent cu a determina abscisele punctelor de intersectie
dintre parabolele asociate acestor functii.
Ecuatia (1) este echivalenta cu ecuatia (a - m)x? + (b - n)x + (¢ - p) = 0 (2). Studiul continua in func-
tie de tipul ecuatiei (2), astfel:
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@ m # a: ecuatie de gradul al doilea care admite cel mult doua solutii distincte, dupa semnul discri-
minantului A; parabolele asociate se intersecteaza in 2 puncte distincte sau intr-un unic punct (tan-
gente) sau nu au intersectie;

® m =asin # b: ecuatie de gradul I care admite o unica solutie; parabolele asociate se intersecteaza
intr-un unic punct;

® m =a,n = bsip # c: ecuatia nu admite solutii reale; parabolele asociate nu se intersecteaza;

® m = a,n = bsip = c: multimea solutiilor ecuatiei este R; parabolele asociate se confunda (cazul de
suprapunere a reprezentarilor, toate punctele lor sunt comune).

In concluzie, doua parabole asociate functiilor de gradul a doilea fie nu au puncte comune, fie au
1 sau 2 puncte comune, fie au toate punctele in comun.

Sisteme formate dintr-o ecuatie de gradul I si o ecuatie
de gradul al doilea, in doua necunoscute
x+by+c =0

. al A
Sisteme de forma , , in necunoscutele x,y € R T
y=a,x’+b,x+c,

si cu coeficienti reali, cua? + b? # 0si a, # 0.

Sistemele de acest tip sunt un caz particular al celor prezentate anterior. Abordarea acestui caz o facem
pentru ca permite si o interpretare geometrica, prin reprezentare in planul in care este fixat un reper car-
tezian. Din punct de vedere al rezolvarii algebrice, raman aceleasi etape de parcurs ca la cazul general.

Pentru inceput, asociem ecuatiei de gradul al doilea functia g:R - R, g0 = a,x* + b,x + c,. Astfel,
orice solutie a ecuatiei de gradul al doilea este de forma (x,y) = (x,8(x)), x € R, corespunzand punctelor
parabolei asociate functiei g.

Pentru a interpreta geometric solutiile sistemului, este necesar sa identificam ce configuratie geome-
trica asociem tuturor solutiilor ecuatiei a, x + b y + ¢, = 0. Prezentam urmétoarele cazuri:

® Cazul b, # 0. Ecuatia se rescriey = - x - b_ sinotam iR — R, f(x) = ——x - F’ care reprezinta fie o

functie constanta pentrua, = 0, admlgand careprezentare geometrica o dreapta orlzontalé, fie o functie
de gradul I pentru a, # 0, admitand ca reprezentare geometrica o dreapta oblica.

® Cazul b, = 0. Ecuatia se rescrie x = —2—11, conditia initiala asigurand sensul fractiei (a, # 0). Inter-
pretarea pe care o dam este ca oricare ar fi y € R, ecuatia initiald in necunoscutele x,y € R admite ca
multime a solutiilor pe { (—Z—ll, y) |y e R}. Toate punctele care au drept coordonate perechile acestei
multimi au proprietatea ca au aceeasi abscisa, iar ordonata parcurge toatd multimea numerelor reale,
deci punctele formeaza dreapta verticala care intersecteaza axa Ox in punctul de coordonate (—2—11, 0).

In concluzie, in ambele cazuri, ca interpretare geometricd a ecuatiei de gradul I in necunoscutele
x,y € R, aceasta corespunde unei drepte (orizontale, oblice sau verticale). Astfel, interpretarea geometrica
a solutiilor sistemului este ca reprezinta punctele de intersectie dintre dreapta corespunzatoare ecuatiei
de gradul I si parabola asociata ecuatiei de gradul al doilea. In acest sens, daca avem asociata reprezenta-
rea geometrica pentru un astfel de sistem, putem vizualiza rapid numarul de puncte de intersectie (0, 1
sau maximum 2), precum si estimarea solutiilor, de exemplu pentru o reprezentare pe foaie milimetrica.

Observatie: Daca, in cazul dreptelor orizontale sau oblice, acestea se pot situa in planul in care am
fixat un reper cartezian astfel incat sa nu se intersecteze cu parabola, sa aiba un unic punct de intersec-
tie (tangenta) sau sa aiba doua puncte de intersectie cu aceasta, in cazul dreptelor verticale, oricare ar
fi o astfel de dreapta, va intersecta parabola in cate un singur punct. Verifica algebric aceasta particula-
ritate a cazului!
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Sisteme de ecuatii omogene cu doua necunoscute

~

O ecuatie este omogena daca toti termenii care contin necunscutele sunt de acelasi grad.

rQ
~

@ 3x + 2y — z = 0 este ecuatie omogena de gradul [, in necunoscutele x,y si z
® a’ - 4ab = 0 este ecuatie omogena de gradul al doilea, in necunoscutele a si b;
® x> +y?+z2+ xy + xz + yz = 0 este ecuatie omogena de gradul al doilea, in necunoscutele x,y si z.

In cele ce urmeaza, prezentam forma generald a unui sistem omogen, cu doua necunoscute:

ax’+bxy+cy’=d,

{a2x2 +b,xy +c,y’=d,
a’+b?+c?=#0.

in necunoscutele x,y €R, cu coeficienti reali, cu a’+b?+c>#0 si

Conditiile asupra coeficientilor asigura incadrarea ambelor ecuatii in clasa celor de gradul al doilea.
In rezolvarea acestui tip de sisteme identificam 3 cazuri, dupa tipul termenilor liberi:

» Cazul 1. Ambii termeni liberi sunt diferitide 0: d, - d, # 0.

Utilizam metoda reducerii pentru a obtine o noua ecuatie de termen liber nul. Noua ecuatie pas-
treazad proprietatea de omogenitate si, generic, va fi de forma ax® + bxy + cy?=0,undea=a,d, - a,d,
b=bd,-bdsic=cd, -c,d (1)

Avand in vedere strategia de rezolvare, dupa cazurile identificate anterior, a unei astfel de ecuatii,
dupa determinarea multimii solutiilor acestei ecuatii alegem una dintre ecuatiile sistemului si, prin ve-
rificare directa, pastram in multimea solutiilor sistemului doar acele solutii ale ecuatiei (1) care verifica
ecuatia sistemului.

@{o}
Orice ecuatie omogena de forma ax? + bxy + cy? = 0, in necunoscutele x,y € R, admite solutia nula,
(0, 0).
Nicio ecuatie de forma ax? + bxy + cy? + d = 0, in necunoscutele x,y € R, in conditia d # 0, nu ad-
mite solutie nula, (0, 0).

A

NN
4@/“
=
\ <)

N

x?-4xy+3y?-5=0 {E} \
2x?-3xy+4=0 4 ) "/.\
2 =
Pentru y = 0, sistemul devine {iz g Cazul nu admite solutii, S, = @. \M { ) ] w | =T /
[e— PAN

Consideram sistemul { , iIn necunoscutele x,y € R.

Continuam cu studiul cazului y # 0:
@ reducerea termenilor liberi, cu obtinerea ecuatiei omogene de termen liber 0:

x?-4xy +3y?-5=0I-4
2x?2-3xy+4=0I|-5
.innotagiat=§, obtinem din (1): 14(%)2 - 31(%) +12=0,deci 14t>-31t+12=0 (2);

@ noua ecuatie admite A = 289 = 17?2, iar ca solutii, pe t, = % sit,= %;

@ pentru ¢, = %, deci y = 2x, substituind in a doua ecuatie a sistemului obtinem x2 = 1, care admite
solutiile reale x, = 1, careia ii corespunde y, = 2, respectiv x, = -1, careia ii corespunde y, = -2; in con-
cluzie, multimea solutiilor cazului este S, = {(1, 2),(-1,-2)};

= 14x?-31xy +12y?2=0 (1);
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@ pentrut, = %, deciy = %x, substituind tot in a doua ecuatie a sistemului obtinem x2 = - 16, care
nu admite solutii reale; in concluzie, multimea solutiilor cazului este S, = @.
Reunind toate cazurile discutate, sistemul admite ca multime a solutiilorpe S=S U S, U S, ={(1, 2),

(-1,-2)}.

REZOLVAREA SISTEMELOR OMOGENE DE GRADUL i

2 2
+ + =
R | aux® +byxy +eqy® =0 SUBSTITUTIA u = =
(O ) 0,2+ byxy + c,y% =0 .

T Obtinem ecuatii patratice in u:

v L ’ au+bju+tc; =0
Cazul 1: y=0 Cazul 2: y # 0 au? +byu+c,=0
e IMPARTIM PRIN 2 T
x=10 %2 % 5
a(2) +51(2) e = :
. * ™ x 1 x
Solut(la t(f)';“a'a- a, (;) +b, (5) ity =1l SI A SOLUTIILOR FINALE: X = uy

APLICARI IN GEOMETRIE $I FIZICA

INTERSECTIA

y
| 3 [ / SISTEMULUI SI SOLUTIILE
i (pozitii specifice

/ A \x de intersectie,
prin origine)

ax’+bxy+cy’+d =0

» Cazul 2. Sisteme omogene de gradul al doilea, { , In necunoscutele

2 2 -
a,x’+b,xy+c,y’+d,=0
x,y € R si cu coeficienti reali, cu a? + b? + ¢ # 0 si aZ + b? + ¢ # 0, in care cel putin un termen liber este
nul(d, -d,=0).

Situatiile cazului sunt, mai putin ordinea ecuatiilor in scrierea sistemului:
2 2 — 2 2 —
A { a,x*+bxy+cy*=0 g {alx +b xy+cy?=0
2 2 — ’ 2 2 —
- lax +b,xy+c,y’+d,=0 a,x>+b,xy +c,y>=0
In ambele situatii, pasii de parcurs sunt:
@ consideram cazul unei necunoscute egale cu 0, fie aceasta y; obtinem prin inlocuire sistemele:

2 — _ 2 =
a,x*=-d, ,X?=0

rezolvarea la situatii cunoscute din alte contexte; in urma rezolvarii, se determina multimea solutiilor
cazului, S ;

@ consideram cazuly # 0; cumin ambele situatii avem deja o ecuatie omogena cu termen liber egal cu
0, pentru o astfel de ecuatie utilizam substitutia t = % pentru a obtine ecuatia de forma at? + bt + ¢ = 0;
dacad ecuatia nu admite solutii reale, sistemul nu admite solutii reale, S, = @; daca ecuatia admite solutii,
continuam rezolvarea cu etape similare prezentate la cazul 1.

ax?=0 x2=0
A1) { ' , respectiv B1) {a] ; ambele cazuri contin doar ecuatii patratice, deci am redus

x?-xy-2y?=0

, iIn necunoscutele x,y € R.
X2+ 2xy +2y*-4=0 y

Consideram sistemul {

2 =
Pentru y = 0, sistemul devine {; 2 Cazul nu admite solutii, S, = @.
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Continuam cu studiul cazuluiy # 0:

@ in notatia t = ;; obtinem din prima ecuatie: (%)2 -§-2=0,decit*-t-2=0;

@ noua ecuatie admite solutiile t, = -1 i t, = 2;

@ pentru ¢, = -1, obtinem x = -y si, substituind in a doua ecuatie a sistemului, obtinem y? = 4, care
admite solutii reale, y, = -2, pentru care x, = -y, = 2, respectiv y, = 2, pentru care x, = -y, = —2; in con-
cluzie, S, = {(2,-2),(-2, 2)};

@ pentru ¢, = 2 obtinem x = 2y si, substituind in a doua ecuatie a sistemului, obtinem 10y?* = 4 <

Sy?= %, care admite solutii reale, y, = __th_)o’ pentru care x, = 2y, = -2 '510, respectiv y, = —”;0, pentru
carex, =2y, = 2 ‘510; in concluzie, S, = { (—2 ‘510,— Véo), (2 Vslo, “é()) };

In concluzie, sistemul admite ca multime a solutiilor pe S=81U82U83={(2,—2), (-2, 2),

(20,4, (28.59))

Observatie: nu orice sistem de ecuatii omogene cu toti termentii liberi 0 admite doar solutia nula.

Sisteme de ecuatii simetrice in doua necunoscute

Numim expresie simetrica in necunoscutele x,y € R orice expresie care nu se modifica atunci cand
schimbam intre ele necunoscutele, cu exceptia ordinii acestora. Notand expresia prin E(x,y), aceasta
este simetrica daca E(x,y) = E(y, x), oricare ar fi x,y € R.

Un sistem de ecuatii simetrice trebuie sa indeplineasca si conditia ca fiecare ecuatie a sa sa fie ecu-
atie simetrica. Daca pentru alte categorii de sisteme putem da o forma generala, in acest caz nu putem
asocia o astfel de forma, dar exemplificam pentru a putea avea clar acest tip:

2x+2y =1 x?y?-x-y=37 x?-3xy +y?=-1

a Y , X, YyER;  b) Y Y , XYER;  © \ y4y

16xy =-1 Xy =-6 x*+yt=17

Desi pe anumite situatii particulare se pot utiliza alte metode, abordarea generala a acestui tip de
sisteme in necunoscutele x,y € R presupune parcurgerea urmatorilor pasi:

@ utilizarea notatiilor x + y = s si xy = p, s,p € R pentru a rescrie sistemul in noile necunoscute s si
p; pe exemplele date, fiecareia dintre cele trei situatii le corespund sistemele in necunoscutele s,p € R:

, Xy €R.

2s=1 S=9 R .
a) { 16p =1 o 21 , sistemul reducandu-se la unul de ecuatii de gradul I;

2-5=37
b) {p p=-6 " sistemul reducandu-se la unul format dintr-o ecuatie de gradul I si o ecuatie de gra-

dul al doilea;
s?2-5p=-1 s2-5p=-1 . R . .
C) ) ) ) <9, ) ) , sistemul rezolvandu-se prin metoda substitutiei;

(s?-2p)?-2p*=17 S*—48’p+2p?=17

® rezolvarea sistemului in necunoscutele s si p, in functie de particularitatile sale, apoi rezolvarea
ecuatiei t* - st + p = 0 pentru care, atunci cand admite solutii, ¢, si t,, acestea determina perechile or-
donate ce reprezinta solutiile sistemului initial corespunzatoare cazului analizat, (t,, t,) si (¢, t,), sau
reducandu-se la o singura pereche, atunci cand t, = t,; pentru situatiile exemplificate anterior, obtinem:

a)t2—%t—%=0,cuA=%+1i6=%>0,cusolu;iilet12=1i4‘/§
S_{(l—ﬁ 1+\/§> (1+\/§ 1—\/§>},
B 4 4 P\Ta 04 ’

,de unde, pentru sistemul initial, avem
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b) substituind p = -6 in prima ecuatie a sistemului obtinut rezultd s = -1; t> + t - 6 = 0 admite solu-
tiile t, = 2 si t, = -3, deci sistemul admite solutiile S = {(-3, 2),(2,-3)};

2
c) substituind p =2 ; ! n a doua ecuatie a sistemului obtinut, prin prelucrare algebrica obtinem

7s*-16s?-423=0; folosind notatia auxiliara s?=¢q, unde ¢g=20, si rezolvind ecuatia

7q*-16q - 423 =0, rezultd A = 11072, cu solutiile g, =9 si g, = —% < 0; cum convine doar solutia po-
zitiva, din s? =9 rezulta s, =3, implicand p, = 2 (1), respectiv s, = -3, cu aceeasi valoare pentru p, =2 (2);
in cazul (1), din ecuatia t> - 3t + 2 = 0 se obtin solutiile ¢, =1 si t, = 2, implicand pentru sistemul ini-
tial S, ={(1, 2),(2, 1)}; in cazul (2), din ecuatia t* + 3t + 2 = 0 se obtin solutiile ¢, = -1 si t, = -2, impli-
cand pentru sistemul initial S, = {(-1,-2),(-2,-1)}; in concluzie, multimea solutiilor sistemului este
§=S,US,={1,2),(2,1),(-1,-2),(-2,-1)}.

@r@}
Orice sistem de ecuatii simetrice in doud necunoscute care admite perechea ordonata (o, ) ca solutie,
admite si solutia reprezentanta de perechea ordonata (p, o).

SISTEME DE ECUATII SIMETRICE IN DOUA NECUNOSCUTE

Strategie de rezolvare

LR ¢ Ecuatiile nu se modifici 1
: ecugloagt?nz la schimbul x < y.
forma simetrica [N expresiizde tig: Mol
WAL, AT RN TR s 5
N
S T s=x+ kgt
y 2. Notatii utile y RS = =T :
p = xy x3 +y3 = 53— Sps ‘ Atenl,:le

La final, verificim
solutiile in sistemul
initial.

T IR RSt - inlocuim expresiile simetrice cu formule in s i p.

nssip ¢ Obtinem un sistem nou, de reguld mai simplu.

4. Rezolvim in ¢ Determinim valorile lui s si p.
EITGEWIE RGN« Pot apirea unul sau mai multe cazuri.

7

D B Pl §i y x si y sunt ridicinile ecuatiei * Din ridicini obtinem perechile (x,y).

[ t2 s 0 e p= 0] * Daci x # y, apar solutiile (x, y) si (y, x).

* Daci x = y, obtinem o singuri pereche.

@ I d eea- Ch e i e ’ Pentru sistemele simetrice, trecereala S =X+ y si p = Xy

transforma problema intr-una mai usor de rezolvat.
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1. Activitate in pereche:
a) Rezolvati sistemele urmatoare, in necunoscutele x,y € R:

2x-y+1=0 2x -2 =0 . -Xx+y+1=0 .
{—x2+y2—3y+2=0; {3x2+2y2+2xy—1=0’ {x2+y2—2xy—2x+2y+1=0’
x+ty-3=0 x+2y=0
{x2+xy+y2—8=0’ {3x2—2y2+xy=0'

b) Studiati, in functie de valorile parametrului real m, sistemul { mx-y=-2=0 .
’ ’ “2x?2+y?+x+4y+4=0
2. Activitate in pereche:

a) Rezolvati prin metoda substitutiei sistemele urmatoare, in necunoscutele x,y € R:

x-y=0 2y-1=0 x+1=0

{y=x2—2x+2’ y=x2+2x+%’ {y=2x2—x—1‘

b) Utilizand eventual foi cu hasura milimetricd, asociati interpretarea geometrica pentru fiecare din-
tre sistemele propuse la punctul a) si verificati solutiile obtinute prin rezolvarea algebrica.

3. Activitate pe grupe:

a) Studiati sistemele urmatoare, in necunoscutele x,y € R, dupa valorile parametrilor reali a,b,c,m, n:

y=mx+1 y=x+n y=x+1 ) y=x+1 y=x+1

{y=x2—3x+2’ {y=x2—3x+2’ {y=ax2—3x+2’ {y=x2+bx+2’ {y=x2—3x+c'

b) Folosind aplicatii dedicate, reprezentati sistemele date pentru diferite valori ale parametrilor. For-
mulati concluzii privind comportamentul fiecaruia, explicand tipul de variatie determinat de parame-
trul cazului.

c) Alegeti o functie de gradul al doilea pe care s-o reprezentati geometric in raport cu reperul cartezian
x0y. Alegeti un punct de pe parabola si considerati toate dreptele care contin acest punct. Analizati po-
zitia dreptelor fata de parabola si numarul punctelor de intersectie cu aceasta. Formulati algebric situ-
atia dintre drepte si parabola si determinati ce conditii algebrice trebuie impuse coeficientilor ecuatiei
corespunzatoare dreptei pentru a avea: o unicd intersectie cu parabola; doua puncte distincte de inter-

sectie cu parabola. Realizati acelasi studiu pentru parabola consideratd, in cazul in care alegerea punc-
tului este din interiorul parabolei (intuitiv — punct dintre ramuri), respectiv din exteriorul parabolei.

4. Activitate pe grupe: Se considera sistemele urmatoare in necunoscutele x,y € R:

) X_2y=5 . ! g 14) my
YVy=x2-2x-2 ’
x+y-1=0 } 10 1 ~10 0
b) zy ; ;
y=x?+2x-39

o

15 ¢ -10

[N

\
3 - 1 = O i —0; 0 035 =x
C){ ) 25 \\//

- 2 -z
y=2x*+Xx-3

d){x+4=0

. -2 e
y=x2+x 40

30

-6 -4 =2 0 2 x

Alaturat aveti reprezentarea geometrica a acestora, intr-o ordine aleatoare. Asociati fiecare sistem cu
reprezentarea sa in plan. in baza lecturii reprezentarilor geometrice, precizati in fiecare caz numarul de
solutii ale fiecarui sistem si, fara a-1 rezolva, estimati valorile solutiilor. Comparati estimarile voastre cu
ale altor colegi.
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5. Activitate pe grupe: Rezolvati urmatoarele sisteme simetrice in necunoscutele x,y € R:
1,1

x+y=0 X+y-3xy=12-2 xty=1 X2y +xy?=0
a){ _3 b){ Y , xy2_ ;0 y oxyE0 Ay L0, e
Xy = x*+y*=10 §+Y=5 x?y*=2xy=0

Abordati intai individual rezolvarea cate unui sistem, apoi comparati la nivelul grupei strategiile de
rezolvare si rezultatele obtinute.

6. Activitate pe grupe: Se considera sistemele simetrice in necunoscutele x,y € R, de forma

X+y=a _ . N . . . .
xy=a U € R. Studiati aceste sisteme, in functie de valorile parametrului real a. La nivelul
grupei, formulati concluziile ce se desprind din studiu. Comparati-le apoi cu cele de la nivelul celor-

lalte grupe.

7. Activitate pe grupe: Construiti cate un exemplu de sistem simetric de doua ecuatii in necunoscutele
x,y € R, stiind multimea solutiilor in fiecare dintre urmatoarele cazuri:
a)S={(-2,5),(5-2)} b)S={0,0),(-2,5),(5-2)}; S={(-2,5),(5-2),(1,3),(3, 1)}.

8. Rezolva urmatoarele sisteme de ecuatii in necunoscutele x,y € R:
= x* - 3x x+y=1 x-y=6
17 IR SRS S AR
y=x-2 y=X x?+y?=20

< . < A . . = x?
9. Fara calcule complete, precizeaza cate solutii reale are sistemul { ;1 —m

o XY E R, si justifica prin

interpretare geometrica pentru cazurile: m=0,m=1,m = -2.

B.

y=x>+4x-5
2x-y-1=0
tru. Caracterizeaza pozitia dreptei fata de parabola (secantd, tangenta, exterioara).

10. Rezolva si interpreteaza geometric (dreapta — parabold): { ,X,y € Rsim € R parame-

y=x>-4x+3

y=m , X, Y € R, in functie de valorile reale ale

11. Discuta numarul de solutii ale sistemului {

parametrului m.

x%?+y?=>5x
x%?+y?=5y
Foloseste o aplicatie de generare automata a reprezentarii grafice a sistemului si observa tipul de

curba pe care-l genereaza fiecare dintre ecuatii. Justifica afirmatia urmatoare: Solutiile sistemului se
situeazd pe dreapta y = x.

12. Rezolva sistemul omogen { , X,y € R. Compara strategia ta de rezolvare cu a altor colegi.

13. Profitul P (in mii lei) in functie de pret, x, este P(x) = —x?* + 6x — 8. Compania accepta productia doar
daca P(x) 2 %
a) Scrie conditia ca ecuatie si interpreteaz-o ca intersectie intre parabola si o dreapta.

b) Determina intervalul de preturi acceptabile (mii lei). /D
14. Care dintre urmatoarele drepte intersecteaza parabola y = x* + 5x + 12 si in cate puncte?
a)2x+y+3=0; b)y=x+1; coy=x+9; d)y=-3x-4.Reprezinta grafic. % ‘
15. Care dintre urmatoarele perechi de parabole se intersecteaza si in cate puncte? il
a)y=x’+5x+12,y=2x"+5x+8; b)y=-2x"+x+1,y=x"+5x+12;
Oy=x"+x+1,y=x"+5x+12; d)y=x"+5x+12,y =x>+5x+13.

16. Pentru ce valori ale lui m € R, dreapta y = 3x + 2 intersecteaza parabola y = mx”® + (m — 1)x in:
a) douad puncte distincte; b) un singur punct;  ¢) nici un punct?

17. Pentru ce valori ale lui m € R, parabolele y = (m = 3)x* + 2m + 1)x + m =3 siy = (m + 2)x* +
+(3m + 1)x + 2m + 3 se intersecteaza in doua puncte distincte?
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FUNCTIA DE GRADUL AL DOILEA:
MAI MULT DECAT O FORMULA

0 IDEE CARE DESCRIE, EXPLICA $I OPTIMIZEAZA LUMEA REALA.

MAREA IDEE J

=0 vgﬁ_uo_.m nu este
doar un grafic,
¢i modelul unui fenomen
care se schimbd,
atinge un optim si are
un _u_..zn* critic.

Matematica devine
puternicd atunci cind
aceeasi idee poate fi

calculata, reprezentatd si

interpretata.

ERORI CARE SCHIMBA TOT!

. = s 2 f
CE POTI UTILIZA SI TRANSFERA? Functia de m_.mn__.__ m._ n_.o__mm f(x) =ax .+ wh.« + ¢, @ #0 | ¢ DISCRIMINANTUL & = 52— dac
. descrie o variatie care are un varf si o directie. Spune cAta solutii reale are ecuatia,

1. Analizezi situatii reale ¥y adicd cum intersecteazd parabola b 1. Confundarea semnului lui a: < >
cu cresteri si descresteri H | aa Ox. mwr,.anrm oq,mzwm_ﬁw parabolei
(ex.: aruncarea unui obiect, f b 1 i b §i tipul extremului. a>0 a<0

% el 1. RADACINILE 1
traiectorii, variatii de temperaturi). i T i .
Solutiile ecuatiei d | 4. SENSUL LUI a
fx) =0. i \\LJ i o b 2. Interpretarea gresita a lui A:

2. Gasesti valori optime e " S M«an olM:”M””_”:m uitéim c3 el descrie intersectiile
(maxim de profit, cost minim, " ’ cu Ox.
el ! L

1 : b 3. Credinta ca solutia la inecuatie
T ; este mereu ,intre radacini”. + - +

i g 53;1&33! X1 0 b Depinde de semnul luia side —=————=—>
dependente neliniare i 5. VARIATIA tioul i it Xy X
in economie, fizica, 2. AXA DE SIMETRIE o Dack ' 370 ipul inecuatiei!
tehnologie, stiinte. b /I\ descresc pe (—, 2]

X = 2 5
4. Folosesti mai multe B m.n e a\ﬁ&ﬁ ..t_wu cresc pe [xy, +o0). b b Folosirea formulelor férd
e T arabola este simetricad interpretare. Raspunsul corect

reprezentdri pentru aceeasi idee: e ¥ = e Dasia <D e g

formuli > tabel «+ grafic « ER acesais croapta; ( = 2 rebuie sa aiba i sens. =)
IhtEroreksra, 3. VARFUL PARABOLEI cresc pe (—eo, xy], .
i .

B V (xy, ¥v), unde yy = fxy). descresc pe [xy, +).

5. Conectezi algebra cu geometria Este punctul de minim (daci a > 0) ' / b 5. Separarea algebrei de grafic. .Vﬁ
si intelegi de ce rdspunsurile | sau de maxim (dac3 a < 0). Fara grafic, pierzi intelegerea O
au sens. r/.‘ . / fenomenului. :

6. Transferi metoda in probleme noi, CE AR TREBUI SA RAMANA? =
chiar daci sunt formulate diferit. Nu ai inteles complet o functie de gradul al doilea pana cand nu poti trece patural intre: 2 S

TINE MINTE!

Matematica nu este doar despre a obtine

= = ecuatie <> tabel <> grafic < interpretare <> concluzie,,

INTREABA-TE INTOTDEAUNA: @ O formula devine cu adevirat utila atunci cand poate explica un fenomen real. rezultatul corect, ci despre a intelege
v/ Ce imi spune aceasta formul’ despre situatie? DE CE este corect si CE ._.._._ SPUNE
e arst grabieul? - UNDE INTALNESTI FUNCTII DE GRADUL AL DOILEA? ——————————— despre lumea reals.

v Ce inseamni radacinile? | al
—transferda!

_interpreteaza—aplich— "

ey maticii!

findeste
Gandes ste puterea mate

Aceasta &

+ Unde este extremul si ce reprezint4?

<P

Traiectoria unui obiect Arcuri, parabole in
(aruncare, loviturd). ' arhitecturd si design.

+" Are rezultatul sens in contextul dat? Cost total, venit, Distanta de franare

profit. ' (depinde de vitezi).

Semnale, antene,
optimizarea formelor.

e
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Functia de gradul al doilea - Sinteza

b

2
f:R_’R,f(X)=aX2+bX+C=a(x+%) —%,

forma canonica

forma generala

a,b,c eR,a#0

coeficientii

Informatii certe oferite de coeficientul dominant (a)

a>0

a<o0

Parabola este convexa .

Parabola este concava.

Functia admite minim, punctul de minim de pe reprezen-

b _A

tarea grafica fiind varful parabolei V( g7 'E)'

Punctul de minim este x,=x .. 2

Valoarea minima este
Vo= VYmin = '% =f('%) =f<XV)'

Functia admite maxim, punctul de maxim de pe reprezen-

b _A

tarea grafica fiind varful parabolei V( T 'E)'

Punctul de maxim este x, = x_ 2a

Valoarea maxima este
Vo= Voo = 5 = F(-2m) = (%,):

imf= -2 )

imf = (2, -]

Pe (-0 » X} fu nctia este strict descrescdtoare.

Pe (o0, X) functia este strict crescdtoare.

Pe [va o), functia este strict crescdtoare.

Pe [xv, o), functia este strict descrescdtoare.

Informatii certe oferite de discriminant (A = b? - 4ac)

A<O A=0

A>0

Functia nu are raddcini reale
(ecuatia atasata nu are solutii

reale). .
) reald), x = -%.

Functia are doud rdddcini reale egale
(ecuatia atasata are o singura solutie

Functia are doud raddcini reale distincte
(ecuatia atasata are doua solutii reale),
_-btJh

12~ 2a

Parabola nu intersecteaza axa
Ox (este situata in intregime
deasupra axei Ox cand este
convexa, respectiv in intregime
sub axa Ox cand este concava.

Parabola este tangentd axei Ox, punc-
tul de tangenta fiind V(—%, 'ﬁ)'

Parabola intersecteaza axa Ox in doua
puncte distincte: A(x,,0), B(x,0), unde x,,x,
sunt radacinile functiei (solutiile ecuatiei
atasate).

b _A

Functia pdstreazd acelasi semn
pe tot domeniul (R), acesta
fiind semnul coeficientului do-
minant (a).

Functia pdstreazd acelasi semn pe tot
domeniul, acesta fiind semnul coefici-
entului dominant (a), cu exceptia punc-
tului de extrem n care se anuleaza.

Functia are semn contrar coeficientului
dominant (a) pe intervalul dintre radacini
si are semnul coeficientului dominant in
exteriorul acestuia, cu exceptia celor doud
valori ale raddcinilor unde se anuleaza.

Functia nu se poate scrie ca
produs de functii de gradul |
cu coeficienti reali.

2
fe)=a (x +2—%) forma factorizatd

fx) = aex - x,)(x - x,) forma factorizata

Informatii general valabile

Dreapta de ecuatie x = —% (verticala care trece prin varf) este axa de simetrie pentru parabola.
Oricare trei puncte de pe parabola sunt necoliniare.

Functia:

® nu este monotond pe domeniu, dar are intervale de monotonie;

@ este nemdrginitd si nu este periodicd;

@ nu este impard; dintre functiile de gradul al doilea, doar cele ,eliptice de b” (b = 0) sunt pare;
@ nu este injectivd, nici surjectivd, deci nici bijectivd sau inversabild; prin restrictionarea domeniului
si adaptarea codomeniului se pot obtine restrictii bijective.
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TEST DE EVALUARE

SUBIECTULI

Se considera functia f:R — R, f{x) = x? - 4x + 3.
1. (1p) Determinad coordonatele punctelor de intersectie a graficului functiei f cu axele de coordonate.
2. (1p) Determina coordonatele varfului parabolei asociate functiei f si scrie ecuatia axei de simetrie.
3. (1p) Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia: fix) < 0.

SUBIECTUL al II-lea
1.(1,5p) Reprezinta grafic functia g:R — R, g(x) = -x? + 2x + 3.
2. (1,5p) Studiaza monotonia functiei g si determina imaginea functiei (multimea valorilor functiei), Img.

SUBIECTUL al Ill-lea

1. Aplicatie practica. Un fermier doreste sa construiasca un tarc dreptunghiular pentru animale, lipit de
un zid de piatra deja existent (astfel incat latura de-a lungul zidului nu necesita gard). Fermierul are
la dispozitie exact 40 de metri liniari de gard.

a) (0,5p) Daca notam cu x latimea tarcului (perpendiculara pe zid), aratati cd aria tarcului in functie
de x este data de functia A(x) = =2 x? + 40x.

b) (1p) Determinati dimensiunile tarcului (latimea si lungimea) pe care trebuie sa le aleaga fermierul
astfel incat aria obtinuta sa fie maxima. Care este aceasta arie maxima?

2.(1,5p) Se considera functia h:R — R, h(x) = x2 + mx + 9, unde m este un parametru real. Determinati
valorile lui m pentru care graficul functiei h este situat strict deasupra axei Ox.

Timp de lucru: 50 de minute. Se acorda: 1 punct din oficiu.

Functia de gradul al doilea este primul obiect matematic din liceu care te obliga sa privesti aceeasi
situatie din perspective diferite.

A patra provocare: Cdte ,parabole” existd intr-o singurd parabola?
Un elev afirma: , 0 parabola este doar graficul unei functii de gradul al doilea.” O colega ii rdspunde:
»,Nu. O parabola poate fi privita in multe moduri diferite.” Cine are dreptate?

Reflecteaza si raspunde:
Aceeasi functie de gradul al doilea poate fi studiata: e ca expresie algebricd; e ca grafic;
e caecuatie; e cainecuatie; ¢ camodelalunuifenomen; e caproblema de optimizare.
1. Care dintre aceste perspective ti s-a parut cea mai naturala?
2. Care ti s-a parut cea mai dificila?
3. Pot doud persoane sd inteleaga aceeasi functie in moduri diferite? W w
4. Care perspectiva ofera cele mai multe informatii?
5. Poti face o legatura intre parabola - ca notiune matematica si ,para-
bold” - ca notiune stilistica? ' o/

Discuta in echipa: Alegeti o functie de gradul al doilea si descrieti-o

_—

folosind cat mai multe reprezentari diferite.

/ ) \\
Ideea mare: In matematicd, intelegerea profundd apare atunci cand \
putem trece de la o reprezentare la alta fara sa pierdem sensul. A



CAPITOLUL 3 ) O FUNCTII

C. FUNCTIA PUTERE CU EXPONENT INTREG.
FUNCTIA RADICAL

Functia putere cu exponent intreg

FUNCTIILE PUTERE IN VIATA REALA

Matematica explica lumea din jurul nostru spetr
Functia putere
Functiile putere descriu modul in care anumite marimi cresc foarte rapid 2
- P sl = . =X
sau scad accelerat. Ele apar in multe domenii si ne ajuta sa intelegem f:R=R, f(x)
si sa modeldm fenomene reale. unde n € N*
1. GEOMETRIE - Arie si volum 2. FIZICA - Legi ale naturii
Dimensiunile liniare sunt ridicate la putere pentru a obtine Multe fenomene fizice sunt descrise de functii putere.
arii (puterea a 2-a) sau volume (puterea a 3-a).
: Energia cinetica Intensitatea luminii / semnalului
Aria patratului i Volumul cubului Energia unui corp in miscare Intensitatea scade invers
: este proportionald cu patratul proportional cu patratul
W =3 ‘ vitezei. distantei fati de sursa.
¢ =
a ‘ A—a | " So3
- E.=—-mv
ples 2
a
. — d 2d
Dacd latura se dubleaza: Dacd muchia se dubleaza: ] ( ‘> T |
a'=2a - A'=Qal=4a*>  a'=2e¢ = V' =(2a)’=8a* = W~—f-%__
Aria creste de 4 ori! Volumul creste de 8 ori! '
Daca viteza se dubleaza, 1 =
energia creste de 4 ori! _Cénd .d!stanta = dubleaza_.
0 mica modificare a dimensiunilor poate produce schimbari De Atasa acckisntulsilviteze Tty §r.ade c_!e 4 ori:
spectaculoase ale ariei sau volumului. mari sunt mult mai periculoase. lumina devine mai slaba.

3. ECONOMIE & BIOLOGIE 4. INFORMATICA & TEHNOLOGIE
Functiile putere modeleaza evolutii $i cresteri accelerate. Functiile putere descriu volumul de date si performanta sistemelor.
Dobédnda compusa Cresterea populatiilor | Dimensiunea fisierelor Algoritmi si performanta
Capitalul ial | ! i itii lati:
e ?nrez:: ok n::;l:::e::; :’I::.os::;:l‘;!a | Remlut-ia unei imagini fe ; TimPEJI d‘e executie al unor
i [ maseara in numarul de pixeli: algoritmi creste ca o putere
@(H= Gkt ) : P(t) = P, k' | d=1? (imagine pitrats) a dimensiunii datelor,
| Daci latura se dubleaza, T(n) ~ "
c(t) numdrul de pixeli (si datele) B ~a
i creste de 4 ori! Timp
| ¥ pitratic (n?)
e w b
t | liniar (n)
Cu cat timpul creste, | De aceea, resursele sunt limitate

capitalul creste tot mai rapid. | §i trebuie gestionate responsabil. | | nxn 2nx2n n (dimensiunea datelor)

I ;": Matematica nu este doar
DE CE SUNT IMPORTANTE ' | I teorie — este un instrument
? uternic pentru a explica
FUNCT"LE PUTERE Ne ajuta sa intelegem Ne permit sa Apar in numeroase  Ne dezvolta gandirea P sia Tmbl:l‘.uenitéﬁ lur: ba
relatia dintre prezicem si sd situatii din viata logica si capacitatea :
T o n care traim!
marimi. p de modelare.
——

@ MATEMATICA CLASA a 9-a
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1. Puteri cu exponent natural. Puteri cu exponent intreg
Puteri cu exponent natural

De ce unele fenomene din viata reala cresc extrem de repede — de exemplu, numarul de vizualizari

ale unui videoclip viral - iar altele scad foarte rapid, cum ar fi intensitatea semnalului wi-fi atunci cand
ne indepartam de router? Ce fel de reguli matematice pot descrie astfel de schimbari?

Notiunile de putere cu exponent natural, de putere cu exponent intreg negativ si operatii cu acestea,
proprietdti ale acestora au fost studiate in gimnaziu.

@ /n-exponenml puterii
* ] - V- n ~r -
PentFu neN’, se defineste puterea a n-a a numa a"'- puterea @ n-a a numdrului real a
ruluirealacafiinda*=a-a- ...-a.
%/‘—/
denoria a-baza puterii
Citim ,,a la puterea n”.

Cazuri particulare: 0"=0-0-....0=0,YneN;1"=1-1-...-1=1,VneN".
denori0 denoril

Datorita asociativitatii inmultirii numerelor reale, puterea cu exponent natural a numarului real a se
poate defini recursiv:

a*'=a"-a=a-a",VneN/,

darsia"=g-a-...a=a-a-...a-a-a-...a=a*-a*kvn>2,vke{1,2,.,n- 1}

denoria dekoria den-koria

7 Nu se defineste 0°

~

Prin conventie: a° = 1, Va € R* [
rQ

Q Atentie! ]
!

1) Foarte utilizate, mai ales in calculele de la fizica, sunt puterile cu exponent natural ale lui 10.
10°=1,10'=10,10%=100, 10® = 1000,..., 10"=100...0
n cifre 0
Prin scrierea 1,25 - 10° intelegem 125 000, ceea ce inseamnd mutarea virgulei numarului 1,25 catre
dreapta, dupa 5 cifre (primele cinci zecimale ale numarului 1,25 sunt 2, 5, 0, 0, 0).

2) (-v2)*=(-v2) - (-v2) - (-V2) - (-V2) = 4;

D ()= () (D) (D) (D) (D) -2

243"
Puteri cu exponent intreg negativ

@

DacineN'sia e R atunci a™¥ % (putere cu baza a si cu exponent intreg negativ).

FQ ,
N2'=% 2(3) =34
3) Foarte utilizate, mai ales in calculele de la fizica, sunt puterile cu exponent intreg negativ ale lui 10.

SR I 21 _go. o1 0001 n o
107=75=01;  107=755=00;  10%=7g55=0001;.;  107=0,00..01

Prin scrierea 125 - 107° intelegem 0,00125, adica se muta virgula numarului, catre stanga, dupa 5 cifre.
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Semnul puterii cu exponent intreg

a™>0,Yme Z, mpar
am™<0,Yme Z, mimpar’
Pentrua = 0, puterea cu exponent intreg negativ NU se defineste, iar 0" = 0, Vn € N’, deci nu are semn.

Daca a > 0, atuncia™ > 0,Vm € Z. Daca a < 0, atunci {

Operatii cu puteri cu exponenti intregi si proprietati

I. Puterea produsului a doua numere reale

Pentrudouanumererealeasibsim € Zarelocegalitatea(a - b)™ = a™ - b™,
exceptand situatiile in care ar putea aparea 0° sau rapoarte cu numitori nuli.

Demonstratie:

Pentru m = 0 si a, b numere reale nenule, egalitatea devine 1 = 1 - 1, evi-
dent adevarata.

Pentru m € N', egalitatea se demonstreaza pe baza asociativitatii si comutativitatii inmultirii nume-
relor reale:
a-b)"=@-b)-(@-b)-..-(a-b)= (a -a- ...-a) . (b b b) =a™-b"Va,beR,

demoria

de m ori paranteza demorib

3 -m — 1 — 1 _L_L= -m, h-m *
iar(a - b) "Gy e poa b Va,beR".

~

rQ
6°=(2-3)°=25.3% (-xv2)*=(-0* - V2*=x*- 4 = 4x*(x € R).

Il. Puterea catului a doua numere reale
m m
Pentru doua numere reale a, b si m € Z are loc egalitatea (%) = g—m, ex-

ceptand situatiile in care ar putea aparea 0° sau rapoarte cu numitori nuli.
Demonstratie:
Pentrum =0 sia,b # 0, egalitatea devine 1 = %, evident adevarata.
Pentru m € N', egalitatea se demonstreaza folosind proprietdtile inmultirii numerelor reale:

demoria
(5)" = () (5) - (§)=pb—h=bwVacRVbER,
de m ori paranteza demorib

_an" :
—b,m,Va,beR.

T3

~

~rQ
~

3\t 3% (D¢ a9, (yvx\°_(vX)®_yxd_yd
() === (55) =Xyt T XY %y €(0,).

III. inmultirea puterilor cu aceeasi baza

Daca a este un numar real sim,n € Z, are loc egalitateaa™ - a™ = a™", ex-
ceptand situatiile in care ar putea aparea 0° sau rapoarte cu numitori nuli.

Temd: Redacteaza demonstratia acestei egalitati considerand, pe rand,
cazurile:

aym=0saun=0sia#0; b)ym,neN’'sia eR;

comeN,neZn<0sia=#0; d)m,ne Z\Nsia #0.
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~
~rQ
~

2a. (ﬁ)lk . % =90a.92,9-3 2 9a+2-3 _ 2a—1’ acZ.

IV. impartirea puterilor cu aceeasi bazi

. . m
Daca a este un numar real nenul si m,n € Z, are loc egalitatea % =qm,
Temad: Redacteaza demonstratia acestei egalitati.

~

rQ
~

9 _ 43

3V3 (f )3 -3y =3,
V. Puterea cu exponent intreg a unei puteri cu exponent intreg (ridicarea unei puteri la alta putere)

Daca a este un numar real si m,n € Z, are loc egalitatea (a™" = a™", ex- .
ceptand situatiile in care ar putea aparea 0° sau rapoarte cu numitori nuh.

Tema: Redacteaza demonstratia acestei egalitati.

~

rQ
~

() =@91=34=37

VI. Compararea puterilor cu baze pozitive
A. Dacad a si b sunt numere reale pozitive si m € N', oarecare, atunci:

1. a<bsam<b™ 2. a<beoa™>b™ 3. a"=b"<a=b si a"=b"sa=>b

Demonstratie:
1. Echivalenta de la proprietatea 1. este consecinta directa a proprietatii inegalitatilor de acelasi sens
intre termeni pozitivi, de a se putea inmulti, cu pastrarea sensului inegalitatii initiale.
Implicatia directa:
a<b
Cunoastema < b; @ < bldemorisia,b>0implicig-a-...a<b-b-..-bdeundea™ < b™.

demoria demorib

a<b
Implicatia inversa:
Cunoastema™ < b™,m € N'. Presupunand, prin absurd, cad a > b saua = b, obtinem (conform demonstratiei
anterloare) ca a™>bmsaua™=b", ceeace contra21ce ipoteza. Asadar presupunerea este falsa, decia < b.
2. Conform proprietatii1..a < b< a™ < b’" = > W@ am > b,
Tema: Redacteaza demonstratia proprletam 3.

Consecintd: Daca a este un numar real pozitiv, diferit de 1, atunci:
0<a<ls0<a™"<1,VmeN’ a>1sam™">1,YvmeN’
5Q
Care dintre numerele 22°% si 313 este mai mare?
Cautam puteri cu acelasi exponent: 2025 = 3 - 675, 1350 = 2 - 675 deci c.m.m.d.c.(2025, 1350) = 675;

22025 = 23-675 - (23)675 = 8675’ iar 31350 = 32~675 - (32)675 = 9675. Cum 8 < 9 , 8675< 9675’ reZulté Cé 22025 < 31350.
B. Daca a este un numar real pozitiv sim,n € Z', m > n, atunci:

l.pentru 0<a<1l,a™<a" 2.pentru a>1,a™ > a" 3.pentru a=1,a™=a"
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Demonstratie:

1. Dinipoteza m > n, rezulta ca 3 p € N’ astfel incat m = n + p.

am™=a"?=a"- ab, dar, conform Consecintei anterioare, 0 <a? < 1. Cum a" >0, Vn € Z, rezulta ca
a" - a? < a®, de unde reiese concluzia a™ < a™.

2.a™=a"? =a"- a®, dar, conform Consecintei anterioare, a? > 1. Rezulta ca a" - a? > a*, de unde re-
iese concluzia a™ > a”.

3. Egalitatea este evidenta, caci 1™ = 1" = 1.

~

rQ
(%)_3< (%)_3 caC1%>351 -3€Z, (%)3< (l) caci e(O 1)si3 > 2;
277>27% caci2 > 1si-7 > -10; (ﬁ>_2>1= (%) caci— E(O 1)si-2<0.

Daca a si b sunt numere reale pozitive si Daca a este un numar real pozitiv si
m € N, oarecare, atunci m,n €Z", m>n, atunci:

0 arshr o rglihit 0 pentu0<a<l1,a”<a”;
9 a—bha il bl e pentrua>1, a™ >a";

9 at=p" Sra=thsitazt =b=" Sa=b e pentrua=1, a™ =

% - >

1. Calculeaza: (%) .36 - ﬁ 23 4 473:2712 _ ({/53)2,
Rezolvare

(%) 36_@ 23 4 473:9712 _ ({/53)2 = 363 _ 23+Eﬁ_(\/—)6_

=39 -8 2%+ ;.22 -5%=39-2 -32-21+26—53=27—18+64—125=—52.

al+bt _ 2a'b! .
R ey o oy N Va,be R’ a# tb.

. a—l_b—l _ a—1+b—1 _ a—l_b—l _ a—1+b—1 _
Rezolvare: 55~ 4505 " @ b Vet + @) v b9 @ rbNa- @)+ b
B 1 B 1 _a?-(ab)'+b?-(a?2+(ab)'+b?) _
Ta?+@h)t+b?2 a?-(ab) ' +b? (a2+ @) +b)a?- (@) +b2)

___ 2a'b __ 2g7b .
= (a_2+b-2)2_(ab)—2 - a_4+(ab)_2+b_4, Va,bER,ai ib

-1 _ Kh-1
2. Demonstreaza egalitatea: 2,3 — 2,3 -

m2
3. Determina valorile intregi ale lui m pentru care (%) > %

Rezolvare:

m 2
Inegalitatea se scrie (%) 2 (%) si cum baza puterii este % € (0, 1), ordinea exponentilor va fi m? < 2

-2<0, inecuatie de grad al Il-lea cu solutiile me[-v2,v2]. Cum meZ, rezulta
me [-v2,vV2] n Z,asadarm e {-1,0, 1}.
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2. Functia putere cu exponent natural

Daca dublam dimensiunea unui obiect — de exemplu latura unei cutii sau raza unei mingi — creste
totul de doua ori? Sau unele lucruri cresc mult mai repede decat ne-am astepta? Cum putem anticipa
aceste schimbari inainte de a construi efectiv obiectul?

~

rQ

O firma produce cutii cubice de carton pentru ambalare. Un cli- ‘
ent solicita dublarea laturii cubului pentru marirea volumului cu-
tiei si, implicit, cresterea capacitatii de ambalare.

a) Cu cat creste suprafata de carton utilizatd pentru noua cutie? a

b) Cu cat creste volumul noului ambalaj, fata de cel vechi? . e

Modelul matematic: P

In figura alaturatd sunt reamintite formulele pentru aria supra- : e
fetei unui patrat si pentru volumul cubului. i

a) Daca latura patratului initial a fost a, prin dublarea acesteia
devine 2qa, noua arie a unei fete devine Af = (2a)? = 4a?, iar noua arie a ambalajului devine
A=6 -Af= 24 a2,

b) Volumul noii cutii devine V = (2a)® = 8a®.

Aceste rezultate releva faptul ca la o ,mica” modificare a dimensiunii patratului de baza, aria unei
fete se madreste de 4 ori, suprafata de carton utilizata pentru intreaga cutie se mareste de 24 de ori, iar
volumul cutiei se mareste de 8 ori, ceea ce inseamna o crestere substantiala.

Pe de alta parte, cresterea functiei A(a) = a?, care defineste aria patratului in functie de dimensiunea la-
turii (de exemplu, in cm), este mai mica decat cresterea functiei V(a) = a®, care defineste volumul cubului,
in functie de aceeasi dimensiune. Functiile A(a) = a? V(a) = a® sunt functii putere, de exponent natural.

@

Fie n € N'. Functia f:R — R, definita prin f(x) = x" se numeste functie putere de grad n.

De remarcat! ) .
> Funcgia putere de grad n atri- | Functie putere cu exponent natural par Functie putere cu exponent natural impar
buie fiecidrui numar real (din do- f) == 90 =2
meniu) puterea a n-a a acestuia. 6]
» La functia putere de grad n y=x
baza este variabila, in timp ce ex-
ponentul este fixat. 3
» Pentru n = 1 se obtine func-
tiaidenticaamultimiiR, R - R, 3 2 a1/ [ooon 2 3
f(x) = x, a carei reprezentare gra- 1
fica este prima bisectoare. Axax
» Pentru n = 2 se obtine func- 3 2 4 ooz 3
tia padtratica, un caz particular 4
al functiei de gradul al II-lea, e J
fR - R, f(x)=x2 a carei repre-
zentare grafica este o parabola convexa, cu varful in originea reperului cartezian.

A

‘Axay ‘Axay

- N w B~ o

N S N




Cu ajutorul https://www.geogebra.org/ au fost realizate urmatoarele grafice:
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FUNCTII

Fig. 1

Fig. 2

Fig. 3

Fig. 4

08

06

02

-0.2

-04

08

Fig. 5

Fig.6

Tema:

1) Introdu intr-o aplicatie digitala functiile putere de grad 1, 2, 3, 4, 5, 6 si identifica, pentru fiecare

imagine dintre cele 6 prezentate anterior, functia putere reprezentata.

2) Utilizand reprezentarile grafice de mai sus si identificarile de la punctul 1), stabileste proprietatile
fiecareia dintre functiile putere de grad 1, 2, 3, 4, 5, 6: monotonie/intervale de monotonie, paritate/im-
paritate, marginire/nemarginire, intersectiile reprezentarilor grafice cu axele de coordonate, solutii ale
ecuatiei f(x) = 0, imagine, axe de simetrie sau/si centre de simetrie pentru graficele lor.

1) Functia putere f:R — R, f(x) = x", de grad n € N, n par, este functie para.
2) Functia putere f:R - R, f(x) = x", de grad n € N', n impar, este functie impara.

Demonstratie:

1) Pentru n = 2k, k € N', f(-=x) = (=x%* = x%* = f(x), Vx € R, deci functia este para.
2) Pentrun =2k + 1,k €N, f(-x) = (-x)%1 = —x2

MATEMATICA CLASA a 9-a

0, Vx € R, deci functia este impara.



o000

ZaN . . . o .
7" 1) Functia putere f:R — R, f(x) = x", de grad n € N', n par, este strict descrescatoare pentru x < 0 si
strict crescatoare pentru x = O.

2) Functia putere f:R — R, f(x) = x", de grad n € N', n impar, este functie strict crescatoare pe R.

MONOTONIA FUNCTIEI PUTERE (EXEMPLE)

1. EXPONENT NATURAL PAR (de exemplu, f(x) = x* n par) 2. EXPONENT NATURAL IMPAR (de exemplu, g(x) = x°, n impar)
i 250“Axa Y
f(x) = x r o
Observam: g(x) =x

-2>-3si Ak

Q,(-3,81) P,(3,81) 9(-2)>g(-3) 1501

‘4 80 (-32 > -243)

(-2)*=16 (-2)* < (-3)4 (functia este strict 1001

(-3)*=81 16<81 || (16<81) crescatoare pe IR) &
60 ‘ 20523 ‘ l | . _ /‘\xa )1
Dy 35 3.0 25 A0 050 05 10 15 20 25 35
Avem: 404 Aici: -50
-2>-3 $I 2<3 (_2)5 =-32 RZ(_ZI _32)
(=2) < f(=3) I 4100
(jfrunct,ia estj; strict oy 4 f(Z) i~ f(3) ('3)5 =-243
descrescatoare pe (oo, 0) 204 (fu ggfcgfgzri)mt 150
Q5(-2,16) P1(2,16)
il -200
lr -2<-3 Axa X R1(-3,-243)§ <
——— + > -250+
-35 3-3<-22 -1 0 1 22<33 35 Ry

Demonstratie:

1) Fie x,x,20, cu x, <Xx, Din compararea puterilor cu baze pozitive, rezulta x," <x,", deci
f( xl) < f( xz), deci functia putere de grad par este strict crescatoare pe intervalul [0, «).

Fie x,x, <0, cu x, < x,. Dar x, < x, <0, asadar -x, > -x, 2 0. Din compararea puterilor cu baze po-
zitive, rezultd (-x,)" > (-x,)" 2 0 si cum n este par, rezulta x," > x," deci f(x,) > f(x,), asadar functia
putere de grad par este strict descrescatoare pe intervalul (-, 0].

2) Fie x,x, 20, cu x, <x,. Din compararea puterilor cu baze pozitive, rezulta cd x," < x,", deci
f(x,) < f(x,), asadar functia putere de grad impar este strict crescdtoare pe intervalul [0, «).

Fie x,,x, 0, cu x, < x,. Dar x, < x, <0, asadar -x, > -x, 2 0. Din compararea puterilor cu baze pozi-
tive, rezulta (-x,)" > (-x,)" 2 0 si cum n este impar, rezulta -x," > -x," asadar x," < x,", decif( xl) < f( xz),
deci functia putere de grad impar este strict crescatoare pe intervalul (-« 0].

Daca x, <0 si x,20, avem, implicit x, < x,. Pe de alta parte, f(x,)=x,"<0, n fiind impar, iar
fix,)=x,"20,de unde rezulta f( xl) < f( xz).

Din cele trei situatii considerate, deducem cd f(x,) < f(x,), V x,,x, €R, cu x, < x,, adica functia putere
de grad impar este strict crescatoare pe R.

R

1
1|1
Q=hlty

1) Functia putere f:R — R, f(x) = x", de grad n € N’, n par, nu este nici injectiva, nici surjectiva.
2) Functia putere f:R - R, f(x) = x", de grad n € N', n impar, este bijectiva.
Demonstratie:

1) Pentru n par, feste functie para, deci nu este injectiva, iar Imf = [0, «), deci nu coincide cu codome-
niul, ceea ce conduce la concluzia ca f nu este surjectiva.

2) Pentru n impar, f este strict crescatoare pe R, deci este injectiva, iar Imf = R, deci f este surjectiva.
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# Inlocuind codomeniul R cu intervalul [0, =), functia putere devine surjectiva, dar, daca domeniul
de definitie ramane R, in continuare nu va fi injectiva.

# Functia putere de grad par nu este inversabild, dar are restrictii care sunt bijective:
g:[0,%) — [0, ), g(x) = X", n par, este bijectiva, deci inversabila;
h:(=e,0] = [0, =), h(x) = x", n par, este bijectiva, deci inversabila.

# Functia putere de grad impar este inversabila.

= Sinteza 5

. A
Functia putere de exponent natural par Ay
Proprietate Generalizare Exemplu
1. Paritate ‘ Functie para. f(x) = x? este par3,
deoarece f(—x) = f(x), Vx € R.
2. Monotonie Strict descrescitoare pe (—o0, 0], | f(x) = x? este strict descrescitoare
strict crescitoare pe [0, + o0). pe (—oo, 0] si strict crescatoare
peif@iiFoo)s [ s e
3. Imaginea functiei | Im f = [0, 4 o). | Tm f = [0, + 00). ; i
e e Y i S Sl L8 e i ad \ |
4. Puncte de extrem | f(0) este minimul global al lui f, f(0) =0 = min f. ! !
f(0) =minf =0. I 1
5. Proprietatea Graficul functiei este simetric Graficul lui f este simetric —j 0 1 J'C
graficului fatd de axa Oy. fata de axa Oy.
6. Bijectivitate Nu este nici injectivé, nici surjectiva, | f(x) = x? nu este nici injectiva,
deci nu este bijectiva/inversabila. nici surjectiva, deci nu este
L bijectivd/inversabila. J
= — —
Functia putere de exponent natural impar | Ay y
| =%
Proprietate Generalizare ‘ Exemplu Y
1. Paritate Functie impara. f(x) = x> este impar3, 1
deoarece f(—x) = —f(x),¥xeR. | AT TT7C v
T 1
2. Monotonie Strict crescatoare pe R. fi(x) = x® este strict i
crescatoare pe R. T : -
, o ; =7 0 1 X
3. Imaginea functiei Imf =R. Imf =R. :
4. Bijectivitate [ este bijectiva (inversabila). [ este bijectiva (inversabild). : 1
5. Puncte de extrem Functia nu are puncte de extrem. f(x) = 2% nuare puncte deextrem. | [} | i
6. Proprietatea Graficul functiei este simetric Graficul lui f este simetric
graficului fata de origine. fata de origine.

3. Functia putere cu exponent intreg negativ

De ce lumina unui bec, caldura unei surse sau
semnalul unui telefon par sa slabeasca atat de repede
cand ne indepartam doar putin? Exista o regula ma-
tematica ce explica aceasta scadere aparent ,brusca”?

~

rQ
Un bec lumineaza uniform in toate directiile, dar
intensitatea luminii depinde de distanta fatd de sursa
de lumina. Fizica arata ca intensitatea luminii este
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data de functia: I(d) = % =k - d?, unde k mdsoara puterea sursei de luminad, iar d masoara distanta fata

de sursa. Deducem ca intensitatea luminii este invers proportionala cu patratul distantei pana la sursa,

adica, cu cat ne indepartam de sursa, intensitatea luminii scade, iar lumina devine, evident, mai slaba.
k k

Prindublarea distantei fata de sursa, intensitatea luminii devine I(2d) = Al " % - I(d),deciscade

de 4 ori. Prin triplarea distantei fata de sursg, intensitatea luminii devine I(3d) = (3];)2 = 9];2 = % - I(d),

deci scade de 9 ori. Functia I(d) = % =k - d? este o functie putere de exponent intreg negativ si aratd o
scadere rapida la o cat de mica crestere a variabilei, nu este definitd in 0, deci la reprezentarea grafica
apar asimptote verticale.

N

@

Fie n € N". Functia f:R" — R, defi-

Functie putere cu exponent intreg negativ par
i 1
f =x?%=

'
A Axay

Functie putere cu exponent intreg negativ impar
1
g =23 = 3

A Axay

nita prin f(x) = x™m = %, se numeste
. 4
functie putere de exponent nega-

tiv —n.

De remarcat:

» Functia putere de exponent ne-
gativ —n atribuie fiecarui numar real
nenul (din domeniu) inversul puterii a
n-a a acestuia.

» La functia putere de exponent
negativ —n baza este variabila, in timp ce exponentul este fixat.

Cu ajutorul unei aplicatii digitale au fost realizate urmatoarele grafice:

Fig. 7 2

-05

Fig. 9 - Fig. 10
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Tema:

1) Introdu intr-o aplicatie digitala functiile putere de exponent intreg negativ -1, -2, -3, -4 si identi-
fica, pentru fiecare imagine dintre cele 6 prezentate anterior, functia putere reprezentata.

2) Utilizand reprezentarile grafice de mai sus si identificarile de la punctul 1), stabileste proprieta-
tile fiecareia dintre functiile putere de exponent intreg negativ —1, -2, -3, —4: monotonie/intervale de
monotonie, paritate/imparitate, marginire/nemarginire, intersectiile reprezentarilor grafice cu axele de
coordonate, solutii ale ecuatiei f(x) = 0, imagine, axe de simetrie sau/si centre de simetrie pentru grafi-
cele lor.

@

Functia putere de exponent negatiy, fR" - R, f(x) = x™" = %, n € N', este para daca n este numar par
si este impara daca n este numar impar.

Tema: Redacteaza demonstratia teoremei.

1) Functia putere de exponent negativ, f:R" - R, f(x) = x " = %, n € N', cu n par este strict crescatoare
pe intervalul (-, 0) si descrescatoare pe intervalul (0, «).

2) Functia putere de exponent negativ, f:R" - R, f(x) =x" = %, neN’, cu n impar este strict des-
crescatoare pe intervalul (-« ,0) si strict descrescatoare pe intervalul (0,), dar nu este monotona pe

domeniu.

1. EXPONENT INTREG NEGATIV PAR (de exemplu, n = -2, -4, ...) 2. EXPONENT INTREG NEGATIV IMPAR (de exemplu, n =-1,-3, ...

ILUSTRARE MONOTONIE % Axa¥ 1 ILUSTRARE MONOTONIE | Faxa Y 1
PPEOINTERVALlE fx)=x2= = PE INTERVALE : gix)=x"= =
el il o i

B fle) > 1) X <X =g()>g(x). 15

00
X 0 —> +o0
)] +o < 0 P,(2,1/4) 172
0y(-2, 114) /ﬂ T [Ene S S |
-3<-2 Axa X

B5x=-32x=-2 1 0| 1 x=2 3 x,=335 35 30 25 45 10 -05 0| 05 10 15 20 25 35
1/1 - = 2 ;
9 <% Pe (-e0,0): strict C e /e 1/3 |>_I Pe (~o0,0): strict
/4 crescatoare T N A2 - descrescatoare.
X3 < Xy = f(x;) < f(xy). 552,12 X3 < X4 = g(x3) > g(x,)-
X | —0—>0 anl X | —o>0
fx)[ 0.7 +eo gl 0™ -

Demonstratie:
1) Demonstratia este similara cu cea de la monotonia functiei putere de grad par.

Temd: Redacteaza demonstratia, folosind concluziile de la compararea puterilor cu baze pozitive si
exponenti naturali.
. 1 1 .
2) Pentru x,, x, € (0,%), 0 < x, < x,, obtinem x," < x,", de unde X > X" decifix) > fix,).

. . . .1 1
Pentrux,, x, € (-«,0), x, < x, < 0, putem scrie -x, > -x, > 0si obtinem (=X)" > (=X%,)", deci =X < Sk

. . 1 1 1.1
Cum n este impar, se obtine “%7 < Tx7 asadar X7 X de unde flx) > f{x,).
Am demonstrat ca functia este strict descrescatoare pe fiecare dintre intervalele (-, 0) si (0, ).
Dar pentru x, < 0 < x, se obtine f{x,) < 0 < f{x,), ceea ce demonstreaza faptul ca functia nu este strict

descrescatoare pe intreg domeniul (R").
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1) Functia putere de exponent intreg negativ si par nu este nici injectiva, nici surjectiva.

2) Functia putere de exponent intreg negativ si impar este injectiva, dar nu este surjectiva.
Demonstratie:

1) Functia putere de exponent intreg negativ si par este para, deci nu poate fi injectiva, iar imaginea
ei este (0, ), deci nu este surjectiva.

2) Pentru exponent intreg negativ si impar, functia este strict monotona pe (-, 0) si pe (0,),
deci este injectiva pe fiecare interval in parte, iar f{(-,0)) N f{(0,=)) = @, caci fi(-=,0)) = (-=,0), si
f((0,%)) = (0, ). Rezulta ca f este injectiva pe domeniu. Pentru surjectivitate este suficient sa remarcam
ca Imf = R\{0}, deci nu coincide cu codomeniul, asadar functia nu este surjectiva.

» Functia putere de exponent intreg negativ, asa cum a fost definita, nu este inversabild, dar exista
restrictii ale ei, cu valori in imaginea functiei, care sunt bijective, deci au inverse.

» Daca pentru functia putere de exponent intreg negativ si impar se inlocuieste codomeniul R cu
R\{0}, atunci aceasta devine inversabila. De exemplu, functia data prin fix)= % este bijectiva, iar in acest
caz functiile f'si f ' coincid.

~ Sinteza <

[, 1
‘gv‘ Functia putere de exponent intreg negativ are forma f(x) = x™" = g unde n € N*.
. ® s
Exponent negativ par Exponent negativ impar
: : 3
=y
) = X = —
| [ 1@ &
Puncte de reper Puncte de reper
I 1
5 el =y % )=
1 1
--2 =3 — — A
4 | < 8
= 1 e —1
x
1 1 1 1
1 1
2 - =
s S e
| Proprietati Proprietati =3
¢ Domeniu: R\ {0}. e Domeniu: R\ {0}.

* Imagine: (0, 4 c0).
® Functie para: f(—x) = f(x), ¥x # 0.

® Strict descrescatoare pe (—oo, 0) si strict descrescitoare pe (0, + 00).

Imagine: R\ {0}.
Functie impara: f(—x) = —f(x), Vx # 0.
Strict descrescitoare pe (—oo, 0) si strict descrescitoare pe (0, + 00). |

* Asimptota verticala: x = 0. Asimptota verticala: x = 0. |

* Asimptotd orizontald: y = 0. Asimptota orizontald: y = 0.

® Graficul este simetric fata de axa Oy. Graficul este simetric fatd de origine. |
K gt J

% Observatie:  Pentru exponenti negativi, functia nu este definiti in « = 0 si are intotdeauna asimptota verticald x = 0 si orizontala y = 0.
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1. In fizica, energia cineticd a unui corp in miscare este datd de formula E(v) = lmvz, unde m este
masa corpului, iar v este viteza. Analizati modul in care energia depinde de viteza, utilizand datele
ce urmeaza.

a) Pentru o masina cu masa de 1000 kg, exprimati energia ca functie de viteza. Ce fel de functie este
aceasta?
b) Completati, pentru functia identificata la punctul anterior, tabelul v(ml/s)

alaturat. Este cresterea energiei una liniara? E(v)
c) In ce mod variaza energia cand viteza se dubleaza?

d) Reprezentati grafic functia E(v), pentru v 2 0, si descrieti: monotonia, forma graficului, comporta-
mentul pentru valori mari ale vitezei.
e) De ce depasirea vitezei legale creste mult riscul la impact? De ce dublarea vitezei nu inseamna doar

,putin mai periculos”, ci ,mult mai periculos”?

2. Presiunea exercitata de un corp este P(A) = %, unde F este forta (constantd) si A este aria suprafetei
pe care ea se exercitd. Analizati modul in care presiunea depinde de aria de sprijin, utilizand datele

ce urmeaza.
a) Pentru F = 600 N scrieti functia presiunii. Presiunea si suprafata de sprijin
Ce fel de functie este aceasta? g

b) Completati, pentru functia identificata la
punctul anterior, urmatorul tabel:

5 10 15 20

Legea presiunii:
F

P=—=
A

F = forta (constanta)
A = aria suprafetei

Aria(m?) 001 002 005 0] T Saprafod mare

P(A) Presiune
MARE

Este scaderea presiunii una liniara? :

c¢) Ce se intampla cu presiunea daca aria de
sprijin se dubleaza? Dar daca se tripleaza?

d) Reprezentati grafic functia P(A) pentru
A >0 si descrieti: monotonia functiei, forma
graficului, asimptota verticala aparuta, comportamentul functiei pentru valori mari ale ariei de sprijin.

e) De ce schiurile sunt late?

f) De ce tocurile ascutite pot deteriora podeaua?

g) De ce marirea suprafetei de contact reduce rapid presiunea?

3. Reprezentati grafic, cu ajutorul unor instrumente digitale, fiecare triplet de functii din lista urma-

toare, in acelasi reper cartezian:
[IR=>R,f0=x*;R->R,f00=K+2?f:R->R,f00=Kx-D3
3

g R-R,g0=xg:R->R,gx = (x + %) ;8 R—>R,g,00=x°-2;

h:R" = R, h ()= %; h,:R\{1} = R, h,00 = ﬁ; h,:R"— R, h,00 = % +1;

R > R, 600 = 555 6:R=2) = R, 1,00 = 5575 4R = R, 4,00 = 5 - 2.

Pentru fiecare triplet de functii, precizati ce fel de translatii inregistreaza ultimele doua curbe in ra-
port cu prima. Generalizati!

- _ 600
L A=

«—Asimptotd verticald

/ Scddere inversd

4I\\/-‘crie mare, Presiune micd
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A.

1. Calg:luleazé:
a)%“t“%; b)(1 +v2)*+ (1 - V2)3
€)1-271.22.23. .2719. 220, d) (V38 +v2)' + (V3 - V2)*

(V3 +v2)*- (V3 - v2)*
2. Daca x,y sunt doua numere reale, demonstreaza ca:
XlG _ ylG

XY +y)xt +yYxE+ys) =9 X7V 7
16x"%, x=y

X#Yy

3. Compard numerele:
a)162si4”; b)814si97; ¢ (-vV5)3si(-V5)%; d) ( 1 ) sil,undexeR,ne€ Z.

x2+1
4. Scrie urmatoarele numere sub forma k - 1077, unde k,p € N:
. . . 1. 2 . 1
2)0,00002;  b)0,00000003; ) 0,0101; A5z O zeee ) s
5. Infunctie de valorile parametrului p € R, determina semnul numarului:
a)(1-2p)' Db@p+3)5 opP?*-3p+2); d)(p]+1)%undel-]reprezinta partea intreaga.
6. Care dintre functiile definite in imaginea

alaturata este o functie putere de exponent (1) () @
intreg? Justifica raspunsul tau! X
) . ) . . 1 f:R —-R, fR—>R, f:R—=R
7. Se considera functia fR" - R', foo = X2 Fx=x3+1, vaeR’ fx)=1, VxeR flx)=2% VxeR
a) Calculeaza f(1) +f(%) + f(%) + ...+f(11—0).
b) Determina f( [—3, —%] )
4] (5] (6)
¢) Demonstreaza ca f(x) + f(%) 22, VxeR". )
d) Demonstreaza ca (1) + A2) + ...+ fin) < 2, B PR FHO - )
VneN. f)=, ¥eeR || f=x, VeeR =
X
e) Se considera functia g: [%, 25] — A,

g0 = fx),Vx € [%, 25] . Determina multimea A
astfel incat functia sa fie surjectiva.
f) Cu multimea A determinata anterior, demonstreaza ca functia g este inversabila si afla inversa ei.
8. Determina multimea B astfel incat functia f:[-3, 4] — B, f(x) = x* sa fie surjectiva.
9. Reprezinta grafic functiile, utilizand translatii ale graficelor functiilor putere cu exponent intreg:
AfR >R, fO=x3+1; b) R = R, f(x) = x* - 2;

OfR->R,f)=Kx-1% d) f:R\{2} —» R,f(x)=(x+172)3+ 1.

10. Demonstreaza ca functia f:(-«,0) - R, f(x) = =x° + % este injectiva.

11.Se considera functiile £, f,,f,,f,:R" — R’ definite prin f,(0) = x, f,00 = %, 00 =-x, f,() = —%, Vx # 0 si
multimea M = {ﬁ,jz,]g,ﬁ}
a) Demonstreaza ca toate functiile din multimea M sunt inversabile si determina inversele lor.
b) Demonstreaza ca foge M, Vf,g€ M.
c) Calculeaza f o f, o f. o f, si demonstreaza ca, oricare ar fi ordinea celor 4 functii in compunere, re-
zultatul nu se schimba. Cum interpretezi?
d) Rezolva, in R, inecuatia f, %(x) + f,2°**(x) < 2.
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B.

-2

P!
12. Calculeaza (% + (1 - (3X - 1) ) ) pentru x = —%.

1+x

13. Simplifica:

a)x_y pentrux,y € R, x # y; b)mx;to; c)x75+1x€IR\{—1,O}.

x6—ys X2+x1T+ 1 xT+ 1
Sy . %le
14. Se considera functia R - R, foo = ¢ X .
x%,x<1

a) Demonstreaza ca f(-2) > f{2), dar functia nu este descrescatoare pe domeniu.
b) Reprezinta grafic functia si stabileste, utilizand reprezentarea grafica, daca functia este injectiva/
surjectiva/bijectiva/inversabila.
) Rezolva, in R, ecuatia [f{x)| = %
d) Rezolva, in R, ecuatia [f(x)] = 0, unde [ - ] reprezinta partea intreaga.
e) Rezolva, in R, ecuatia {f{x)} = 0, unde { - } reprezinta partea fractionara.
15.Se considera functia f:R — R, f(x) = x*, Vx € R. Demonstreaza ca, daca a,b € R, cu a + b = 2, atunci
fla) + fib) = 2.
16.Se considera functia fR" - R, fix) = %, Vx € R". Demonstreaza ca, daca a,b,c € R" astfel incat
fia) + fb) + fic) = la + b + ¢), atunci fa?™") + fa>™) + fa?™") = fa?™*! + b2 + ¢2*1), Vn e N.
17. Determina cele mai mici numere naturale n pentru care 10™" < g, daca:
a) a = 0,000125; b) a = 0,0000324; ¢) a = 0,000005128.
18. Se considera restrictiile functiilor putere cu exponenti 14
intregi f,g:[-1, 1] = R, foo = x, g0 =x3Vxe[-1,1]
si S aria suprafetei cuprinse intre cele doua reprezen-
tari grafice pe intervalul [-1, 1].
a) Rezolva, grafic, ecuatia f(x) = g0, x € [-1, 1].
b) Construieste, pe figura aldturata, punctele A(0, f(0)),

05

v

B (%, g(%) ), C(1, g(1) si calculeaza perimetrul triunghiu- i

lui ABC.
¢) Demonstreaza cé% <S<1.

-4

19.Fie f:R—=R, f()=x", neN" si multimile M= {xeN [1<x< 100(2)}, N= {xeN | x = f(2),
1<ks< 100}, P= {x e|x =ﬁ<(%), 1<ks 100}. Daca§,, S,,S, reprezinta sumele elementelor mul-

timilor M, N, respectiv P, demonstreaza ca numerele % , % +1, 2'°- S, sunt, in aceasta ordine, in
progresie aritmetica.
20. Afla ultimele 3 zecimale nenule ale numerelor: a) 57'%; b) 2%,
21.Se considera functiile: f :R = R, f 00 = x",n € N".
a) Determind n stiind c3 £(3 - v2) = 11 - 62.
b) Determina n stiind ca 27 [];(3) + fn(%)] = 730.
c)Dacax e R™sif,(x) + E(%) = a(x), demonstreaza ca a(x) = 2,¥x e R’
si calculeaza, in functie de

ae, sumele: f,(x) + flk(%);fe(x) + fa(%);fl(x) + fl(%)
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C.

. n _ 9n+l , an+l _ . 92n-1_, Q2n-2
22. Demonstreazi cd numarul N = 1812 =2 2625" - 3n54 2 3
23.Demonstreaza ca nicio putere cu exponent natural nenul a lui 2 nu poate fi scrisa ca suma de nu-

mere naturale consecutive.

2 n .
24. Demonstreaza ca 0 < (2X2+7x+2) <1,¥xeR,VneN".
3x*-x+4

este numar natural, Vn € N.

n
25.Fie (a)) un sir de numere reale, cu termenul general a = Z(—l)" -k, neN’". Demonstreaza
neN#* k=1
a . . - .
cd g € Z daca si numai daca n este impar.

n+1

26. Determina numerele intregi m, n, p astfel incat (%) "y (%)n + (%)p = 53.

27. Pentru n € N, se considera functia putere, de grad n, f:R — R, f(x) = x", Vx € R. Demonstreaza ca
f(29) poate fi scris ca suma a doua patrate perfecte, indiferent de gradul functiei putere.
28. Compara numerele 15%"si 65'%.

x—lm + X—Sn + x—2n + X+ XO + X"

1 X0 1 ,ne N’". Demonstreaza ca

29.Pentru x € R’, se considera expresia E (x) =
x"+1
x2n M

30. Se considerad functia f:R" — R’, f(x) = x"'. Demonstreaza ca:
Vx,,x, € (0,),Vt€[0, 1], f{t-x, + 1 =D - x,) s t- fix) + A = O - fix,);
Vx,,x, € (-=,0),Vt€ [0, 1], flt-x, + A =0 - x,) 2 t- f(x) + (1 = O - fix,).

31.Doua birouri, A si B, se afld la capetele unui hol cu lungimea de 30 m. Undeva pe hol se monteaza un
router wi-fi care sa deserveasca ambele birouri. Intensitatea semnalului receptat este invers propor-
tionala cu patratul distantei dintre sursa si receptor, dar si cu un factor de multiplicare a > 1 depin-

E 0=

a_k e unde k este constant, reprezentand puterea routerului.

Grosimea peretilor biroului A genereaza un factor de multiplicare a = 4, iar grosimea peretilor biro-

zand de grosimea peretilor biroului: I =

ului B este neglijabila.

a) Scrie intensitatea semnalului in birourile A si B, in functie de distanta x (in metri) de la sursa la
biroul A, I, si 1,00).

b) Precizeaza valorile posibile ale lui x (domeniul comun de definitie al celor doua functii identificate
mai sus).

c) Argumenteaza de ce pentru a maximiza valoarea functiei M(x) = min{I [ (), IB(x)} este necesar ca
I,0 = 1,00.

d) Afla distanta fata de biroul A la care va fi amplasat routerul, pentru ca receptarea semnalului in
birourile A si B sa fie optima in orice moment.

Biroul B

B
n(_il

Pereti subtiri
a = 1 (neglijabil)

w
S
=]

N
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Radicalulde ordinn,n e N,n>2

Cum putem ,recupera” valoarea initiala a unei marimi atunci cand stim doar rezultatul unei puteri?
Cu alte cuvinte, daca stim cd o anumita transformare, puterea a doua sau puterea a treia a unui numar,
produce numarul 64, ce numar a fost la inceput?

Concluzie importanta
Daca energia se mareste de 9 ori,
senzatia auditiva nu pare
de 9 ori mai puternica.

De ce avem nevoie de radicali?

Un laborator de analiza a sunetului masoara energia
unui semnal audio. Cercetatorii observa ca intensitatea
perceputa de ureche nu creste direct proportional
cu energia, ¢ci mult mai lent.

Tn unele modele simplificate,
perceptia poate fi aproximata prin
extragerea radécinii patrate din energie.

Pentru a ,,aduce” valorile foarte mari la o scara
usor de interpretat, aplicatiile audio folosesc
transforméri bazate pe radécini si puteri.

Energie Intensitate perceputa

reald aproximativ]
( ) radacina patrata ep )

) )

Pentruca: +9 = 3

.

DE LA ENERGIE LA PERCEPTIE Exemplu numeric Imagineazé-ti un buton de volum. }

| Fiecare SGIt" e scard Tnseamna o Tnmultire a energiei.
Intensitate perceputa o PG ! ti 9

Dacé energia intensitatea perceputa Energie (E) 5 Dar urechea noastra simte doar o crestere mica.
unui sunet este este aproximativ (@prox. VE)
——  ridacinapatrats 1 1 E creste mult...
E e ‘1/E 4 2 ) ) .L 1) )_. ,‘}
. (model simplificat) 9 3 ..dar perceptia ’ ‘
16 4 creste mult mai lent.
~ |
25 5 energie x 1 energie x 9 energie x 81
perceptle X 9 ‘

100 10 perceptie x 1 perceptie x 3

INTREBARE
. DEREFLECTIE

Exemplu: | __.Solutia unica in [0, c0) este V64 = 8.
2 —en = 2 5 - :
NEa J Dar, deoarece (—8)° = 64, in R solutiile sunt x = —8 si x = 8.

Cum putem ,recupera” valoarea initiald a unei marimi atunci cand stim doar rezultatul unei puteri? l

In lectiile anterioare s-au studiat proprietatile functiei putere de grad n, ne N’, R - R, f(x) = x",
demonstrandu-se ca este bijectiva doar daca gradul este impar. Ins3, restrictia f: [0, ®) = [0,), fix) = x"
este bijectiva Vn € N', ca urmare ecuatia x" = a are o unicad solutie, Va 2 0, Vn € N". Pentru n = 1, ecuatia
x'=a,a 2 0are solutia x = g, situatie care nu conduce la constructia sau la determinarea unor elemente
noi. Pentru n = 2, n € N, unica solutie din intervalul [0, «) a ecuatiei x" = a, a 2 0 se noteaza va si con-
duce la definirea radicalului de ordin n (n arbitrar) dintr-un numadr pozitiv.

Din bijectivitatea functiei f:R — R, f(x) = x*™,n € N se deduce ca ecuatia x*"*' = @, a € R are o unica

solutie reala, care se noteaza """ va si conduce la definirea radicalului de ordin impar dintr-un numdr
real.

Daca a = 0, atunci unica solutie a ecuatiei x" = 0 este x = 0, indiferent daca n este par sau impar, deci:
V0=0,YneN,nz2.
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1. Functia putere | [ 2. Restrictia pe [O,m)? I [ 3. Cazuri particulare
FiRoR, f(x)=x", ne N f:10,00) = [0,00), flx)=x" o
3 =
n impar n par Functia este = Ecuatia x! =a, a>0
[ este bijectiva f nu este bijectiva pe R bijectivad Vn € N* . ' are solutia unicd x = a.
y y y Ecuatia > . >
- N - a 3
| n>2
£ [ are o unica solutie Unica solutie din [0, ) a
| i
0 x Ya >0, Yn e N*. ecuatiei x" =a, a>0 n
FR=R FiR>R 0 x se noteaza Va si defineste a
(bijectiva) (nu este bijectivs) 'd ‘?r‘j't‘f_i‘:’nﬁn";": :tfc Sgbittan)
L2 = =) \ ) i P i =
4. Consecinta din bijectivitate BEieaiiic =0
Functia f:R — R, f(x) = x>"*!, n € N" este bijectiva. Y Exemple: S ;0 T,
3 : i ? i ’
Rezult’ ci ecuatia Aceast solutie se noteazi  Ya - radical de ordin 3

s = {1
(s 2n+V— 0 + ¥/a - radical de ordin 5
| ¥ =a, acR | a : S ) este x = 0, indiferent daca n este
si defineste radicalul de ordin ihvas indical deoliny par sau impar, adica:

are o unica solutie reala. impar dintr-un numér real.

[¥0=0, VneN n>2 |

SA— . e . -
T@ IDEA CENTRALA: Bijectivitatea functiilor de putere pe domenii potrivite garanteaza xn —a & x= f a J

existenta si unicitatea solutiilor ecuatiilor x” = a si conduce la definitia radicalilor.

1. Radical de ordin par dintr-un numar pozitiv

@

. . Y, o . . * v 2 . .
Unica solutie pozitiva a ecuatiei x? = a, unde a 2 0 si p € N', se noteaza Va si se numeste radicalul
de ordin 2p din numarul pozitiv a.

® radicalul de ordin par se defineste doar pentru numere pozitive;
® radicalul de ordin par dintr-un numar pozitiv este, el insusi, un numar pozitiv;

® gL va,Va z 0 (se numeste rdddcina pdtratd a numdrului pozitiv a);

o 2%, pentrua 2 0 sip € N', se numeste raddcina de ordin 2p a numadrului pozitiv a.

.2%=O,VpeN*;

L (Qi/ﬁ) v =a,Vaz0,VpeN'( 2’1/6 este solutie a ecuatiei x* = a, deci verifica ecuatia);

® Va¥ = a,Vae R,VpeN'.

Atentie! Pentru orice numar real a, puterea cu exponent par a lui a este un numar pozitiv, deci poate
fi definit 2}:/@, dar, prin definitie, acest radical este si el un numar pozitiv, chiar daca numarul a este

2
negativ. Ceea ce inseamna ca, daca a < 0, atunci va® #a.

~

rQ
~

4
1) (V5) =5 2) V57 = 5; 3) V(-5)* = -5 = 5.
~ 4 4
In exemplele 2 si 3, membrul stAng contine acelasi numar: 5 = (- 5)* = 625, deci V5* = V/(-5)* =5 =|-5|.
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2p
Conditiile de existentd pentru radicalul de ordin par deriva din definitie: vE(x) este definit daca si
numai daca E(x) 2 0.

~

rQ
6
Valorile reale ale lui x pentru care vx? - 5x + 6 este

bine definit se deduc din conditia x? - 5x + 6 2 0, care
este o inecuatie de gradul al doilea.

Ecuatia atasata, x? - 5x + 6 = 0 are discriminantul A = 25 - 24 = 1, iar solutiile (——5——
X, = 2 si x, = 3. Solutia inecuatiei este: x € (- ,2] U [3, ).

2. Radical de ordin impar dintr-un numar real

. . % o . . * v 2p+1 . .
Unica solutie reala a ecuatiei x?*' = g, unde a € R si p € N', se noteaza " Va si se numeste radicalul
de ordin 2p + 1 din numdrulreal a.

Diferenta majora intre radicalul de ordin impar si radicalul de ordin par este aceea ca cel de ordin
impar se poate defini si pentru numere negative.

® radicalul de ordin impar se defineste pentru orice numar real;

® dacaa 2 0, atunci V@ =0 si reciproc; daca a < 0, atunci TVa<o si reciproc;

o 2pﬂ\/ﬁ, pentrua € R sip € N se numeste rdddcina de ordin 2p + 1 a numdrului real a;
® " V0=0VpeN;

2p+1 ) 2p+1

e ("Va) =aVaeRVpeN

o ( PTVa este solutie a ecuatiei x**! = g, deci verifica ecuatia);
® g - a,VaeR,VpeN’;
® " ma=-""va,vaecR,VvpeN

2p+1 2p+1 . 2p+1 p+1 2p+1 p+1 . . L.
(Cum ( \/—a) =-asi (— JE) =(=1)2%*1. ( JE) = —q, iar solutia ecuatiei x**! = —qa este

unica, rezulta egalitatea celor doua numere).

~

rQ
1) V=32 = (25 = -2:
2) (V=3) + Y 3)‘*+\/( 3)7=-3+|-3+(-3)=-3+3-3=-3;
3) V=512 = V512 = —-v/2° = -2,

Pentru radicalul de ordin impar nu se impun conditii speciale de existenta, acesta fiind definit pentru
orice numar real. Este suficient ca expresiile de sub radicalul de ordin impar sa existe, deci sa fie numere
reale.
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3
{. Determind multimea valorilor reale ale lui a pentru care expresia E@) = 4 ;f_i este bine definita.

Valorile lui a pentru care E(a) este bine definitd se determind impunand conditia ca fractia a2+_3 3

a 4861

existe, adica numitorul ei sa fie diferit de zero: a? - 4# 0 a’# 4 < jal# 2 < a # £2,decia € R\{x2}.
4 7-3x
2. Pentru ce numere x, expresia E(x) = V2x - 3 este bine definita?

Numarul x apare si la ordinul radicalului si sub radical. Radicalul exterior este de ordin par, deci

7-3x 7-3x
V2x - 3 trebuie sa fie mai mare sau egal cu 0, asadar v2x -3 20 < 2x - 3 20, iar 7 - 3x poate fi
ordinul unui radical doar daca este numar natural mai mare sau egal ca 2.

7-3xeNs§i7-3x22ex<2 sidxeZ

2x—320©x2%

4
=>Xx€ {%} Verificare: Pentru x = 3, E(%) = \/\/% si este bine definita.

9

,decix e [%,%] si3x e Z.Dar3x € [5,5] NZ=3xe{5}=>

3. Operatii cu radicali si proprietati ale radicalilor

(1) inmulgirea radicalilor de acelasi ordin

Va,b20,YneN,nz22 Va,beR,VneN’

~

rQ
Q) V54 - V2h=V54-25=\6)=6;  b)V-2-VI6=1v-32=V(2°=-2.
Proprietatea se generalizeaza: -
Va, - ya,-.ja ="jaa, a4, Va,a,..,a,20,peN,VneN,n 2 2; V=
ma-rya ""2"”\/“7 = 2"*W, va,a,..,a, €R,peN,vneN. —
Reflectdm: Este v(-2) - (—8) bine definit? Poate fi scris ca V=2 - V=82

(2) impért,irea radicalilor de acelasi ordin

"\/E_n a 2"”\/&_2n+1 a
%_\/; 2n+1 - J;
Vaz0,¥b>0,YneN,nz22 vgeRVbeR,VneN

=

~

rQ
~

6 6 6 6
D12 =\ =VE=V2r - V2,
3
V1+x+x2 _3\/1+x+x2 e x+x? _3\/T_1 .
b)s 5 4 7 x5+X4+X3_\/X3(l+x+x2)_ ?—y,VXER.
Vx5 + Xt + X3

Atentie! Raportul a doua numere negative este pozitiv, deci radicalul de ordin par al unui astfel de
raport este definit, in timp ce, separat, radicalii din numarator, respectiv din numitor nu se definesc.
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0 NU este corect sa scriem:

2 V2
1
V=2 nu este definit \,f4 —8 nu este definit
raportul este pozitiv: (radical de ordin par (radical de ordin par
= 1 definit numai pentru definit numai pentru
—8 = Z >0 numere pozitive) numere pozitive)
I Proprietat i il labild | @ CONDITIE OBLIGATORIE
| Bhsieny roprietatea il o este valabild T
| Putem:.desf:ce” numai cdnd a > 0 si b > 0 pentru n par Pentru ca egalitatea
radicalul? (sau, in general, cand radicalii sunt definiti). =
Celia : fa _ Ya
Daci a si b au acelasi s tiv, =
i -$: emn-negf'-x 1V, . A b %
- raportul 5 este pozitiv (deci radicalul din stanga
este definit), dar radicalii %a si %/b nu sunt definiti ‘ sa aiba loc (in special pentru n par),

| pentru n par. ‘ trebuieca a > 0 si b > 0.

; " e ; o o V-2
Chiar daca = este bine definit, acesta nu poate fi scris ca Py

dat fiind ca acesti doi radicali nu au fost definiti (radicalul de ordin par se defineste doar pentru numere pozitive).
Asadar, conditia de pozitivitate a celor doua numere din raportul de sub radical este obligatorie pentru ca egalitatea sa aiba loc.

(3) Ridicarea radicalilor la putere

(Va)" = Va~ (@) =" Vam
Yaz20,YmneN,n22 VaeR,VmneN’

~

rQ
~

a) ("’@)SJWJVBI; b) (7\/—\/§)Z=7\/(—\/§)2=7\E.

(4) Simplificarea ordinului radicalului si a exponentului puterii de sub radical cu acelasi numar natural

nk n @n+1) - k n+
Va*» = "\ar Vave =""Var
Va>0,VkneN,knz22,peZ Va>0,YkeN,kz22,pezZ
Se simplifica ordinul radicalului Atentie! Dacd a < 0 si k este par,
si exponentul puterii de sub radical iar p impar, aceasta egalitate nu are
prin acelasi numar natural, k = 2. loc!
e
6 3
a)Vv9 =3

6
b) v(=2)1° este bine definit si este numar pozitiv. Simplificarea prin 2 a ordinului radicalului si a ex-

3
ponentul puterii de sub radical ar conduce la v/(-2)°, care este bine definit, dar este un numar negatiyv,
deci cele doua numere nu sunt egale.
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(5) Amplificarea ordinului radicalului si a exponentului puterii de sub radical cu acelasi numar natural

" 2nk on+1 @n+1)k
= “Ja va = vak

VaZO,Vk,nZZ,k,neN Vaz0,VvneN,Vk=22 keN

Atentie! Dacd a < O si k este par,

Se amplifica ordinul radicalului
aceasta egalitate nu are loc!

si exponentul puterii de sub radical
cu acelasi numar natural, k > 2.

~

rQ
4
a)V2 =4
32
b) V=3 este un numar negativ, in timp ce /(-3)? = /9 este un numar pozitiv.

3 6
¢) Numarul N = Vv2 - 1 - V3 + 22 este numar natural, desi nu pare.
Produsul celor doi radicali se poate efectua doar daca se aduc la acelasi ordin, care va fi cel mai mic

multiplu comun al celor doua ordine, respectiv 6.

N=3'2\/(\/§—1)2-i/s+2J—=6\/3—2\/§-i/3+2\/—=i/(3—2\/§)(3+2\/§)=6\/9—8=6\/T=1eN

(6) Compunerea radicalilor
n 2n+1 (2n+1),
Vra=""a Vva ="a
VaZO,VpeN,pZZ Va20,YpeN,p22

Daca p este impar, egalitatea
are loc pentru oricare a € R.

~

~rQ
4
a) VY10 = m

b) Numarul 5

i/g
\/_5 \/_ \/— 65\/? Si/ﬁ %5 _ 3‘1/5— _ 15\/§.
E V5 s s s

(7) Compararea radicalilor
2n+l

"d< Vbeoas<b as< Vbeash
unde a,b =0 unde abeR

EQ

ST .01 . . .. . .
Compararea numerelor \E si *,E nu se poate face direct, deoarece radicalii nu au acelasi ordin.
Cel mai mic multiplu comun al ordinelor celor doi radicali este 15, deci vom aduce ambii radicali

la ordin 15 (proprletatea 5) prin amplificare: \/7 \l ,/312 ; \/‘ \l 25 ,115625

15 15
rezulta (conform proprietatii 7) 3125 > 15625 =S \/7 ,/

Cum 3775+ 3125 15625’
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(8) Scoaterea factorilor de sub radical

2n 2n 2n+1 2n+1 2n+1 2n+1
/a2n~k —a- Ja* /a(2n+1)~k —a- \/F /a(2n+1)~k =al - \/ﬁ
Va = 0,Vk e N’ Va € R,Vk € N" impar Va € R,Vk € N" par
e
a) V32 = V25 = 2V7; b) V210 = Y233 -2 = 232 = 8 /72

Q) VEDZ-35 = [(—2)3% - 35 -3=1(-2)| - 3- V3 = 24 V3: d) V(352 = |-3|V2 = 3V2.

(9) Introducerea factorilor sub radical

2n 2n 2n 2n 2n+1 2n+1
a- Vb= Va*-b a- JVb=-+Va>-b a- Vb= Ja*i.b
Va,b=0 Vb20,Va<0 Va,beR

~

rQ
~

Q) -2v2 = (27 - 2=V=256;  b)-2V3 =273 = V-24;
) -2V3 = -v27- 3 = - V48; d)2V3 = V253 = V192,
Observatie: Daca la radicalul de ordin 3 factorul negativ intra sub radical la puterea egala cu ordinul

radicalului, la radicalul de ordin par aceasta proprietate nu functioneaza pentru ca se modifica semnul
numarului initial!

Formulele radicalilor compusi (doar pentru radicali de ordinul 2)

Radicalii de forma VA + VB, unde A, B sunt numere rationale pozitive, cu A > VB si VB ¢ Q, pot fi
scrisi ca suma altor doi radicali. Transformarea este convenabila doar daca cei doi radicali noi au forma
mai simpla decat cei initiali.

Se calculeaza C = VA? - B. Daca acesta este numar rational, iar A este tot un numar rational, atunci
este convenabila transformarea:

~

£Q
DV7+3V5
Radicalul trebuie adus la forma VA + VB, deci prima data se introduce factorul 3 sub radical:
V7 +3V5 =7 +V45,deunde A = 7, B = 45, iar C = V49 — 45 = V4 = 2;

V4
2)V9 - 4v2 E— '
Radicalul trebuie adus la forma VA - VB, deci prima data se introduce ./— S

factorul 4 sub radical: —

V9 -4v2 =y/9-132,deunde A =9,B=32,iar C=+81 - 32 =49 = 7; N
Vo-4v2 =22t -2l -yg-1=2V2-1.

3 V6 +3
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Cum A =6, B =3 si C=+36 - 3 =33, radicalul initial devine v6 + V3 = \/6 +2‘/§ + \/6 _2‘/@, forma
care este mai complicata decat cea initiald, deci nu se poate conta pe optimizarea calculului in aceasta
forma. Transformarea NU este avantajoasa in acest caz.

Media aritmetica, media geometrica si media armonica a n numere pozitive
Daca a,,a,,...,a, sunt numere pozitive, n € N, n 2 2, atunci:
media aritmetica a celor n numere:

(11 Tr a2 Tr ...+(1,l

m(a,a,...a) = -

media geometrica a celor n numere: ( )

- Inegalitatea mediilor
mya,a,...,a,) = \/a, -a, .-a,

media armonica a celor n numere:

o Pentru 2 numere strict pozitive a, b:

2ab a+b
I — < +vab <
M@y yoes ) = T T T ah 2
GG . v M
media media media
armonicd geometricd aritmeticd
Inegalitatea mediilor:
Val’ay _'_,an >0,ne N’ n=2: 9 Pentru 3 numere strict pozitive a, b, c:
< <
my(a,,a,...,a) < m(a,,d,...,a < 3 & Yok & 5 +bde
< T 1.1 = Vabe =
smga,a,...,a) P 3
. - . o a c
Egalitatea are loc daca si numai daca e e I e
media media media
numerele Sunt egale. armonicd geometricd aritmeticd
\ J

4. Expresii conjugate algebric

Optimizarea calculelor, in special a celor cu fractii ai caror numitori contin radicali, presupune di-
verse transformari sau artificii de scriere, pana la obtinerea unor forme convenabile ale numerelor cu
care se opereazd. Rationalizarea numitorilor este o astfel de transformare si urmareste eliminarea
radicalilor de la numitorii fractiilor, prin amplificarea fractiilor cu expresii sau cu numere convenabile,
astfel incat la numitor sa se obtina numere sau expresii fara radicali.

@

Douad expresii (sau numere) care contin radicali se numesc conjugate algebric daca produsul lor nu
mai contine radicali.

~

rQ
3 3 3 3 3
1) V3 si V9 sunt numere care contin radicali, dar v3 -v9 = ¥27 = 3 nu mai contine radicali. Se de-
3 3
duce ca V3 si V9 sunt numere conjugate algebric.

2) V3 - V5 si V3 + /5 sunt expresii care contin radicali, dar (vV3 - v5)- (V3 +v5)=3-5=-2 nu
mai contine radicali. Expresiile v3 - v/5 si v3 + /5 sunt conjugate algebric.

Pentru rationalizarea numitorilor si pentru optimizarea calculelor este important sa cunosti perechi
de numere/expresii conjugate. Acestea sunt deduse pe baza formulelor algebrice cunoscute, a operatii-
lor cu radicali si a proprietatilor acestora.



CAPITOLUL 3 ) FUNCT!

Perechi de numere/ Produsul celor doua numere/ . ee .
.. . . . . Conditii de definire
expresii conjugate uzuale expresii conjugate algebric !
va-va=a

Va— va-Var =a a>0,neN,nz2
(va-vb)va+Vb)= a,b>0
Vb Va +\ab + Vb2 (ra +vab + Y b2 = a,beR
\/'az+b\/_+b2 +b\/_+b2 =a-b? a,beRr

Observatie: Conjugata unei expresii de pe prima coloana se gaseste in a doua coloana, iar conjugata
expresiei de pe a doua coloana este perechea ei de pe prima coloana. Trebuie sa acorzi atentie ambelor
coloane pentru a recunoaste usor conjugatele acestor expresii.

GENERALIZARE
1.PentruneN,n 2 2, sia,b > 0, expresiile

va - Vb si VarT +Var b + Var?b? + ...+Vb" sunt conjugate algebric si
('1/_ - %) (T;/a”‘1 +Va b + Varib? + ...+ b“) =a-b

2.Pentrun e N’ sia,b € R, expresiile
mva 2n+1\/_ b si " JVa? 2nﬂ\/a?"‘l b+ 2n+1\/a2“‘2 b? - ...—ZMW + 2n+l\/W sunt conjugate algebric si
(2"+1 ) (Ve -V + Ve e - = VBT =a+ b

EXEMPLE

1) Conjugatul algebric al numarului V37 este numarul v37. Produsul celor dou numere este 3.

2) Conjugata algebrica a expresiei vx2+ 1 - x (x € R) este expresia vx2 + 1 + x. Produsul lor este:
x?+1-x) X2+ 1+x)=x2+1-x*=1.

3) Conjugata algebrica a expresiei V9 - V6 + V& este ¥3 + V2. Produsul lor este:

(V-3 2+v22) (3 +2) = (3) + (V2) =3+2=5.

@ .................................................................................................... e
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J -2 - 3-V6° =34\/216=34\/216=4\/216.
‘;/g %W 1/6—‘; ° 23 3 6 6
2) 2, = 2.3 -2? =2-ﬁ-@=2.ﬁ.@=2_ﬁ_m=m=m.
2 (33 2V (arvE 32 6 3 :

) Pl B S V5 +2 N 27 - V5) _V5+2  20W7-V5) _
V-2 V7+v5 (V5-2)-(V5+2) (V7+V5)-(W7T-V5) S5-4 7-5

=V5+2+V7-V/5=2+V7.

) 5 - 5(V27+3v2 + 32) =5(3\/Z+33\E+9)=5(3\/Z+33\5+9)=_3\/Z+33\E+9
VZ2-3 (V2-3).(V22+3V2+32) (z)" - 30 =25 > .
5 4 4(V3+1) _avsen) _aBen) _om o

9-V3+1 (vo-v3+1) (V3+1) (v3) +1° 4
1 _v5-v2_(5-v2) (52+5Va+Va?) _ (V5 -v2) - (25+5V4 + VT6)

J5+V2  5-VE 5 (Yz)° 125 -4
_ (v5-V2)-(25+5Va + V16)
- 121 :
12

7) 3 - . Numitorul fractiei se transforma in produs: V08 + V2 - V12 - 2=
V108 + V2 - V12 - 2

= V2T 38 2 - 2Y3 —2=Y22 . Y3+ VT - 2V3 -2=VT - V3 +V2-2v3-2=(V2-2). (V3 +1),

apoi se amplifica fractia cu expresiile conjugate algebric ale celor doua expresii din paranteze:

. 312 = 12 =12(ﬁ+2\/§+4)(\/§—1)=_(3\/Z+23;/§+4)(\/§_1).
Viog +v2-viz-2 (¥2-2)-(V3+1) 2-83-1
8) 1 V2 +1 _ V241 _V3+1

\/E-i/g+iﬂ—5\/7+1_(5\/?—5\/?+i/?—5\5+1)(5\6+1)_(5\/§)5+1 3

A cincea provocare: Poate inteligenta artificiald sd inteleagd matematica?

Un elev traseaza ca sarcind unui asistent IA urmatoarea cerinta: ,Rationalizeaza numitorul expre-
siei.” IA produce un raspuns complet si corect. Elevul afirma: ,Se face dovada ca IA intelege matematica.”
Profesorul raspunde: ,Nu sunt convins.” Cine are dreptate?

Reflecteaza si raspunde:

1. Exista diferentd intre: e a produce un raspuns corect; ¢ aintelege de ce este corect?

2. Daca o persoana aplica mecanic un algoritm fard sa stie motivul fiecarui pas, putem spune ca
intelege?

3. Cum ai verifica daca un raspuns generat de IA este intr-adevar corect? !/

4. Ce poate face mai bine: e calculatorul? ¢ omul? N r

Discuta in echipa:
Alegeti un exercitiu de rationalizare din aceasta lectie. Rezolvati-1:

» intai folosind doar calcule; e« apoi explicand sensul fiecarui pas. ( gfi !_ '

Care varianta demonstreaza mai bine intelegerea?

Ideea mare: Calculul poate fi automatizat. Intelegerea nu poate fi delegatd integral. Reflecteazd asu-
pra urmdtoarei afirmatii: ,Execut algoritmul sau inteleg algoritmul?”
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Functia radical

~

~rQ
~

1. Un agricultor vrea sa im-
prejmuiasca un teren patrat, dar
stie doar aria suprafetei aces-
tuia, A = 400 m®. Pentru constru-
irea gardului are insa nevoie sa
stie lungimea laturii patratului.

Modelarea matematicd: Daca
x este lungimea laturii patratu-
lui, atunci aria suprafetei este
A=x2 deci x=vA =20 (.
Functia folosita este flA) = VA,
numita functie radical de or-
din 2, si apare natural cand ,in-
versam” o relatie de tip ridicare
la patrat (patratica).

2. Un inginer trebuie sa con-
struiasca un rezervor cubic cu
volum V = 27 m®, asadar are ne-
voie sa stie muchia cubului.

Modelarea matematica: Daca
x este lungimea muchiei cubului,
atunci V = x® deci x = 3;/V = 3(m).

Functia folosita este AV) = i/V,
numita radical de ordin 3, si
apare cand ,inversam” o relatie
de tip ridicare la cub (cubica).

Functia folositd: f(A) =+/A
,,Inversém" relatia:
X2 =—» X —> Radical de ordin 2

‘\/ —»20m

 Radicina” patrats patrati

EXEMPI.U CAI.CULUL MUCHIEI UNUI REZERVOR CUBIC

Un inginer trebuie si construiasca un rezervor cubic cu volum de V = 27 m3,
asa cd are nevoie s3 stie muchia cubului.

\[27—>3m =>3m

\ ,,Radicina” cubica

Func;iarlfolosité.: f(v)= W

,Inversam” relatia:
x3 —» x = Radical de ordin 3.

Functiile radical sunt modele naturale pentru recu-

perarea unei dimensiuni dintr-o marime compusa (de

exemplu, arie sau volum).

Bijectivitatea functiei putere de grad n,

£:]0,%) —[0,%), fix)=x", VneN, n 22, asigura exis-
tenta functiei inverse a acesteia indiferent de grad. In-
versa acestei functii este f™' : [0, ) — [O,oo), o0 = VX,
vn eN, n 2 2 si se numeste functia radical de ordin n,
iar reprezentdrile grafice ale celor doua functii sunt
curbe simetrice fata de prima bisectoare.

MATEMATICA CLASA a 9-a
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Pentrun € N, n 2 2, functia f: [0,%) —> [O,oc), fix) ='Vx se numeste functia radical de ordin n.

Observatie: Pentru n € N, n 2 2, impar, functia putere de grad n este bijectiva pe R, ceea ce permite
definirea inversei ei, functia radical de ordin impar, pe toata multimea numerelor reale.

Din definitia functiei inverse se deduc primele || - - " H-HA
.. . . . [ | P28
rela;il pe care le satisface functia radical: H T #(e) = 2+ fundfia putere (grad imipar)
(ri/Y) =X,VXZO,VHEN,7122 Iy N I //, PITFTTITTTPTTITT 1T
n HH : I
VXT=x,¥x20,VyneN,n>2 EEENEEEN tH /,i
Pentru functia radical de ordin impar, relatiile . F ,+"y=z-primabisectoare |
. . T " " A A :_____;____-————,"""’t-r IEEEEE
se extind la multimea numerelor reale: ‘ _ ACSERRARESSans
2P+1 1 1 -1 I . . of |
2p+1 . | | x) = V/x - functia radical (ordin impar
(V%) =x,¥xeR,VpeN | EEHe Aamsecisnciasmicasiio Krlin e
2p+1 -4 -‘3 -2 =1 /. 1 2 3 4 i< 6 7| 8 10
* o | M |
Vx71 =x ¥xeR,VpeN HHH ‘ ‘ ‘ |
| 7 ! !
& LA EEEE |
ree Il L[] HEE NN I T N
rrg

Functia radical de ordinneN,n 2 2, f: [0, oo) - [0, oo), fix) = VX este strict crescatoare.
Tema: Utilizand strict monotonia functiei putere de grad n, restrictionata la intervalul [0, «), demon-
streaza strict monotonia functiei radical de ordinn,n e N, n = 2.

1=
2

Functiaradical de ordinn € N, n = 2, nimpar, ;R — R, fix) = VX este strict crescitoare pe R siimpara.

Tema: Utilizand strict monotonia functiei putere de grad impar, demonstreaza strict monotonia func-
tiei radical de ordin impar n, n € N, n 2 2, iar din proprietatile radicalilor de ordin impar, demonstreaza
imparitatea acestei functii.

7=
&

Determina valoarea maxima a functiei f:R — R, f(x) = V=3x7+ 24x - 16 + Vy—2x7 + 16x - 31.
Rezolvare:
Folosind formele canonice ale functiilor de gradul al doilea de sub cei doi radicali, se obtine:
foo = V32-3x- 47 + V1 -20x- &%, Din (x-4)?> 0, VxeR, obtinem 32-3(x-4)2<32 si
1-2(x - 4)?<1,Vx e R. Functiile radical de ordin 5, respectiv de ordin 7 sunt strict crescatoare pe R,

asadarS\/32 “3(x - 42 <32 = 2s,i7\/1 -2(x-4)2 < T |
V1= 1, de unde f(x) < 3,Vx € R. Cum fl4) = 3, re- 3 _ H /):’
zulta ca valoarea maxima a functiei este 3 si se FEEVE | e T T
atinge in x = 4. 2 — |g(e) = vz 1
T —
Lecturd grafica: - 5 N D ) N O
Pornind de la reprezentarea grafica a functiei 1 j
radical, se pot construi, prin diverse translatii, re- L] h(z|) = ‘/IE*I
prezentarile grafice ale unor functii compuse cu —— e S 5
functia radical. In imagine sunt reprezentate func- i »
tiile fx) = vX, g00 =vVx -1 si h(o =vx - 1. il T
® Functia feste functia de baza, cu domeniul de ‘

definitie [0, «) si cuimaginea [0, «).
® Functia g se obtine compunand functia radical de ordin 2, respectiv f, cu functia de gradul
intadi x — x — 1. Domeniul maxim de definitie al lui g se obtine impunand conditia x - 1 2 0, iarimaginea
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este intervalul [0, «). Curba reprezentativa a functiei g are exact aceeasi forma cu cea a functiei f'si se
obtine printr-o translatie spre dreapta, cu o unitate, din reprezentarea grafica a lui f.

® Functia h se obtine compunand functia de gradul intai x — x - 1 cu functia radical de ordin 2, res-
pectiv f. Domeniul de definitie al lui h este acelasi cu domeniul de definitie al lui f, respectiv [0, <), iar
Im(h) = [-1,). Curba reprezentativa a functiei h are exact aceeasi forma cu cea a functiei f si se obtine
printr-o translatie in jos, cu o unitate, din reprezentarea grafica a lui f.

o) | 1
m m
o/
Deformarea unui material
Studiind deformarea unei bare
metalice in functie de variatia tem-
peraturii fatd de temperatura ini-
tiald, un cercetdtor constata ca

deformarea (in mm) este data de re-
3

latia: d(x) = /| x |, unde x este varia-

tia temperaturii (in °C).

I. 1. Calculeaza:
a)d(8); b)d(-8); ¢)d(0).

2. Completeazé tabelul: Doua materiale se deformeaza in functie de variatia temperaturii

fata de o temperatura initiala dupa legile reprezentate in
X 27 -1 0 1 27 graficul alaturat. Care dintre ele se deformeaza mai mult la

d(x) aceeasi variatie de temperatura?

3. Compara: a) d(8) si d(-8); b)d(1)sid(27).

4. Explica de ce apare Ix| in formulg, in contextul problemei.

5. Determina variatia temperaturii x, stiind ca dx) = 2.

IL. 1. Reprezinta graficul functiei d:R —» R, d(x) = Vixi (sugestie: calculeaza cateva valori, observa si-
metria si utilizeaza graficul functiei radical de ordin 3)

2. Demonstreaza ca functia este para.

3. Compara functiile R - R, f(0) = xsi d:R - R, d(x) = VIxi, pentru x > 0. Care dintre ele are o cres-
tere mai rapida? Justifica.

III. 1. Primul material studiat se deformeaza dupa legea d,(x) = VIXT, iar un alt material are deforma-

3 . o . . o e v
rea d,(x) = 2 VixI. Care dintre ele se deformeaza mai mult pentru aceeasi variatie de temperatura?
2. Calculeaza diferenta dintre deformari pentru aceeasi variatie de temperatura si stabileste cum se
modifica aceasta diferenta cand Ix| creste.

G

A.
3 3 6
1. Calculeaza: a) 21—7; b) 1/256; c) 6\/(—2)”; d)Vv-2v2;e) %, x # 0; f),/0,0025.
2. Determina valorile lui x € Rpentru care: a) VX = %; b) VX = 6; ¢ UxZ=2.

&

Afla valorile lui a € Rpentru care expresia E(a) este bine definitd, in fiecare dintre situatiile:

5
a)E(a)=\/g; b)E@ = v3a=1: o) E@=va?-1; d)E@ =321

a?-1

4. Calculeazé:a)i/?-sx/?—Z; b)i/\/%; OV2+v2 V2 -V2; d)i/76—44\/§-i/76+44\/§.

a1

Scrie numerele urmatoare folosind un singur radical:

a)s\/2-3\/§-4\/§; b)\/33\/2\/§; c)ﬁw-ﬁ,yzo; d)ﬁ“’{/‘/ij_,x>0.
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6. Scrie in ordine crescatoare numerele: a) V5, 3\/§, i/@; b) \/_ Vi, 3\/§ Va.
5
Scoate factori de sub radicali: a) V8T 16; D) Ve 2)5; c) yo XY € R,y#0; d) 96—4‘5

7.
8. Introdu factorii din fata radicalului sub radical: a) 2 2\/7; b) -3 5\/5 ;o) - 2 & d) - \/_
9. Completeaza tabelul urmator cu expresiile conjugate algebric si cu produsul acestora:
Expresia 12 V3 -1 V242 VT
Conjugata algebrica V5 +1 VO +V3+1
Produsul

10. a) Citeste graficele din imaginea alaturata si, pentru '
fiecare functie in parte, stabileste domeniul de defi- _ ‘ !

nitie, imaginea functiei, precum si solutiile ecuatiilor

fix) =0, g(x) =0, respectiv h(x) = 0. @) =hETiA -z
b) Explicd in ce mod se obtin curbele reprezentative ale - 4‘1 EES ==V A SEEEEE l
functiilor g si h din reprezentarea grafica a functiei f. = i |
y ; ’ -
11. Folosind monotonia functiei radical, rezolva: T | |

5
a)V3x+12v/2x2+1; b)sx/l —x>Vx2-1;0)Vx+2<x; d)Vx-6>x.
12. Calculeaza media aritmetica, media geometricd si media armonica pentru seturile de numere:
a)1,3,9; b)2, 22 23 24; 11136

VT5 205 3T 5T I
B.

13. Verifica daca sunt adevarate afirmatiile:

4 . 9-5v3 _V3-1,
AV2+V3 - J7-4v3=1; D) by s OV14+6+v5 +14+ 65 €N,

14.Compara numerele
a=(2+1)W3-V2)Va + V55 - V6)sib=(2 - D3 +v2)Va - V5)(V5 + V6).

15.Rationalizeaza numitorii urmatoarelor fractii:

86 . 9 . 2 . . 34 3 .
Vsm-vr D Qs V. f )imz D a
g) 1 : h) 1 . 1) 12 <) 339 ;

Vi+e+ds Wi+ Wh+Ws+2 V128 -VE+v2-1 3+m’ V2-V7

16. Afla valorile reale ale numarului y pentru care expresia E(y) este bine definitd, in cazurile:
4 2 3
AEy)=yly - 1[+y’+3; D Ey=yT-y+yy-1; OEy)=y1-5-y3-

6
17. Determina multimea valorilor parametrului m € R, astfel incat vx? - 20m + x + m + 3 sa existe

pentru orice numar real x.
18.Demonstreaza ca: a) \/% eR\Q;
b) dacd x,y,a,be QsixvV2 +yV/3 =av2 + bV3,atuncix=asiy=b;
¢) exista a, b € Q astfel incat 3\/11 V2 +9V3 =av2 + bV3.
19. Calculeéizé sumele urmatoare:
b)S, = !

1
S = ) 3 3 3 >
a) 1 ;(k+l)\/ﬁ+k\/k+l’ 2 ;\/k_z+\/k(k+l)+\/(k+l)2
0 S,= DY V2k-ak-1; d)s, =
k=1

n

Z\/2k+ 1+2k(k+ 1)
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20.a) Demonstreazaidentitateaa® + b® + ¢®* - 3abc=(a + b + c)a? + b2 + ¢2 - ab - ac - bc), Va,b,c € R.
3
b) Demonstreaza ca, daca a, b, ¢ > 0, atunci % < Vabc < %ZHC.

atpte
c) Demonstreaza ca inegalitatea de mai sus (inegalitatea mediilor) devine egalitate daca si numai

dacaa=b=c.

X+y+z=3
d) Rezolva, iInR, x R x R ,sistemul de ecuatii { Y

xyz=1
21.Demonstreaza ca functia f:R — R, f(x) = 2x® - 6x2 + 6x — 27 este bijectiva si determina inversa ei.

C.
.o N N 3 3
22.Determind a € R astfel incat v2 + va + V2 - va = 2.

23. Demonstreaza ca functia f:[1,) - R, fix) = Vx + 1 — V/x — 1 este strict descrescatoare si afla valoa-
rea maxima a ei.

24.Se considera functia f:D — R, f(x) = Vx? = 2x + 5 + /x> - 4x + 29, unde D C R

este domeniul maximal de definitie al functiei.

a) Determind multimea D.

b) Analizeaza imaginea alaturata si stabileste cum modeleaza functia data
configuratia geometrica din imagine.

c) Afla valoarea minima a functiei, cand x parcurge integral multimea D.

d) Formuleaza o problema de geometrie sau una practica, folosind configuratia
din imagine sau alta asemdanatoare, pe care sa o modelezi utilizand functia radical,
urmarind optimizarea unor valori (aflarea valorii maxime sau a valorii minime).

2x-1 [8-2x 6 7-2x
25.Determina numerele rationale x pentru care are loc egalitatea: \/ \ (3 1 X) = \/g

26.Se considerd seturile de numere reale (a,,a,,a,,a ,) care satisfac, simultan, proprietatile:

(1) Ya,? + ai + "fas + faf = 12; 2) Q(l+m)=256.

a) Demonstreaza cd, dacd (a,,a, a,,a,) este un set de numere reale satisficand conditiile (1) si (2),

atunci setul de numere (iai, ta,ta, iai) satisface conditiile (1) si (2), oricum ar fi alese semnele * si
1 2 3 4

o M(x,0)

numerele diferite i ,i,i,i, €{1, 2, 3, 4}.
b) Determina toate seturile de patru numere reale cu proprietatile (1) si (2) si precizeaza numarul lor.
27. Se considera numerele reale a,b,c cu proprietatea a®+ b®+ c®=(a + b + ¢)°. Demonstreazad ca

3{/5+i/5+3\/—=3\/a+b+c.

28.a) Demonstreaza cd, daca x € R'si x + % € Q, atunci x™ + xi eQ,vneN.

b) Demonstreaza cd VV5 + 2 + VV5 -2 e R\Q,Vne N, n > 2.
29. Stabileste daca urmatoarele numere sunt rationale sau irationale:

Q)N =9+ 45 - /9 - 475; b) P =20 + 14v2 + 20 - 1472.

30. Se considera functia f:R - R, ]
foo=vVx2+x+1-Vx2-x+1. V—
a) Demonstreaza ca f este functie impara. kB o B ISNSE TeRRE IREES]

b) Demonstreaza ca functia fnu este surjectiva. flz) = Va2 fotl /o2 o
¢) Demonstreaza ca Imf= (-1, 1).

31.Folosind monotonia functiei radical, rezolva inecuatiile:
3 [7 — 4
Vx3 - 6x2+ 14x - 15 2 x - 3; b)%Sh C)2Vx -2 +Jx+ 2 <3Vx%-4;

4
d)S\/3x—l+2x—4s3\/x+3; e)Vx*-5x2+42x-1.
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Ecuatii si inecuatii cu radicali

Ecuatiile si inecuatiile irationale sunt cele care contin necunoscuta sau necunoscutele (si) sub
radical.

0 ecuatie sau o inecuatie irationald se numeste compatibila daca are solutii si incompatibilda daca
nu are solutii.

Un numar real se numeste solutie pentru o ecuatie sau o inecuatie irationala daca verifica ecuatia
sau inecuatia data, respectiv, daca inlocuind necunoscuta cu acel numar real se obtine o egalitate, res-
pectiv o inegalitate adevarata.

A rezolva o ecuatie irationala sau o inecuatie irationala inseamna a determina toate solutiile
acesteia.

Exemple de ecuatii si inecuatii care contin radicali,
dar nu intra in categoria ecuatiilor si inecuatiilor
irationale (nu contin necunoscuta sub radical)

Exemple de ecuatii si inecuatii irationale

(contin necunoscuta sub radical)

V32X =2 3-2x=3
VX =T+ Yx=T=1 7-4V3 -V2=3x+7
VX T 3x2-9 > x V2x2-(V2+1)x+1<0
3WVX-T-2Vx+ T < VxE-1 2>\32
x-1 _ x2+1 _
Vox+3 I =2x

Retine cei 3 pasi obligatorii pentru rezolvarea ecuatiilor si inecuatiilor irationale:

v Pasul 1: Impunerea conditiilor de existenta pentru expresiile care intrd in componenta ecuatiei
(revezi conditiile de existenta impuse radicalilor de ordin par, respectiv de ordin impar) si a conditiilor
de compatibilitate.

Exemple:

® Laecuatia v2 - x = x se impune conditia de existenta 2 - x 2 0, caci radicalul este de ordin par, dar
si conditia de compatibilitate x > 0, caci un radical de ordin par este totdeauna un numar pozitiv, deci nu
ar putea fi egal cu x, daca acesta ar fi negativ.
2-x20

xz0
D = [0, 2], ceea ce arata ca solutiile acestei ecuatii trebuie cautate in acest interval.

® Sistemul de conditii este { , cu solutia finala (dupa intersectarea celor doua intervale)

3 bl o, . . 193 . . . . [ . .
® La ecuatia 4 2;‘ ~ 31 = -3 conditia de existenta se impune fractiei, respectiv x + 3 # 0, caci radicalul
de ordin impar nu are nevoie de alte conditii restrictive de existenta, acesta fiind definit pe R. In plus,
radicalul de ordin impar poate fi atat numar pozitiv, cat si negativ, deci nu este nevoie de alte conditii de

compatibilitate. Singura conditie impusa conduce la D = R\{-3}, domeniu in care se cauta solutia.

® La ecuatia V2-x+3V2x-1-Vx-5= x, conditiile de existenta pentru radicalii de ordin 2 si de
2-x20
x-5z20
simultan, iar multimea solutiilor ecuatiei este, din start, S = @.

ordin 4 conduc la sistemul de inecuatii { cu solutie @. Asadar, expresiile nu sunt bine definite
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3-x20
x-320
x = 3, care verifica ecuatia, deci, fara alta rezolvare, ecuatia are solutia unica x = 3.

® [a inecuatia VX +3x7 -4 <xse impune conditia de existenta x* + 3x2 - 4 2 0, care se reduce la
rezolvarea unei inecuatii de gradul al doilea, dar si conditia de compatibilitate x = 0, caci radicalul de
ordin par este numar pozitiv, deci nu poate fi mai mic decat un numar negativ. Sistemul de conditii este
{x‘* +3x2-420

xz0
tiva a inecuatiei date, solutia obtinuta la rezolvare se intersecteaza cu D, aflandu-se astfel solutia finala.

4 3 4
® La ecuatia V3 - x + Vx+ 5 + Vx - 3 = 2, sistemul de conditii { are o singura solutie,

, cu solutia finald, dupa intersectia celor doua multimi, D = [1, ). Dupa rezolvarea efec-

® Lainecuatia vx? - 2x - 3 2 x se impune conditia de existenta a radicalului de ordin par, respectiv
x?-2x -3 20, ceea ce conduce la x € (-=,-1] U [3,«). Dar nu este necesara o conditie de compatibili-
tate, ci o abordare pe cazuri:
Daca x € (-« ,-1], atunci inecuatia este satisfacutd de orice element al intervalului, caci radicalul
de ordin par este numar pozitiv si va fi mai mare decat orice numar negativ. Asadar intervalul (-, -1]
va fi parte a solutiei inecuatiei initiale, fara alte transformari.
Daca x € [3,), atunci ambii membri ai inecuatiei sunt pozitivi si putem folosi monotonia functiei
putere pentru a obtine o inecuatie echivalenta cu prima, ridicand la puterea a doua cei doi
membri: x2 — 2x - 3 2 x2 Solutia acestei inecuatii se intersecteaza cu intervalul [3, ) si se ﬁ
obtine a doua parte a solutiei inecuatiei initiale. WV
Cele doua multimi obtinute ca parti ale solutiei finale din cele doua cazuri se reunesc si -
formeaza solutia finala.

elimind radicalii. Dupa fiecare transformare se revad conditiile de existenta sau de
compatibilitate impuse, iar daca este cazul se impun conditii noi.
Exemple de transformari care elimina radicalii si metode de rezolvare:
® /EC) =F (x), unde E(x), F(x) sunt functii de variabild reald x € D,n € N, n 2 2, unde D
este domeniul de existenta obtinut in urma rezolvarii conditiilor de existenta si de compatibilitate.
Se ridica ambii membri ai ecuatiei la puterea n pentru eliminarea radicalului, obtinandu-se E(x) = (F())™.
Multimea solutiilor acestei ecuatii se intersecteaza cu multimea D.
® J/x+2++/2-x=2,x€[-2,2]din conditiile de existenta
Eliminarea radicalilor nu se poate realiza dintr-o singura ridicare la patrat, asadar vor fi transformadri
multiple pand la eliminarea totald a radicalilor.
(Wx+2+V2-x)?=b4ex+2+2V4-x2+2-x=4,cusolutii -2, 2 care verifica ecuatia.
Uneori este utila separarea unui radical inainte de ridicarea la putere, pentru simplificarea calculelor.
@0+ -2+ 0T -0+ VT -207=3
Utilizarea expresiilor conjugate algebric simplifica adesea scrierea. Ecuatia se inmulteste cu conju-
gata algebrica a expresiei din membrul stang, apoi se ridica noua ecuatie la puterea a treia:

(3\/2+x+3 7—x)(2§/(2+x)2—3§/(2+x)(7—x)+3\/(7—x)2)=3(3\/2+x+3 7—x)©
@3(3\/2+x+3 7—x)=9©3\/2+x+3\/7—x=3

Se ridica la puterea a treia dupa formula algebrica (a + b)® = a® + b® + 3abla + b):

-
-~
v Pasul 2: Rezolvarea ecuatiei sau a inecuatiei prin transformari ale acesteia care @\ N
Y \
.

3 3 3
2+4x+7-x+3J2+x(7 -x (\/2 +x+ V7 - x) = 27 iar suma celor doi radicali de ordin 3 se inlocu-
ieste cu 3 (termenul liber al ecuatiei transformate). Noua ecuatie este

9 3\/ Q2Q+x7-x=18< 3\/ (2 + x)(7 - x) = 2 si prin ridicare la puterea a treia se elimina radicalul.
® V2x-1-Jx+3= -1, x € [0,) dupa impunerea conditiilor de existenta pentru radicalul de
ordin 2 (x = -3) si a conditiilor de compatibilitate V2x-1+120 (x 2 0).
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Simpla separare a radicalilor si ridicarea succesiva la putere nu este avantajoasa in orice situatie.
Sunt utile, uneori, diverse notatii convenabile.

3 _1=p3
Notatiile v2x -1 =a € Rsivx + 3 =b 2 0, conducla {2x+ 31 baz . Eliminand x din cele doua ecuatii,
X =
obtinem a® - 2b% = -7. Dar si ecuatia initiald reprezintd o relatie intrea sib: a - b = -1.

a*-2b%=-7
a-b=-1
® 3\/ x4+ 2 +3Vx+ 1l +Vx-1=1 1, cu x € [1,) dupa rezolvarea conditiilor de existenta.
In afara transformarilor algebrice mentionate, de retinut este si utilizarea injectivitdtii unor functii in
rezolvarea unor ecuatii.
In exemplul ales, membrul sting este o functie strict crescatoare, fiind o suma de compuneri ale
unor functii radical (strict crescatoare) cu functii de gradul I cu coeficient dominant pozitiv (strict cres-

Se rezolva sistemul { , in general prin substitutie, apoi se afla valorile lui x.

3 4
catoare). Functia f(x) = vV5x + 2 + 3vx + 11 + V/x - 1 este injectiva, deci ecuatia f(x) = 11 are cel mult o

solutie. Observand ca x = 5 verifica ecuatia, rezultd ca x = 5 este unica solutie.

v Pasul 3: Verificarea solutiilor. Prin ridicari succesive la putere nu se obtin totdeauna ecuatii echi-
valente (care au aceeasi multime de solutii) cu cele initiale, asadar selectarea solutiilor ecuatiei initiale
se face prin verificarea acestora in ecuatia initiala.

Pentru inecuatii, monotonia functiei radical si a functiei putere definite pe [0, ) ne asigura de echi-
valenta inecuatiilor obtinute prin ridicari la putere pentru eliminarea radicalilor.

Exemplu: Vx +1 - V/3x+1=-2

Conditiile de existenta conduc la x € [—%, oo). Prin reordonarea termenilor in cei doi membiri si eli-
minarea radicalilor, dupa doua ridicari succesive la patrat, se obtine ecuatia fara radicali x*> - 8x = 0, cu

solutii x = 0 si x = 8. Verificand aceste solutii in ecuatia initiala se observa ca x = 0 nu verificd ecuatia,
iar x = 8 verifica ecuatia, asadar multimea solutiilor este {8}. In realitate, ecuatia avea nevoie de conditii
suplimentare de compatibilitate pe parcurs.

3 PASI iN REZOLVAREA ECUATIILOR §I
INECUATIILOR IRATIONALE

PASUL 1 PASUL 2 PASUL 3
abilirea conditiilor Eliminarea radicalilor Verificarea solutiilor
& Conditii de existenta: @ Metode: g @ Important: -
o /(---) = 0 (ordin par) o ridicare la putere (2, 3 etc.) e pot apirea solutii false!
° ,/ ()i oricare numdr reali o transformarii algebrice @ Ce faci: B

(ordin impar)

@ inlocuiesti solutille in ecuatia initiala

7 Conditii de compatibilitate:

© expresille trebuie si fie definite ® dupi fiecare pas — verifici conditiile

@ pistrezi doar solutiile corecte

a Functia radical si functia putere pe [0, co) sunt monotone

e Inecuatiile obtinute prin ridicare la putere sunt echivalente (dacd sunt respectate conditiile)
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&5 Py

J
A.
1. Care dintre urmatoarele ecuatii sau inecuatii se incadreaza
in categoria ecuatiilor sau inecuatiilor irationale? }

Q) VX + VX = X; b)i/§+ﬁ=x;
QY3 +V2 =x; d) Vx + V2 = 2.

4
2. Care dintre urmatoarele numere reale este solutie pentru ecuatia vx?® = x?
a)1; b) 0; c)-1; d) 2.

. . ~ . . 3R . . 4
3. Care este domeniul de existenta si de compatibilitate ale ecuatiei: vx? -1 =2 - x?

4. Explica de ce nu pot avea solutii urmatoarele ecuatii, fara a incerca sa le rezolvi.
3
AVIx+10=-3; b)V=x’=v2x2+1; OVI+3x+Vx-3=0; d)vx+vx-10=1.

5. Rezolva ecuatiile:

4
a) V1 - 5x = 4; b) V2x + 6 = 2; Q) Vx? = V2x - 3; d)Vx+2=1++v2x-3.
6. Stabileste daca urmatoarele perechi de ecuatii sunt echivalente (au aceeasi multime de solutii):
3
Q) Vx+3)?=2six+3=2; b) Vx2+x+1=1six2=-Xx;

O VX +2=+3x+1si(Vx +2)?2=(/3x + 1)2
7. Rezolva ecuatiile folosind, eventual, expresii conjugate algebric:
a)Vx2+3x+6 - Vx2+3x+2=2;

)x++x+

=1,
c)S\/(2x+ 4)? —3\/(2x+4)(12 - 2X) +i/(12 - 2x)? = 4 d)\/x2 -5+ \/x—l2 =X;
e)Vx-1-Vx+2=VJ30+x-/6+x
8. Rezolva ecuatiile folosind, eventual, notatii convenabile:

A)x2+3x+4/x2+3x-6=18; b) VX =4 - VX +5 = —1;

C)S\/4x2 -20x+25+2x-3 =3\/m; d)3\/(x— D2 -3Yx+ DZ=2Vx?- 1.
9. Stabileste multimea solutiilor ecuatiilor:

AVE-X +V2xT -5 + VX~ 4 =3; b)V2x*-1+3Vx-6-5V5-x=

c)\/x2—2x+6\/x3—3x—2+i/x‘*—x3—8=0; d)F=i/ﬁ.

10.Rezolva ecuatiile, folosind injectivitatea unor functii:
A Vx+2+3Vx-1+V3x-2+V5x-1=10;

b)VIx-1 -vVI-x=1; OVIX -1 +Vvx=Vi7-x.
11.Explica de ce inecua‘giile urmadtoare nu au solutii, fara a incerca sa le rezolvi.
AV2-x+Vx-32-1 b)G\/x+1+4\/x+3+x25—5;

1
o) (Wx+1++Jx+ )(\/— m)<4.

12.Rezolva inecuatiile:

) V3XxT55>-8: b JVx-T<VI-x: c¥X-1-¥x+2 Vx+2 >0, d)VAxZ-9x+5<0;

x+3

3 —
e)Vx +7<Xx; f)V3x + 4 2 x; g Vx3-3x2+7x-12x-1; h) 2;(+21— 2);+_212%-
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B.
13.Rezolva ecuatiile si inecuatiile urmatoare:
4 3 3
A Vx*-3x2+2=x; b)V2x -3 -Vax+1=-2; V7 +xvV2 +V7-xV2 =2;

d)Vx+ Vx+ 11 +Vx - /x + 11 = 4 e)Vx2-4x+4 -x2-2x+1=vVx>-6x+09;

f)v2x2+5x -2 -J/2x2+5x-9 =1; g)ﬁé;i:g;;‘; h)i/x+5+i/x+6=3\/2x+11;

Wx+7 -Vx+3)*
X+7+Jx+3

i)S\/X+7—3\/2X—l =i/¥;j)i/8x+6+3\/5x+3=3\/3x+1 +3\/10x+8;k)

14. Rezolva ecuatiile si inecuatiile urmatoare:

3 —
AVx3-3x2+7x-12x-1; b)\/2;+21— 2’;:_212%; C)J%—VZ—X<2;

d)x+Vx*+120; e)3\/9—x+3x—1 >2; f)3\/2x+1 +3\/6x+1 >3\/2x—1; g) ‘3;2)(51

C.
15.Rezolva ecuatiile:

3
AVx+3-4Vx-1+Vx+8-6Vx-1=1; b)sx/(x—2)2+3\/(x—3)2=g\/x2—5x+6;
OVXHT =Vx=3; d)x—S\l/Y+6+x—3\1/Y+2+x—1\/Y=%; VI —x+x+1=5%2,

Ixz+ 1’
x+1 _10—2x X /17+X+ 17—X_§. 4 — 4 _ X
)3+ JVix+4= 6x+1; g)m_m—z, hyV1i-x+J15+x=2;
5 4

i) Vix - 2(x - 32) - V(x - D(x - 33) = 1.

16.Rezolva inecuatiile:

Q) (x - 2)2-(x - 3)2- VX = 8 2 0; b) 9 /X + VX + 18 2 0;
6x 12x “M2x . 1-+v1-9x2
O%-2 Vx-2 " 2Vx-2>0 %<1

17. Se considera ecuatiamx - 2m +3)Vx+1 +2m+2=0,meR".
a) Afla m € R pentru care 6 + 4+/3 este solutie a ecuatiei.
b) Afla valorile lui m € R pentru care ecuatia admite o singura solutie reala.
c) Afla valorile lui m € R pentru care ecuatia admite doua solutii reale.

18. Afla numerele reale a,,a,,...,a ,n € N', stiind ca
a +a, +..a
Ja,-1+2Ja, -4 +. .+na -n’=—-—F—"
19.Rezolva ecuatiile, discutand compatibilitatea si numarul de solutii reale in functie de parametrul
real a:
aAVx+5=va-x; bJa+Jvx+a=x; c)Vx2+3a?-+Vx2-3a?=x2.
20.Rezolva inecuatiile, discutand compatibilitatea si multimea solutiilor reale in functie de parametrul
real a:

a)x-Ja-2x<0; bvx-vx-1>a c)Vva?-x?>++2ax-x2>a.
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TEST DE EVALUARE

Subiectul I (30 puncte)

1. (10p) Determina coordonatele varfului parabolei asociate functiei de gradul al doilea R — R,
fix) = -2x?% + 8x - 5. Precizeaza valoarea maxima a functiei si imaginea sa, Im(f).

2. (10p) Determina domeniul maxim de definitie D C R pentru functia g:D — R, g(x) = ’i/m +
+ : 2x - 1.

3. (10p) Studiaza paritatea sau imparitatea functiei h:R — R, h(x) = 2 x7 - 3 x>, Justifica raspunsul folo-
sind definitia.

Subiectul al II-lea (30 de puncte)
4. Se considera functiile f,g:R — R, definite prin legile fix) = 3x — 2 si g(x) = x*> - x + 1.

a) (15p) Determind expresia analitica a functiei compuse f~ g. Folosind forma canonica sau proprie-
tatile functiei de gradul al doilea, justifica faptul ca functia f - g este marginita inferior.

b) (15p) Demonstreaza ca functia feste bijectiva si determina expresia functiei sale inverse, f ':R — R.

Subiectul al III-lea (30 de puncte)
5. Se considera functia f:[1, ) — [2, ), definita prin f{x) = x> - 2x + 3.
a) (10p) Demonstreaza ca functia f este strict crescdtoare pe intervalul [1, ).
b) (10p) Demonstreaza ca functia f este bijectiva si verifica faptul ca functia sa inversa are expresia
f1i]2,0) = [1,0),f(x) =1+ Vx - 2.
¢) (10p) Rezolva, in intervalul [1, «), ecuatia fix) = 2x - 1.
Timp de lucru efectiv: 50 de minute.
Nota: Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.

Provocarea finala: Ce este, de fapt, o functie? V
Dupa terminarea capitolului, trei elevi ofera definitii diferite:
Elevul A: O functie este o formula.; ./
Elevul B: O functie este un grafic.; Elevul C: O functie este o regula care

transforma informatii. / .
Toti trei sustin ca au dreptate. 1\
Reflecteaza si raspunde: \
1. Care definitie ti se pare cea mai apropiatd de ceea ce ai invatat? /\ :—
2. Poate o functie sa existe fara formula? =7’

3. Poate o functie sa existe fara grafic?
4. Daca doua functii au formule diferite, pot descrie acelasi fenomen?
5. Ce ai rdspunde acum unui elev de gimnaziu care te intreaba: ,La ce folosesc functiile?”

Priveste in urma... In acest capitol ai intalnit: functii afine; functii de gradul al doilea; functii putere;
functii radical; compuneri; functii injective, surjective, bijective; inversa unei functii inversabile; mono-
tonie, semn, paritate, curbura.

Intrebare-cheie. Care idee despre functii crezi ca iti va fi utila si peste zece ani?

Ideea mare: O functie nu este doar un obiect matematic. Este una dintre cele mai puternice modalitdti
prin care oamenii descriu schimbarea, dependenta si relatiile dintre fenomene.



TRIGONOMETRICE

Trigonometria este 0 'ramura a matematicii aparuta
odata cu geometria, inca din Antichitate, din necesitati
practice, insasi denumirea sa fiind compusa din cuvin-
tele grecesti trigonos (triunghi/triunghiular) si metron
(masurd), insemnand mdsurarea triunghiului. Astfel, tri-
gonometria face o legatura intre elementele triunghiului
— laturi si unghiuri. In clasele gimnaziale au aparut pri-
mele elemente de trigonometrie, in contextul studiului
triunghiului dreptunghic, introducand notiunile de sinus,
cosinus, tangentd si cotangentd ca rapoarte remarcabile
intre laturile acestui tip de triunghi. In acest capitol, extin-
dem studiul triunghiului dreptunghic la cel al triunghiului
oarecare, in principal pentru cele 3 cazuri fundamentale
de determinare a triunghiului (L.L.L., L.U.L., U.L.U.). Mai
mult, vom extinde notiunile de sinus, cosinus si tangentd
de la rapoarte de laturi la functii numerice, definite pe R,
in raport cu care vom studia proprietatile lor, alaturi de alte
functii elementare precum functia de gradul [, functia de
gradul al II-lea, putere, radical etc.
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Unitati de masura pentru unghiuri si arce.
Cercul trigonometric. Functii trigonometrice

In clasele gimnaziale ai invatat ca unghiurile si arcele de cerc se masoara in grade (sexagesimale).
Astfel iti este prea bine cunoscut ca unghiurile unui triunghi echilateral au masura de 60°, unghiul drept
al triunghiului dreptunghic are masura de 90°, unghiul alungit are masura de 180°, iar unghiul nul are
masura de 0° (prin conventie, fiind cazul in care laturile unghiului coincid). Asadar, masurile unghiuri-
lor sunt numere cuprinse in intervalul [0, 180].

De asemenea, masuri exprimate in grade (sexagesimale) au si
cercul (360°), semicercul (180°) si, in general, orice arc de cerc, fiind
independente de raza cercului.

Reamintim ca unghiul AOB din figura alaturata se numeste
unghi la centru pentru cercul cu centrul in O si ca masura arcu-
lui de cerc AB, cuprins intre laturile unghiului AOB, este egala cu
masura acestui unghi. Putem vorbi si de arcul mare AB, care are
masura de 360° — n°, unde am notat n° masura arcului mic.

Retinem ca operam cu mdsuri de unghiuri de la 0°la 180°, inclu-
siv, respectiv cu masuri de arce de la 0° la 360°, inclusiv. Submulti-
plii gradului sunt minutul (1° = 60’) si secunda (1’ = 60”).

Definirea functiilor trigonometrice ca functii numerice a con-
dus la introducerea unei noi unitati de masura pentru arce si un-
ghiuri. Putem masura arcele si in unitatea de masura luata pentru
raza (cm, m, km etc.).

Ne reamintim ca lungimea unui cerc cu raza R este data de for-
mula:L =2 - m- R.Lungimeaarculuimic AB,cuprinsintre laturile

unghiului AOB (de masurd n°) este datd de formula: L, , = ”'1}8(%

Observd figura alaturata, utilizeazd regula de 3 simpla si vei obtine
formula! De cele mai multe ori, mai ales in contexte reale, este mai
util sa cunosti si sa utilizezi metode, decdt sa memorezi formule.

@

Spunem ca un arc de cerc AB are masura 1 radian daca lungimea sa este egala cu raza cercului din
care provine.

Consecintad: Daca raza unui cerc este 1, atunci cercul are 2m radiani, semicercul are r radiani etc. in
acest caz, arcul AP are masura 1 radian, daca lungimea arcului este egala cu 1.

Asadar, mdsura in radiani a unui unghi este masura in radiani a arcului (mic) de cerc al carui centru
O este in varful unghiului, arcul apartinand interiorului unghiului.

Daca masura unghiului AOP este de n°, atunci lungimea arcului mic AP = %, n € [0, 180]. Pe de alta
180

parte, lungimea arcului este 1, deci n = <t~ In concluzie, un unghi (arc) de 1 radian are masura in grade n°

cun= &HO, o valoare aproximativa fiind de 57°17 ' 44 ” (corespunzatoare aproximarii mr ~ 3,1415).

18%' (x) in® — —qsg (radiani)

Retinem corespondentele: o (radiani) — (
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Pentru aceste corespondente putem apela la regula de 3 simpld: mradiani ................... 180°
. A(=?) oo n°
- n
A 1800 . . .
In tabelul urmator sunt evidentiate o serie de
exemple de corespondente intre cele doua tipuri Radiani o I~ I T I I 2n 3 o
de masuri.

si obtinem relatia o = Z2-2%- (mé&sura in radiani).
Grade 0° 15° 30° 36° 60° 90° 120° 135° 180°

Functia de infasurare

Consideram planul geometric raportat la un sistem xOy (de
axe perpendiculare) si cercul de centru O si raza 1, notat C(O, 1),
reprezentate in figura alaturata. Similar cu axa, care este caracte-
rizata de un sens de parcurs, asociem un sens de parcurs al cercu- I
[ui, numit sens trigonometric (sens direct/sens pozitiv/sens invers Al
acelor de ceasornic) in ordinea A, B, A’, B'. Celalalt sens (opus),in
ordinea A, B’, A, B il vom numi sens invers trigonometric (sens M
negativ).
In plan, axele Ox si Oy delimiteaza 4 zone numite cadrane. In-
teriorul unghiului AOB este numit cadranul I, interiorul unghiu-
lui BOA’ este numit cadranul al II-lea s.a.m.d.

@

Cercul C(O, 1), pe care am introdus un sens pozitiv de parcurgere invers acelor de ceasornic, se nu-
meste cerc trigonometric.

In multimea arcelor cercului trigonometric, un rol important il au arcele cu originea in punctul
A(1,0).

Exemplu: arcul AB (cu lungimea g), arcul ABA’ (cu lungimea m) etc. Tot cercul (privit ca arcul care
porneste din A si se termina in A are lungimea 2.

Functii trigonometrice

Pastrand notatiile din imaginea anterioara, introducem o functie p:R — C(0, 1) care asociaza fiecarui
numar real x un punct p(x) pe cercul C(0, 1). Pentru o mai buna intelegere, intuitiv, vom considera cercul
trigonometric ca fiind un mosor pe care se infasoard, in sens trigonometric, o dreapta d, imaginata ca
un fir fara grosime, tangenta la cerc in punctul A. Acest punct determina pe dreapta d doua semidrepte
cu originea in A. Daca C € d este situat in semiplanul determinat de dreapta Ox ce contine B, atunci [AC
este una dintre semidrepte, cealalta fiind semidreapta opusa [AC'.

Fiecarui numar real pozitiv x ii asociem un punct M pe semidreapta [AC, astfel incat AM = x. Ana-
log asociem numerelor negative puncte pe semidreapta [AC’. ,Infisurand” semidreapta [AC pe cerc, in
sens trigonometric, facem sa corespunda numarului pozitiv x un unic punct M_pe cercul trigonometric.

Definim: p(x) = M_. Analog, definim p(x) pentru x negativ, infisurand semidreapta [AC’ in sens invers
trigonometric pe cerc. Prin definitie: p(0) = A.

x este un numar real, iar p(x) este un punct al cercului x 0
trigonometric.

Alte valori ale functiei p gasiti prezente in tabelul urmator:

NE
3
|w

=|
1
12
1
3
N
=]

px) A B A B B A A
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Cine este p(1)? Este punctul M, pe cerc, in cadranul I, astfel incat lungimea arcului mic AM, are lun-

gimea 1. Similar, p(—3) =M _,,unde M , € cadranului III, pentru care lungimea arcului micAM , este 3
(Atentie, ne referim la lungime, deci asociem valori pozitive!).

Mai mult, dacd x € [0, 2mm) putem spune ca p(x) este un punct M_apartinand C(0, 1), pentru care lun-

gimea arcului mic A M_este x. In aceste conditii, putem vorbi de restrictia functiei p la intervalul [0, 2r).

Folosind aceasta restrictie, putem obtine p(x) pentru orice x € R. Pentru aceasta, este suficient sa

asociem lui x un alt numar, x* € [0, 2m), iar p(x) = p(x’). Numarul x" il numim redusul lui x la [0, 2r) si-1
obtinem astfel: x = 21 - [5-] + x’, unde lal este partea intreagd a numérului a.

Intr-adevar, x” este unic si apartine [0, 2m), deoarece 53— - 1 < [211] S oo x - 2n< 211[2 ] X.

Cumx’ =x - QH[E], rezulta ca x” € [0, 2m).

@

Asadar p(x) poate fi stabilit in doua etape: mai intai reducem x la x’, si apoi luam p(x) = p(x").

Functia p:R — €(0,1) definita prin p(x) = p(x’), unde x" este redusul lui x la [0,2mr), se numeste
functie de infasurare (sau functia de acoperire a cercului).

Definitia data justifica proprietatea functiei p de a-si repeta valorile: Vx € R, Vk € Z, p(x + 2kn) = p(x).

In ce cadran se afla numarul p(100)?
Rezolvare:

Cum 100 : 2~ 15,9, deci [100

5 ] =15, obtinem 100 = 2m - 15 + r, unde r este redusul lui 100 la [0, 2m)

(r=100"). Cumr =100 - 30m = 5,75, obtinem p(100) = p(r) = p(5,75) € cadranul IV.

A

Exprimad in grade, minute si secunde ( n°) valorile urmatoare: a) n = 12,34; b) n = 36,05; ¢) n = 89,16.
Exprima in radiani urmatoarele masuri de arce: O°' 30°%45°%60°%75°%90°%120°% 150°% 300°% 12°%,21°15".

Exprima in grade urmatoarele masuri de arce: 11, 3, &, 15 7> 37", HTH 51, 3.

Pe un cerc de raza 3 se situeaza punctele A si B care determina arcul mic AB de masura 30°. Deter-
mina lungimea arcului AB.

Pe un cerc de raza R se considera punctele A si B astfel incat lungimea arcului AB este 2r. Exprima
masura in grade a arcului AB. Caz particular R = 1.

Suma lungimilor a doua cercuri este 120 cm, iar suma lungimilor arcelor corespunzatoare la doua
unghiuri la centru egale in cele 2 cercuri este 40 cm. Determina masura unghiului la centru, in grade
si radiani.

Un ventilator face 660 rotatii/minut. Exprima in grade si radiani masura arcului descris de un punct
al elicei intr-o secunda.

Intr-un cerc de raza 3 se considera un arc de masura 1 radian. Determiné lungimea arcului.
Determina madsura a doua arce, stiind ca diferenta masurilor lor este == 12, iar suma este 36°. Exprima
rezultatul in grade, apoi in radiani.

Exprima in radiani si grade masura unui arc de cerc de raza 4 care are lungimea 8.
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Determina lungimea arcului de cerc de raza 3 care are masura 100°.

Corespunzator unui arc de raza 3, unghiul la centru are masura 2 radiani. Exprima in radiani masura
unghiului la centru ce corespunde aceluiasi arc intr-un cerc de raza 1.

Evalueaza masura unghiului format de acele minutar si orar ale unui ceasornic la ora 12:15. Com-
para raspunsul cu al colegului de banca. De ce anume din contextul dat trebuie sa tinem cont pentru
a obtine o masurare a unghiului cat mai corecta?

Pentru urmdtoarele exercitii rdman valabile notatiile de la cercul trigonometric si de la functia de
infasurare)
Determind x* pentru x € {—6; -3; 14;39;67TH}.

5m 1234m . . .
T)’ (T) si p(2n) de pe cercul trigonometric.

In ce cadran se situeaza punctele p(2); p(4); p(6); p(7)?

Demonstreaza ci AM, = M,M,. \ ’
Demonstreaza ca triunghiul AM2: M este echilateral, wy g

3 3 -
inclusiv prin reprezentare grafica. E

Stabileste natura patrulaterului AMx A’Asx .

6 6 I/—-

Enigma matematicianului: Cate puncte sunt intr-un punct?

Un elev afirma: ,Pe cercul trigonometric, fiecarui numar real ii corespunde exact un punct.”
Un coleg ii raspunde: ,Atunci punctul A(1,0) ar trebui sa corespunda unui singur numar.”
Totusi, 0, 21, 41, 61, —21, —41 corespund toate unui aceluiasi punct.

Cine greseste?

Determind punctele p(STH), p(

Reflecteaza si raspunde:

1. Un punct poate avea infinit de multe ,adrese”?

2. De ce functia de infasurare nu este injectiva?

3. Ce informatie pierdem atunci cand trecem de la numar la punct?
4. Cum ai putea recupera aceasta informatie?

Ideea mare: Uneori mai multe drumuri diferite conduc in acelasi loc. Trigonometria este primul capi-
tol in care intdlnim aceastd idee.
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Functii periodice

In natura intalnim fenomene si procese care se repetd identic, dupa un anumit interval de timp, cum ar
fi fazele Lunii sau mareea — miscari periodice de urcare si coborare a nivelului apei marilor si oceanelor,
care se repeta zilnic. Aceste fenomene sunt cauzate de fortele gravitationale exercitate de Luna si Soare
asupra Pamantului. Un alt exemplu este pendulul gravitational (de la fizicd), un dispozitiv care evidenti-
aza miscarea periodicd influentata de gravitatie. Tocmai de aceea, timpul necesar pentru o oscilatie com-
pleta (dus-intors) se numeste perioadd. Si functia de infdasurare arata o ,variatie” periodica a valorilor sale.

@

FieTeR,T#0siD cR. O functie f:D — R se numeste periodicd, de perioadd T, daca sunt indepli-
nite conditiile:a) x +t Te D, Vxe D;  b) fix+ T) = f(x), Vx € D.

~

Q
1) Functia de infasurare p:R — %(0,1) este periodicd de perioadd 2m: p(x + 2m) = p(x), Vx € R si

x + 2 € R, pentru orice x € R.
2) Functia f:Z — N, fix) = restul impartirii lui x la 5 este periodicd de perioadd 5. Pentru orice numar
intreg x, restul impartirii lui x + 5 la 5 este restul impartirii lui x1a 5, deci fix + 5) = fix) six £ 5€ Z,Vx € Z.

® Pentru functiile cu domeniul de definitie R, prima conditie din definitia functiei periodice este
indeplinita.

® Daca T € R este perioada, atunci nT,n € N’ este de asemenea perioada. Justifica!

® Daca o functie admite o perioada, atunci ea are perioada oricat de mare in valoare absoluta. Prin
urmare, domeniul de definitie al unei functii periodice nu poate fi o multime/un interval marginit.

® Daca T € R este perioada, atunci —T este perioada.

Intr-adevar,x - Te Dsifix)=fix- T+ T)=fix - T),Yx€D.

%)
Daca o functie periodica are o cea mai micd perioada pozitivd, =
aceasta se numeste perioadd principala. l\

1. Functia de infasurare p are perioada principald egala cu 2m.

Intr-adevar, la introducerea functiei am justificat ci 2m este perioada a functiei p. Demonstram ca
nu poate avea o perioadd pozitiva mai mica decdt 2m, prin reducere la absurd. Presupunem ca exista
T € R,0 < T < 2m, astfel incat p(x + T) = p(x), Vx € R. Pentru x = 0 obtinem p(T) = p(0) = A(1, 0). Pentru
x = it obtinem p(m + T) = p(nr) = A’(-1, 0), adica intervalul (0,  + T) al axei reale se infasoara pe arcul
AA’ de lungime m, contradictie.

2. Exista functii periodice care nu au perioada principala.

AL
/.@\\

s . 1, xe s e
Exemplu: Consideram functia y:R — {0, 1}, x(x) = { 0. xER~Q (numita functia lui Dirichlet).
y AN
Demonstram ca orice numar rational r € Q" este perioada. Intr-adevar:

1, x+reQ
= I B
x(x +7) {O X+rER~Q = x(x). In plus, niciun numdr irational nu este perioadd. Verifica! In con

cluzie, deoarece nu exista un cel mai mic numar rational pozitiv, functia y nu are perioada principala.
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3.Fie f:R — R o functie periodica si T > 0 o perioada a sa.

Demonstram ca Im f = f([0, T)). Deoarece [0, T) C R — f{[0, T)) C iR) = Im f.

Demonstram si incluziunea contrard, iR) c f([0, T)). Fie y € fiR), atunci 3x € R astfel incat y = fix).
Darx=T-x/T=T-(x/T] +{x/T}) =T - [x/T] + T -{x/T},adicax - T - [x/T] =T - {x/T} € [0, T). Atunci
y=fix)=fix-T-[x/T]) = AT - {x/T}) € f([0, T)).

g

Studiul oricarei proprietati a unei functii periodice poate fi analizat pe un interval de lungimea unei
perioade, eventual a perioadei principale.

Ilustram cu doud exemple:

a) Reprezentarea grafica a functiilor periodice

Cum reprezentdam grafic o functie periodica?

® o reprezentam pe un interval convenabil [a, a + T), unde T este perioada;

® translatam graficul obtinut (stanga-dreapta, de-a lungul axei Ox), corespunzator fiecarei perioade.

Astfel functia parte fractionara este periodicd, cu perioada principald 1, cu legea data de fix) = {x}.
Verifica!

Reprezentam functia pe intervalul [0, 1). Pentru x € [0, 1),fix) = {x} = x, ca segment de dreapta cu

capat inchis in punctul de abscisa 0 si deschis in punctul de abscisa 1. Apoi reprezentam pe fiecare pe-
rioada acelasi segment, prin translatare.

GRAFICUL FUNCTIEI PARTE FRACTIONARA {z} SI PERIODICITATEA SA

adY REPETITIVITATE
{CB } = — [-'L' ] PARTE - Graficul estefo serie de segmente iﬂ(enticn;.
r A - Se repetd |a fiecare interval unitar [k, k+1).
INTOTDEAUNA: 0 < {x} < 1 FRACEIO?QRA {.’L'} - Aceasta este o functie periodicé cu perioada P=1.
t
limita (Le";glusti ", SEGMENTE

Parte: functia repetitiva pe intervale "] 7 y IDENTICE

Y P R 302

ses / 0.510.5, :' / Valoarea se repet!
/ / 4

VANNANARN PP, / axax  EXPLICATIE
. : 4 H

SE REPETA

Exemple:

PENTRU ELEVI

_2 3 Acest grafic aratd cum functia
: : parte fractionard se comporta

INTERVALE

pe intervale unitare.

Imaginati-va ca luati graficul de la
01a 1 sifl stampilati peste tot
pe axa X, la stanga si la dreapta.
Fiecare stampila este exact |a fel!

1 3 P Acest model repetitiv la fiecare 1
axay Perioada de repetitie  unitate se numeste PERIODICITATE.

PERIOADA P=1

b) Demonstrarea unei identitdti

Consideram functia f:R — R, f(x) = [x] + [x + %] - [QX].
i) Demonstram ca f este periodica, de perioada %

ii) Verificam ca pentru Vx € [0,%), avem f{x) = 0.

iili) Demonstram ca Vx € R, [x] + [x+ %] = [2x] (Identitatea lui Hermite, matematician francez,
1822-1901).
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Rezolvare

1)f(x+ ) [x+ 2] + [x+ l] - [2x+ 1] = [x+%] + (l + [x]) - (l + [2x]) =f(x).
ii) Daca x € [ ,5), atunci [x] = 0, [x + %] =0, [2x] =0, deci flx) = 0.

iii) Conform cu i) si ii), egalitatea se prelungeste pentru orice x € R.

@@}
T
Se considera functiile f,g:R — R periodice de perioade T,, respectiv T,. Daca T € Q, atunci functiile
f+gsif-gsunt perlodlce

T
Rezolvare: Consideram m,n € Z" astfel incat Tl = %, cu(m,n) = 1 (prime intre ele). AtuncinT, =mT,
2

(=T). Obtinem (f+ g)x + T) = fix + T) + glx + D=fix+nT)+gx+mT,=fx)+gx) = (f+ g)x) (deoa-
rece nT, si m T, sunt perioade). Prin analogie, demonstreaza pentru produsul functiilor!

<)

Rezultatul acestui exercitiu il vom folosi in demonstrarea periodicitatii unor functii!
Atentie, in lectiile urmatoare vom vedea exemple de functii f,g periodice, de perioade T,T,

T
u = € R~ Q, dar functiile f + g, respectiv (f - g) sunt neperiodice!
2

1, npar
0, nimpar
Demonstreaza ca functia f:R — R, f(x) = x — [x], x € [n,n + 1) este periodica, de perioada principala 1.

Este functia monotona? Este functia marginita?

(Activitate in pereche) Se considera f:R — R functie periodica, iar T, si T, sunt perioade ale sale.

Justificati ca T, + T, si T, - T, sunt perioade ale functiei.

a) Daca T, si T, sunt perioade pentru functiile periodice f, respectiv g, cu proprietatea ca T € Q, de-
monstreaza ca f + g este periodica.

b) Demonstreaza ca daca g este periodica, atunci f - g este functie periodica.

Se considera functia f:R — R cu proprietatile: fix + 3) < f(x) + 3si fix + 2) 2 f(x) + 2, Vx € R.
Demonstreaza ca functia g:R — R, g(x) = f{x) - x este periodica de perioada 6.

Verifica faptul ca functia f:Z — Z,f(n) = { este periodica, de perioada principala 2.

Se considera f:R ~ {1} - R~ {-1} o functie cu proprietatea ca existd a > 0 astfel incat fix + a) =
1+ f0
T 1= foo

Da exemplu de o functie periodica si monotona. Ce situatie particulara au functiile care indeplinesc
ambele proprietati? ;

(Activitate pe grupe) In figura alatu- i
rata este reprezentat graficul unei
functii periodice f (de tip fierastrau).

a) Determinati perioada principald a
acesteia.

b) Ce strategii folositi pentru a obtine £t
valorile lui f(4,5) si f{-3,7)? Discutie la
nivel de grup.

c) Daca g este o restrictie la intervalul
[0, 2) a functiei f, determinati legea g(x). =

Vx € D, Demonstreaza ca functia este periodica.

9
g

45 5 55

-05
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Functiile trigonometrice sinus si cosinus

In clasa a VlI-a, pentru x € (0, 90°) am definit numerele sinx°, cosx° ca fiind rapoarte intre catete si
ipotenuza unui triunghi dreptunghic. Aminteste-ti formulele asociate! Vom extinde aceste rezultate la
sinusul si cosinusul unui unghi obtuz. Pentru aceasta, introducem doua functii numerice, definite pe R,
tot cu denumirile de sinus si cosinus.

Prin functia de infasurare, introdusa anterior, am asociat numarului real t un punct M, pe cercul tri-
gonometric. Coordonatele acestui punct sunt cosinusul si sinusul numarului t. Mai exact, daca Mt( X, Y:)’

atunci x? +y’ =1 (explicd!), decix,y, € [—1, 1].

@

L|sint M (cost, sint)

Vom numi cosinus, functia care face sa-i corespunda fiecdrui
numadr real t abscisa x, a punctului M,. Deci cos:R — [-1, 1],
cos(t) = x,.
Vom numi sinus, functia care face sa-i corespunda fiecdrui

numar real t ordonata y, a punctului M. Deci sin:R — [-1, 1],
sin(t) =Y,

A

Vom pastra, prin abuz de limbaj, aceeasi notatie pentru sinusul/cosinusul unui unghi, indiferent de
modul de exprimare (grade sau radiani). Atentie! Trebuie sa faci mereu distinctie intre sin n° si sin n.

Exemple de valori ale functiilor sinus si cosinus

Numarului 0 ii asociem punctul M, = A(l, 0)' astfel, cosO = 1; sin0 = 0.

Numarului % ii asociem punctul M% = B(O, l) astfel, cos =0, sm =1.
Numarului - i asociem punctul M__= A’(—l, 0); astfel, cos(—n) = -1; sin(-m) = 0.

AL
/.@,\\

Fros™ - sin ™
1.Dacate ( ) putem vorbi despre un unghi ascutit de masura oy

t radiani. Deﬁmna numerelor cos t si sin t data cu ajutorul triunghiu-
lui dreptunghic coincide cu cea data acum. Verificam afirmatia pen-

trute{zg )

o t= ~- Consideram N si P proiectiile punctului M pe axele Ox

respectiv Oy Conform definitiei, sm M N si cos 3 M%P. Obser-

vam ca AOM%N este dreptunghic 1soscel cu ipotenuza 1. Rezulta

= -1 ; . copel o Lo 1
ON = MHP 73 Obtinem relatii cunoscute: cos 4 =7 Sisin 4 75

® t— .Cum AOM N este dreptunghic, avand <:OM N= cateta

A’-{—E (cosF.sing)

opusa este ON = 1 OM = l Obtinem cos M P=0ON-= —. Din teo-

rema lui Pitagora obtmem M,N = £ , deci 31n§ = @

3
Retinem, fiind util: cosn® = cos 1800




o000 .0

2. Formula fundamentala a trigonometriei: Vx € R, sin?x + cos?x = 1.

Intr-adevar, considerand punctul M, pe cercul trigonometric si N proiectia sa pe axa Ox, aplicim teo-
rema lui Pitagorain A OM N dreptunghic: M, N> + ON? = OM? & sin’x + cos®x = 1.

Consecintd: Din formula anterioara, reiese ca sin?x,cos’x € [0, 1]. Regasim ca sinx, cosx € [-1, 1],
adica functiile sinus si cosinus sunt marginite.

In clasa a XI-a, apeland la cunostinte mai avansate de matematic, se va demonstra ca functiile sinus
si cosinus sunt surjective. Pana atunci, acceptam aceasta proprietate fara demonstratie!

Mg

Comparam numerele sin1 si sin2.

Rezolvare: Consideram M, (cosl,sinl ),M2(cos2,sin2). Conform
definitiei, sin1 = M, N si sin2 = M, P (distantele la axa Ox).

M, € cadranul I, M, € cadranul II. Deoarece 5 ~ 1 > 2 - 3,
rezulta ca M, este mai apropiat de M% decat M,, si deci
M,P > M N = sin2 > sinl.

3. Intre coordonatele a si b ale unui punct P apartinand cercului
trigonometric avem relatia:

a® + b* = 1 (ecuatia cercului trigonometric).

Dinrelatierezulta b = +v1 - a®* saua = £V 1 - b?,iar alegerea semnului se face in functie de cadranul
de apartenenta. Observam ca a,b € [-1, 1].
Reciproc, daca x,y € R astfel incat x? + y2 = 1, atunci exista 0 € [0, 2m) astfel incat x = cosO siy = sin®.

Demonstreaza ca sinx + cosx # 2,V¥x € R.

Rezolvare: Presupunem ca sinx + cosx = 2,Vx € R. Din sinx < 1,cosx < 1,Vx € R, rezulta ca sinx =1,
cosx = 1 sisin’x + cos?x = 2, fals.

&

(Activitate in pereche) Desenati pe hartie milimetrica un triunghi dreptunghic ABC, A =90°, cu
AB =10 cm si ABC = 40° (cu raportorul). Ce valori reprezinta sin 40° si cos 40°? Comparati rezultatele
obtinute, apoi faceti o medie a rezultatelor obtinute.

Utilizand definitia, calculeaza: sin0, cos0, sing—”, cos %H, cosgfn, sin %H, sin150°, cos330°.

Se considera punctul M pe cercul trigonometric. Precizeaza coordonatele punctului M daca:
a) cosAOM = %, M € cadranul I;  b) sinAOM = %, M € cadranul I1.

Comparad numerele cos1 si cos5. Compara si strategia ta de rezolvare cu a altor colegi.
Demonstreaza ca: a) Vx € R, sinx + cosx # —2; b)Vx € R, sinx - cosx # £1.

(Activitate pe grupe) Demonstrati ca Vx € R avem:

a) cos’x — sin’x =1 - 2sin®x; b) (sinx + cosx)? =1 + 2sinxcosx;

¢) cos®x — sin®x = (sinx — cosx)(1 + sinxcosx); d)sin*x — cos*x = —(cosx — sinx)(sinx + cosx).
Abordati intai independent, apoi discutati strategiile de rezolvare la nivelul grupei.
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Demonstreaza ca:

a) (acosx + bsinx)? + (asinx — bcosx)? = a? + b?, Vx € R;
b) -va? + b? < acosx + bsinx < Va? + b?, Vx € R.

Stiind ca sinx + cosx = a, calculeaza cos*x + sin“x.

Stiind ca sinx + cosx = a si sin®x + cos®x = b, stabileste o relatie intre a si b. Compara rezultatul tau
cu cel al colegului de banca.

Verifica faptul ca v4sin2x + cos*x + v/sin*x + 4 cos?x nu depinde de x.
- i = 1 Tt 1 T oricare x € (O,g).
SMX ¥ COSX 2c0sx + grr 28inX + zosx

Putem generaliza identitatea la orice x real? Justifica (contraexemplu).

Demonstreaza ca

Determina imaginea functiilor:
a)fiR - R,flx) = 2sinx - 3; b)f:R - R,fix) =1 - sinx| + |1 + sinx|; ¢)f:R - R,flx) = sinx + cosx.

A. Proprietati ale functiilor sinus si cosinus )
Y

Semnul functiilor sinus si cosinus e

Semnul functiei sinus (cosinus) pe un interval I este dat de sem-
nul numarului sinx (cosx), x € I.

Semnele numerelor sinx si cosx se obtin tinand seama de aparte-
nenta punctului M _la cadranele determinate de axele de coordonate
si de semnul abscisei si ordonatei unui punct in aceste cadrane. Ob-
servand si figura aldturata:

M, € cadranul I = sinx > 0,cosx > 0,
M, € cadranul Il = siny > 0,cosy < 0;
M, € cadranul Il = sinz < 0,cosz < 0,
M, € cadranul IV = sinw < 0,cosw > 0.

SEMNELE FUNCTIILOR SINUS §1 COSINUS PE CERCUL TRIGONOMETRIC

Aaxa e
cADRANULN 1777 capranuLi . REZUMATSINUS Y,
1 ’—adﬂ Semn SIne \ R TRIGE
[ +
] +
1 = POZITIV SUS (I, I1)
TOATEY IV —  NEGATIVJOS (Ill, V)
POZITIVE
= REZUMAT COSINUS
}ax&x Cadran | Semn (cosB)
] | -
1 = POZITIV DREAPTA (I, IV)
v +  NEGATIV STANGA (I, I1T)

REGULA PRACTICA MNEMONICA:
< POZITIVEIN: (T) (A) (€) (5)

MNEMONICA SIN-COS:
SINUS ESTE POZITIV SUS.
CADRANUL IV COSINUS ESTE POZITIV DREAPTA.

Luand in considerare si cazul de egalitate cu 0, putem stabili pe [0, 2r1) semnul functiei sinus (cosinus):

3
L > 2n

N3
NIE

x 0 T 5 2n x 0

Sinx 0 +#+++ 1 444+ 0 ---- -1 ---- 0 COSX 1 +44+ 0 =---- 1 === 0 ++++ 1
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|. Determind semnul produsului sin+/3 - sin+/7 - sin V32,

Rezolvare:+/3 siV7 apartinintervalului (0, i), decisin V3 > 0,sin V7 > 0;3\/ 32 zS,l?,deciS\/BQ € (H,%)

3
si sinv32 < 0. Rezulta ca produsul este negativ.

o 3m

22

B n 3n 5 ; i n
Rezolvare: In cazul x € (?T) rezulta cosx € (-1, 0), deci [cosx] = —-1. In cazul x € {5,

Determina [cosx], x € [

3

?}, cosx =0,

deci [cosx] = 0.

surjectiva, rezulta ca in intervalul [0, 2r) ecuatia cosx = -1 are dous solutii.

Reflectie: Pentru oricare x numar real, care este multimea valorilor lui [cosx]?

a) Determina x € [0, 2m) pentru care cosx = sinx. b) Determina x € [0,2rt] pentru care |cosx| = |sinx].
Rezolvare:

a) Din definitie rezulta ca x apartine bisectoarei cadranelor I si 1. Rezulta x € {5 5—”}

A
b) [cosx]| = |sinx| < cosx = sinx sau cosx = —sinx, deci x € {%,STH} U STH,?TH} = {%,ST",STH,%H}
a) Cate solutii are ecuatia cosx = _Tl,x € [O, 211) ? .J
b) Se considera x € (g, n), astfel incat cosx = —%. Determina sinx. 2 ? ”
c) Stabileste semnul numerelor: i) sin 62°; ii) sin62. = 3
Rezolvare: / N
a) Functia cosinus este negativa in cadranele II si III. Deoarece este / j

3
b) Din teorema fundamentala sin’?x + cos?x =1 rezulta sinx = V1 - cos?x. Deoarece x € (g, n)

(cadranul Il), sinx > 0, deci sinx = +4/1 - ( - %)2 = ¥

¢) i) 62° € cadranul I, deci sin 62° > 0;
i1)62 =9 - 2 + r,unde r este redusul lui 62 1a [0, 2m). Astfel, r = 62 — 18 = 62 - 56,54 = 5,46. Pentru

ca 5,46 € (3717, 211), rezulta ca 62 € cadranul 1V, deci sin62 < 0.

G

P
7
Determina sinx in cazurile:
1 n 1 n 4 3n
a) CoSX = 3,X € (0,5); b) COSX = 3,X € (0,5); C) COSX = -5 XE (H’T)' E&) |
Determina cosx in cazurile: L
iy = _24 3n . = 3 o). o 4 3n
a) sinx = 25,xe( 2,21'[), b)sznx—S,xe(z,n), ¢) sinx = 5,xe(n, 2).

Stabileste semnul fiecarui produs:

a) cos1 - cos2 - cos3 - cos4; b)sin2 - sin4 - sin5 - sin6;  ¢) sinV3 - cosV5 - cosV7 - sini/216.
Stabileste semnul fiecarei sume: a) sin1 + sin3 + sin6;  b) cos1 + cos6; c¢) sin70° - cos 100°.

Determina partea intreaga a numerelor: a) sin 31 b) sin44; ) sin49; d) cosm?.

127
Stabileste semnul numerelor: a)sin716—1”; b) coslq%; c)cos5; d)sin2,6; e)sin340°.

Determina semnul numarului sin(3cos2).

(Activitate in pereche) Exista x € R astfel incat [sinx] + [cosx] = 2? Formulati independent cate un
rationament, apoi discutati intre voi.

Determina x € [0, 2m) pentru care:a) sinx - cosx < 0; b) sinx - cosx > 0.
Determina x € [0, 2] astfel incat: a) sin(x + g) < 0; b) sin(x + %) - cosx > 0.
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Determina t € [0, 2m) pentru care avem: a) sint = cost;  b) sint = —cost.
Determina t € [0, 2mt] pentru care |sint + cost| = |sint| + |cost].

(Activitatepegrupe)Se considerd x € Rastfelincatsinx + cosx € Q.Demonstraticasin"x + cos"x € Q,
V n € N". Abordati cerinta individual, apoi discutati strategiile aplicate la nivelul grupei.

B. Periodicitatea functiilor sinus si cosinus

A=
e
PAN

Functiile sin:R — [-1,1] si cos:R — [-1,1] sunt periodice, avand perioada principala 2.

Consideram utild prezentarea rationamentului (demonstratiei) pentru aceastd teoremd.

S-a prezentat deja ca functia de infasurare p:R — C(0, 1) este periodica, de perioada principala 2m.
Astfel, p(x +2m =px), Vx€ER & M _, =M, asadar coordonatele punctelor M_si M, sunt egale. Re-
zulta cos(x + 2m) = cosx si sin(x + 2m) = sinx, oricare ar fi x € R, ceea ce semnaleaza ca functiile sunt
periodice, avand multimea perioadelor {2k | k € Z7}.

Ramane sa justificam ca 2 este chiar perioada principala. Prin reducere la absurd, presupunem ca
3 T € (0, 2m) astfel incat sin(x + T) = sinx, Vx € R. Pentru x = 0, egalitatea revine la sinT = sin0 = 0, ceea

ce este echivalent cu T = ki, k € Z. Insa kr € (0, 2m), de unde k = 1 si atunci: sin(x + n) = sinx, Vx € R.

Pentru x = 7, egalitatea devine sin%’T = sing < -1 = 1(fals).

Analog se demonstreaza ca 2 este perioada principala si pentru cos.

72
&

Demonstreazd ca coslgTIT € Qsisin420°e R\ Q.

Rezolvare: cos(13%) = cos(6m + ) = cos (deoarece 6 este perioada), deci cos(13%) =

3 3
sin(420°) = sin(360° + 60°) = sin 60°, deci sin(420°) = sin60° = g eR\Q.

Demonstreaza ca functia f:R — [0, 1],f(x) = |sinx]| este

periodicd, avand perioada principala m. NOTA:
sin(x +m) = -sin x

e Q.

N[ —

Rezolvare:

Trebuie sa demonstram ca |sin(x + )| = |sinx| (1). Punc-
tele M_si M, sunt diametral opuse in cerc. Egalitatea (1)
este echivalenta cu egalitatea distantelor de la cele 2 puncte
la axa Ox, ceea ce este usor de demonstrat avand in vedere
triunghiurile dreptunghice evidentiate in figura (verifica!).

Demonstram prin reducere la absurd ca m este peri-
oada principala:

Fie T € (0, ) astfel incat |sin(x + )| = Isinx|, Vx € R (2).
Punand x =0 in (2) obtinem [sinT| = [sin0| = 0 = T = ki,
k € Z'. Insa knt € (0, ) este falsa, contradictie.

Vei invata la fizica despre miscarea oscilatorie armonicd, de exemplu miscarea unui pendul gravita-
tional, a unui resort (arc) etc. Legea de miscare este descrisa de o functie sinus sau cosinus de forma:
s(t) = Asin(wt + @) sau s(t) = Acos(ot + @); s(t) este o functie periodica de timp care se numeste elon-

gatie (deplasare), care — uzual — se masoara in metri, centimetri.

® Perioada T este timpul pentru o oscilatie completa (secunde).

® A = amplitudinea (deplasarea maxima de la pozitia de echilibru).

® = se numeste pulsatie si este legata de frecventa f, w = 2m - f = ZTH (se masoara in rad/s).

® ( este faza initiala.

MAGNITUDINE
EGALA
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In contextul dat, consideram functia de lege s(t) = Asin(wt + @). Demonstram ca T = <= este perioada.
Rezolvare: Intr-adevar s(t + T) = Asin(o(t + T) + ¢) = Asin(ot + oT + ¢) = Asin((wt + ¢) = s( t).
Observatie: Prin analogie, se poate demonstra un rezultat mai general: daca o functie g are perioada

T > 0, atunci functia x — g(ax + b),a € R, are perioada L o> 0.

a) Demonstreaza ca functia f:R - R, f(x) = cos9x + sin21x este periodica.
b) Demonstreaza ca functiag:R — R, g(x) = x(x) + sinx, x € R nueste periodica (y este functia lui Dirichlet).

Rezolvare: a) Observam ca f este suma a doua functii g si h cu legile g(x) = c0s9x si h(x) = sin21x.
Conform observatiei anterioare, g este periodica cu perioada principala T, = <, iar h este periodica cu

perioada principala T, = %—’17 r ,

Am demonstrat anterior ca daca T, €Q, atunci g+h este periodica. Intr-adevar, = ﬂ €Q, deci
3T, =7T,= este perioada a functiei. Pot1 demonstra ca este chiar perioada principala pe2ntru f. (Verifica!)

b) Presupunem ci exista TER' astfel incat gx+T)=g(x) @ x(x + T) + sin(x + T) = x(x) + sin x,
Vx € R (1). Analizam cazurile:

® Pentru T € Q, (1) devine y(x) + sin(x + T) = y(x) + sinx < sin(x + T) = sinx, Vx € R. Rezulta T = 2km,
ke 7', adica T ¢ Q, contradictie.

® PentruT € R ~ Q, particularizand x = 0in (1) obtinem y(T) + sinT = x(0) + sin0 < sinT = 0 & T = km;
k= 0,k e 7, deci (1) & y(x + k) + sin(x + k) = y(x) + sinx, Vx € R.

Pentrux = 1obtinemy(1 + kr) + sin(1 + k) = (1) + sin1 < 0 + sin(1 + k) = 1 + sin1(2).Pentru kpar,
(2) ©sinl =1 +sinl ©0=1 (fals). Pentru k impar, (2) < sin(1 +m =1 + sinl = -sinl =1 + sinl =
= sinl = -0,5, fals (deoarece sin1 > 0); contradictie. Asadar in ambele cazuri avem contradictie.

Observatie: Functia g din exemplul 4b) este o suma de functii periodice, care nu este periodica!

s

1021”; [ ; Si 2034’1 ; COS5IT; cos(—2065n) ; COS ]837" ; sin 750°%; cos(-1020°).
b) Daca 0 e (O g) si cosO = l calculeaza sin®; cos(® + 17m); sin(® — 25m).

¢) Daca sin6 = —2 ,0e ( 3” ) calculeaza co0s0; sin(0 + 20m); cos(® — 15m).

d) Se considera ¢ € (O, 2) si sing = —. Demonstreaza ca Ja € (15, 20) astfel incat sina = %
(Activitate in pereche) Pentru functiile urmatoare, domeniul de definitie este R. Demonstrati ca nu-
marul T este perioada:

a) f,00 = 3cos2x - cos4x, T=m; b)f,(x) =cos’x - szn , T=4m; ofo=1+ singx, T = 4;

d) f,(0 = sinnx - % + [g],T =2; e fx=Icosnxl, T=1; ) £,0 = [cos3x], T = 43—”

Da exemplu de numar a € R" pentru care functia R - R, fix) = ‘/cosax este periodica.

Este functia f:[-4m, 4n] — R,f(x) = sin2x periodica?

Functiile urmatoare sunt definite pe R cu valori in R si sunt periodice. Determina perioada principala:

a)fl(x) = 8in3x + cos6x ; b)fQ(x) = sin3x — sin4x;

c)fg(x) = 23in(3x + 4); d)ﬁ(x) = sin42x + cos35x.

Justifica faptul ca functiile urmatoare, definite pe R, nu sunt periodice:
a) flx) = x + cos2x; b) fix) = sinx - x2.

Se considera functia f:R — R, flx) = [sinx].
a) Reprezinta grafic restrictia lui fla [0, 2m). b) Reprezinta grafic functia f pe R.
c) Reprezinta grafic functia g:R — R, g(x) = [cosx].

1;(2)0_”11, atunci sin x° = sinx.

Demonstreaza ca dacd x =
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C. Paritatea si imparitatea functiilor sinus si cosinus

@

Functia sin:R — [-1, 1] este impara: Vx € R, sin(-x) = -sinx.

Functia cos:R — [-1, 1] este para: Vx € R, cos(-x) = cosx.

Demonstratie. Fie x € R si punctele M_si M__pe cercul trigonometric. 3k € Z astfel incat x = 2km + x',
unde x” € [0, 2m), deci putem presupune ca x € [0, 2m).

Observam cd punctele M_si M_ sunt simetrice fata de diametrul AA’ (axa Ox), deci M_are coordona-
tele (cosx, sinx), iar M__are coordonatele (cos(-x), sin(-x)). Deducem ca cos(-x) = cosx si sin(-x) = —sinx
(deoarece abscisele punctelor M, si M__sunt egale, iar ordonatele sunt opuse).

~
rQ
~

=]

; sin<—7—”> = —sin‘l= —sin<2n - %) = —sin(——) = sin% = Q.

Verifica faptul ca functia f:R — R,f(x) = sinx - cosx este impara.
Rezolvare: f{-x) = sin(-x) - cos(-x) = —sinx - cosx = —f(x), pentru orice x real.
Demonstreaza ca functia f:R — R, f{x) = 1 + sinx nu este nici para, nici impara.
.7 5 I\ _ . I\ _ A IT\ _ . T It : It n
Rezolvare: Intr-adevar, f(—f) =1+ sm(—f) = O,f( 5) =2, dec1f(—5) ¢f( 5) S,lf(—f) # —f( 5).

Se considera f:R — R o functie impara si functiile g:R — R, g(x) = fsinx), h:R — R, h(x) = flcosx). e

]
Demonstreaza ca g este impara si ca h este para. -
Rezolvare: sg(-x) = flsin(-x)) = fl-sinx) = —f(sinx) = —-g(x); h(-x) = flcos(-x)) = flcosx) = h(x), pentru
orice x real.
Se considera functiile g:R — Rimpara si f:R — R,flx) = g(x) + sinx. Daca P(a,b) apartine graficului
functiei f, demonstreaza ca P'(-a, -b) apartine de asemenea graficului functiei f.
Rezolvare: Functia f este impara, fiind suma de functii impare. - o
Atunci f(-a) = g(-a + sin(-a)) = -(g(a) + sina) = -fla) = -b. o — g
@ T~
Demonstreaza cd urmatoarele functii sunt pare:
fiR - R,filx) =sin’x; g:R — R,g(x)=2x?+ cos3x; h:R— R, h(x) = %.

Demonstreaza ca urmatoarele functii sunt impare: f:R — R,f(x) = sinx®; g:R — R, g(x) = 2x° + sin3x.

Calculeaza sin(—g) : cos(—%”) : sin(—l?%).

Demonstreaza ca functia f:R — R, f{x) = sinx + cosx nu este nici para, nici impara.

(Activitate in pereche)

a) Fie f:R — R o functie para. Demonstrati ca functiile x — f{x) + sin?x si x — flcosx) sunt pare.

b) Se considera f:R — R o functie impara. Demonstrati ca functiile x — g(x) = f{x) + sinxcosx si x - h
(x) = fA(sinx) sunt impare.

Se considera functia f:R — R cu proprietatea fla + b) + fla - b) = 2fla) + 2f(b), Va,b e R.

a) Demonstreaza ca f{0) = 0.

b) Da exemplu de functie f, nenula.

c) Demonstreaza ca functia g:R — R, g(x) = fix) + cosx este para.
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D. Reducerea la primul cadran

Consideram x € R. Tinand cont de periodicitatea functiilor sinus si cosinus, calculul lui sinx si cosx se
vareduce practiclacalculul redusului x"dinrelatiax = 2k + x",k € Zsix" € [0,2m). Obtinem sinx = sinx’,
cosx = cosx’. Se mai spune ca reducem argumentul lui sin si cos la intervalul [0, 2n). In plus, formulele
urmatoare permit reducerea argumentului la intervalul [O, g] (reducerea la primul cadran).

@
(1) Pentru x € [0, 2m), cos(rt — x) = —cosx; sin(ft — x) = sinx.
(2) Pentru x € [0, 21), cos(t + X) = —cosx; Sin(it + x) = —sinx.
Demonstratie: Este suficient sa obser-

<A < < . . REDUCEREA LA PRIMUL CADRAN: Formule pentru m+x si t-x
vam in figura alaturatd ca punctele P _si P 4

YAa.
; ; 5 ; Formule pentru Tt+x (730 Sine Formule pentru t-x
sgnt 31metr1c'e fa';e'l de O%/, iar punctele P, A 3 P ucharn
si P/ _sunt simetrice fata de O. Formulele " P =
v IHX . ’ cos(1r+x)=-cos(x) . cos(Tt-x)=-cos(x)
se prelungesc apoi la x € R. De asemenea sin(iesx)=-sin(x) ' sin(x) il ra skl
sin(2m - x) = —sinx; cos(2m - x) = cosx. (3) N e !
il cos(m-x) X o 10 X v
Cum utilizam aceste formule in calcul? Ny cos(m+x) cos(x) (Cosine)
1.ReducemxeRlax e [O, 2H). Formule pentru tr+x - ” Sumar Formule Cheie
. Jid i (Diametral Opus) sin(x] {cos(m+x)=-cos(x)}
2. Daca x e' [ 2,11] '(cadranul 1), cal e Feos(resx)=-cos(x)}
culam m-x" si folosim formulele (1): sin(r+x)=-sin(x) {cos(m+x)=-cos(x)}

Y
e . . . 32 L sin(m-x)=sin(x) J
sinx” = sin(mt — x"),cosx” = —cos(rt — x°).

3. Daca x' e [1‘[,3—”] (cadranul III), calculam x" - m si cosx” = —cos(x" - n); sinx" = -sin(x" - n) (for-
mulele (2)).

4. Dacax’ e STH, 211) (cadranul 1V), calculam 2m - x” si apoi formulele (3) sau putem utiliza paritatea
(imparitatea) si periodicitatea functiilor.

Practic, daca x’ este redusul lui x la cadranul I, atunci sinx = £sinx’ si cosx = +cosx’, alegerea semnu-
lui facandu-se dupa semnul functiei din cadranul in care se afla x.

£Q,
%e (%,n); cos(zg—”) = cos(n - %) = —cos%g = —%; sin%T = sin<n+ ) = -siny = v2.

53m) _ . .53m _ sm\ _ . .50 _ _n\__,..0__V3
cos( T) = oS5 —cos(8n+ = ) = C0Sg —cos(n 6) =-C0sg=""5"
Asociaza etapele de calcul cu etapele de rationament descrise, pentru a verifica faptul ca ai inteles
procedeul!

|

Formule: cosx = sin(g - x) ,VxeR (1) sinx = cos(g - x), VxeR(2)

Justificare: Putem considera x € [0, 2n) si analizam cazurile:

I.xe [O,g], cosx = distanta lui M_la Oy = distanta lui M%_x la Ox = sin(g - x), din congruenta de
triunghiuri dreptunghice.

II.xe (g,n], COsX = —cos(n - x) = —sin(
din imparitatea functiei sin.

It

- (H—x)) = —sin(x—%) =sin(§—x), @ @

N[

Analog tratam cazurile x € (11, 3—”] sixe (32—”, 2m). & \
Formula (2) se deduce din (1): cos(% - x) = sin(g - (% - x)) = sinx. T \ )



N
&;

7
SN\

= COS(

&

Verifica egalitatile:

o0 . .0

of 31 ) sin1°-sin2°-sin3°-...-sin 89° _
=+x)+ + - =
a) cos ( 5+ X smxcos(x ) 0, pentru orice x real. b) 05 17 005 2° - c0s T+ sin 89°
Rezolvare:
a) cos (37” + x) = cosz( - % + x) = cosz<g - x) = sin’x; cos(x + %) = —Sinx.

b) Tinem cont ca sin(90° - x°) = cosx°.

. 901 ° 90m °
Sm( 180+n> _008(180+n)

Lo 90m o _ of 907”L
Rezolvare: szn(ro n H) = Sl”( 180+ " 180

—ein T _ m__m ) _
)‘Sm2(180+m‘cos(z 2(180+n))_

2(180 + m 2(180 + 180

3m,5m, 7n

Calculeaza sin si cos pentru x € { S T

2 _ 2
180 + 1T n)=cos 180m =COS< 9041'_(11)'

25m, 125m, 2, 4m, 5m, 2001

4742 42 4> 3 23’ 3’ 3’ 3

Calculeaza sin si cos pentru x € {330"' -240°%

°;135°%225°%.

Se considera x € ( ,32 ) sicosx=-% Calculeaza sm(2 + x); sin(?’2—1T - x); cos(%’T + x)
5. - 3am_ ) _ o
Calculeaza: a) E = cos ( 5 x) smxcos( 5 x)

b)F= sin(n - x)cos(g - x) - cos<n+ x) si

n(§ - x) unde x este numar real.
141,

Determina partea intreaga si partea fractionara a numerelor: a) sin =%~ 13 b) sin45; c) cosm®.

Stabileste semnul numerelor: a) sin 1098“ ;

Demonstreaza ca:
a) cos(x + nm) = (-1)"cosx,Vx € R,n € N;

(Activitate in pereche) Demonstrati ca:
a)2”cos e€Z, VYneN; b) (\/—) cos—e
Determina sinx din ecuatia cos?(x = 990°) +
Rescrie intr-o forma mai simpla:

b) sin%cosSO; ¢) sin(3cos3);  d) cos?100.

b) sin(x+ (2n + 1)%) = (—1)”cosx, VxeR,neN.

2n - 3m
6

Z,YneNn=2; C)Z"Sin
2cos(x — 990°) =

eZ, VneN.

a) sin(x + §) + cos(x + m); b) sin(x + 3—”) + cos(x - 5);
sin(5 — x)cos(x + 2m) q sin(x + 180°) - cos(x + %)
sinz(% - X) ’ sin?123

Verifica daca sin(a + 5—") = cos( SLg a) pentru orice a real.

4 4

Calculeaza: cos1° + cos2° + cos3° + ...+c0s 180°% sin1° + sin2° + sin 3° + ... +sin 360°.

Sm

Determina cosx din relatia sin(x - 7) = szn(x + 17")+ sin(—l91‘t).

Demonstreaza ca cos(

180+ 180 +

2

360m >O=COS( 36011“).



000 .0

Functiile tangenta si cotangenta

In clasele gimnaziale s-a definit tangenta unui unghi ascutit dintr-un triunghi dreptunghic ABC, de

sinx

. catete AB si AC, ca fiind raportul dintre cateta opusa si cateta aldturatd unghiului, tgx = % (sau inversa
acestei fractii). Cum sinx = 2 si cosx = g—g, am dedus ca tgx = z5sx- La fel pentru cotangenta, ctgx =

BC >

CcoSx
sinx’

Vom folosiin continuare acest raport pentru a defini tangenta (cotangenta) oricarui numar real pentru
care rapoartele au sens. Vom tine cont ca: sinx = 0 & x = 0 + 2k sau x = it + 2kn < x € {krt | k € Z}, res-

pectivcosx=0©x=g+kn©xe {g+k11|kez}

@

Se numeste tangentd functia tg:R ~ {5 + kit | k€ Z} > R, tgx = Zre-
Exemplu: Folosindu-ne de cele invatate la functiile sinus si cosinus, tg

Atentie! Pentru x = (2k + 1)%, k € Z, tangenta nu este definita.

@

COSX

Se numeste cotangentd functia ctg:R ~ {krt | k € Z} - R, ctgx = S

1. Interpretare geometrica

Fie dreapta a tangenta in punctul Ala C(0,1)six € [O, 211) \ {%,37”}
AtunciM, € C(0,1) ~ {B,B'}.
Fie { TX} € OM_n a.Dinfig.1, unde x € [O,g), observamcatgx=AT..

Daca x € (%, 1'[] (fig.2), N proiectia lui M, atunci AOM N ~AOT A =

MN oN_oN MN sinx
AT "0A- 1 ©on AL S=cosx =AT = (gx=-AT,
Analog procedam pentru x € (n,%”),x e (3717, 2n) si obtinem

tgx=*AT,_. La fel ctgx = £BQ, unde Q_ este intersectia dreptei OM_
cu tangenta in B la C(0, 1).

E.L INTERPRETAREA GEOMETRICA A TANGENTEI

5 sin%T
6

cos%[ —COS%

-

PE CERCUL TRIGONOMETRIC
CADRANUL 11 (1, ™) vt 443 capranuLi(0,3)

Raza intersecteaza axa
tangentei DEASUPRA axei OX.

Tangenta este POZITIVA.
Tz? Exemple: tg(%) = g,
A tg(n/4)=1,19(n/3)= 3

Raza intersecteaza axa
tangentei DEDESUBTUL axei OX.

Tangenta este NEGATIVA.
Exemple: ig(2m/3) = /3,
tg(sme) = -2

' Axa Tangentei

CADRANUL Il (n%‘) CADRANUL IV (%“,2::)

Raza intersecteazd axa /MT 5 T3 Raza intersecteazd axa
tangentei DEASUPRA axei OX. oM S tangentei DEDESUBTUL axei OX.
Tangenta este POZITIVA. M;, Mm\< = = Tangenta este NEGATIVA.

-1 i ]
Exemple: tg(7n/6) = g, tg(5n/4) = 1,tg(4n/3) =3 Exemple: tg(5/3) = -3,

tg(7n/4) -1, tg(11r/6) = - L2

o

A

Ty (1tg %)
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1. Daca x € R atunci tgx = tgx", x" € [0, 2n).
2. Interpretarea geometrica poate fi luata drept definitie pentru tangenta si cotangenta.
3. Interpretarea geometrica a tangentei si cotangentei aratd ca ambele functii sunt surjective si

neinjective.
4. Sa examinam urmatorul tabel de valori ale tangentei, obtinute cu calculatorul stiintific:

X 88 89° 895" 899° 8999° 89,999°

tgx 28,63 57,28 114,58 572,95 5729,57 57295,77

Ce observam? Pentru valori ale argumentului apropiate de 90°, valorile tangentei cresc oricat de
mult. Spunem despre o astfel de functie ca este nemdrginitd. La fel si cotangenta este functie nemdrgi-
nitd. Acest fapt il putem observa si prin lectura grafica.

2. Proprietati ale functiilor tangenta si cotangenta
Pentru orice x € R pentru care au sens expresiile:
Dctgx=1g(5-x); tgx= ctg(g - x);

_ 1. 1.
2)ctgx—tg—x, tgx = ——

ctgx’
1 1 . tg*x tgx
3) cos?’x =——F—— COSX = t——; Sin’x=—=>—— Sinx = +—=——=
) l+tg2x:’ 1 +tg?x’ 1+1‘g2x=> 1/1+th

4) Functiile tangenta si cotangenta sunt impare.
5) Functiile tangenta si cotangenta sunt periodice, avand perioada principald .
6) Semnul pe cadrane (vezi imaginea alaturata).

SEMNUL FUNCTIILOR TANGENTA SI COTANGENTA PE CADRANE
—— TRIGONOMETRIE: UN GHID VIZUAL —

' CADRANUL Il (90° Ia 180°) [ad (2 lam] Y A CADRANUL I (0°la ¥
cos(-) <0, s:n(+) >0 e ° , @ @ cos(+) >0, sin(-) >0
Sisink T S [SinRe
tan=-—"o=— tan === + =+
S = P, ¥\ ¥ _ oS _ + _
cot=Go=T=— e / : @ cot= 5m—+-+

DOAR Sinusul Pozitiv ¢ TOATE Pozitive
z < >

CADRANUL Il (nla —“) \ X  CADRANUL IV ( la 2m)
cos(-) <0, sin(-) <0 @ e cos(+) >0, sin(-) <0

= ﬂ == =isiny = 0
tan = S =4 o @ °e tan= o= =

°°5 = . —ICOS T T
cot=—=—=+ @ v e cot=—=—=
DOAR Tangenta si Cotangenta Pozitive REGULA MNEMONICA DOAR Cosinusul Pozitiv
Toate mnevonic: Y - R - EISTSIR -~

Pasi de rationament
. . . .. CcoSX Si”(g B X)
1), 2) reies direct din definitie: ctgx = == = =tg| 5 - x| etc.
’ sinx cos(ﬂ _ x)
2

sin’x (o
. sin’x sin’x cos2x g°x
3)sin’x = == === -— etc.
1 SiN*Xx +cos*x  COS'X (g | smx) 1 +tg%x
cos*x c0S*x

4) Functiile sunt rapoarte dintre o functie para si una impara.
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sin(x + m) _ -sinx
cos(x + m ~ —COSX
Demonstram prin reducere la absurd ca m este cea mai micd perioadd pozitivd pentru tangenta:

fie T € (0, m), astfel incat tg(x + T) = tgx (1), Vx pentru care ambii membri au sens. Pentru x =0, (1) =
=>tgT=0=> ggg =0 & sinT = 0, contradictie cu T € (0, m). La fel demonstram si pentru cotangenta.

6. Caturi de semne.

5 tgx+m)= = tgx.

N} f
< =, . m\, .
Demonstreaza ca: a) sinx < x < tgxV x € (0,5), i
b) sinx < x (V)x €[0,); ) tg10° > &.
X
Rezolvare:
a) Observam ca Aria(AOAM)) < Aria(sectOAM)) < Aria(AOAT) = X A
OA-MN I(AM))-R OA-AT,
5 < 2 <——5 = sinx < x < igx.

b)Daca0<x<Z 5, atunci sinx < x, de la punctul a).

Daca x = 5 =>sinx<1<45 S x, adica sinx < x.

o_,m _m _1
c)tg10 —tg18>18>6

Determina imaginea functiei f:R — R, f{x) = 2sinxcosx + 3 cos?x.

Rezolvare:
2tgx +
>, pentru Vx € R « {5 +km| ke Z} Notand tgx =t, t€ R obtinem functia

Putem scrie f{x) = W
[3 J_3+J_]

Verifica!

B o o) = [ 2.

g R->R, g(t) = ?Zt: f’, care are imaginea

Deci Imf = Img U { f( + kn) |kez} - [

Calculeaza S = Z: tg( k )

n+1
Rezolvare: Ne folosim de imparitatea si periodicitatea functiei tangenta.

S_tgn+1+tgn+l+tgn+1+ +tgn+1 —tg( n+1)_tg( n+1)_tg( n3+nl)_‘”_
tg(- n+1)——tg(n—n+l>—tg(n—n2f1> tg(n—n3”1)—...—

tg(n— nnfl) _tgn+l -8 n+ll)n tg(nn+21)n ~i8y l =-S.

Din S = -S, deducem S = 0.

Problema practica. Panta unui drum in urcare este Fig. 4 B
1% (afisata pe indicatorul de circulatie). Care este dife-

renta de altitudine (nivel) dupa 2 km?

Rezolvare:

Panta unei rampe reprezinta raportul dintre inaltimea 0 4 A

si lungimea rampei, exprimate in metri. Asadar, urmarind i

figura 4, panta rampei este tgo.

iar din AOAB (dreptunghic) obtinem tga = & =1 -_AB

100 = 2000 = AB = 20 (m).

% 1
In cazul nostru, tga = 100’
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In exercitiile urmdtoare, in absenta unor precizdri, considerdm cd expresiile au sens.

Stiind ca sinx=2,x € (O ) calculeaza: tgx, ctgx.

3’

tgx
Stiind ca x € ( 5 1T ) si cosx = —g, calculeaza: tgx; Cf’gx

(Activitate in pereche) Calculati tgx pentru x € {E 2n An 202% n_in 200%, SIS 202917 }

Discutati si comparati intre voi valorile obtinute. Sunt acestea in numar mai mic decat valorile lui x?
Explicati.

Calculeaza ctgx, pentru x € { i—"; —ST”, 103, 31 = -81% } Fig. 5 7

Stiind cax € (3717 21'() si tgx = -2, calculeaza ctgx, sinx si cosx.

a) Stiind cax € ( n,5 ) ctgx = 2, calculeaza sinx + cosx.

b) In figura 5, dreapta AT este tangenta cercului trigonometric si
AT = 3. Calculeaza tgx, sinx si cosx, pentru x corespunzator punctu- OJAX AMLO)
lui de intersectie dintre OT si cerc.

Functiile urmatoare sunt definite pe domeniul maxim de defi-
nitie, D, avand legile f(x) = tg2x - x; g =ctg*x - x?; h(x) =

= 2tg(?x>. Stabileste D pentru fiecare functie si studiaza daca N
acestea sunt pare sau impare.
Calculeaza tgx, x € (O,g), stiind ca sin?x — 6 cos?x = Sinxcosx.
Calculeaza tgx + ctgx, stiind ca sinx + cosx = %
8

Justifica faptul ca I_Ik_1 tgVk > 0.
Calculeaza tg1° - tg2° - tg3°...tg89".
Verifica faptul ca expresiile urmatoare nu depind de x:

_tg(x+n)+tg(%—x) tg’x+1 _ sinx + 2cosx 1

= 3 ; F=- + s + 2tgx.

tg(m - x) + ctgx tg"x -1 L cosx 118X
2 1+tg’x

Stiind ca ctgx = ctgy si cosx = cosy, rezulta sinx = siny? Explica.
Studiaza periodicitatea functiilor:
. 2k + Dnt _ .
AfRN\ 5 —keZ; >R, flx)=1g3x;
b) iR~ {(2k+ DI |keZ} ->R f( )= sinx - tg?x;
o fR~ {Q'kTHl ke Z} - [R,f(x) tg(%nx + %)

e 5. .o 7. 1 sznx
Verifica daca: a) sing < 5g; b) m <1, Vxe <O 2).
sSinx + 2cosx.

a) Stiind caa # 1 si tgx = q, calculeazé ;
’ ’ COSX — Sinx

b) Stiind ca sinx < cosx si cosx = —, calculeaza tgx.

3 )
Determina imaginea functiilor:

a) f:(-5.5) = R, fix) = 2tgx + 3;
b)g:(0,5) - R, g(x) = tgx+ ctgx;

o) h:R—-=R, h(x)= astfel incat x = tgt.

observand ca 3t e ( o 2)

x2+l’
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Reprezentarea grafica a functiilor trigonometrice

Reprezentarea grafica a unei functii constituie o modalitate de a vizualiza, prin desen, comporta-
mentul valorilor acesteia. Avem in vedere doua aspecte:

1. Realizarea reprezentarii grafice a unor functii trigonometrice

2. Lectura graficd a proprietatilor unei functii, apeland la reprezentari date sau realizate cu sprijinul
instrumentelor digitale

Din considerente de simplificare a scrierii (vorbirii), in loc de ,reprezentare grafica a functiei” vom
scrie mai scurt ,graficul functiei”.

Vom trasa graficul unei functii prin puncte, pe baza unui tabel de valori cu argumente dintr-un inter-
val reprezentativ al domeniului de definitie (tinand cont ca functia poate fi pard, impara, strict mono-
tona, periodica etc.). Pe un astfel de interval, admitem ca aceste puncte pot fi unite, realizand astfel un

o v A

grafic fara intreruperi (continuu).

9

Unele grafice pot fi obtinute prin anumite procedee, din grafice cunoscute sau realizate anterior.

Exemple:

® Graficul functiei -f poate fi obtinut din graficul functiei f, prin simetrie fata de axa Ox.

® Graficul functiei [f] se obtine din graficul functiei f, prin inlocuirea graficului aflat sub axa Ox cu
simetricul sdu fata de axa Ox.

® Graficul functiei x — fix) + a, a € R, a # 0, se obtine din graficul lui f, printr-o deplasare verticala
a acestuia cu a unitati (sus/jos, in functie de semnul lui a).

® Graficul functiei x — fix + @), a € R, a # 0, se obtine din graficul lui f printr-o deplasare orizontala
a acestuia cu a unitati (stanga/dreapta, in functie de semnul lui a).

® Graficul functieix — b - fix), b € R, b # 0, il obtinem din graficul lui f; printr-o dilatare sau contrac-
tare (prin inmultire cu b).

1. Graficele functiilor sinus si cosinus

® Un interval reprezentativ pentru graficul functiei sinus este [-m, r], deoarece are lungimea 2 (pe-
rioada principala a functiei) si deoarece functia este impara.
® S3 observam urmatorul tabel de valori:

. . - 1T . 3 3 X 0 LS LS L L 2_" 3_17 5_" m

Tabelul este simetric fata de T deci graficul va fi 6 A g | 2| B A 6
simetric fata de verticala prin % awlal o | & [ =] | el 2] 2 s

Punctele ale caror coordonate au fost date in 2 2 2 2 2
tabel pentru [O,ﬂ] le-am reprezentat in
figura 1, apoi am completat si celelalte e e R e i Fig. 1
puncte din [g, n]. Putem completa gra- . Lt ks %ae
ficul si cu alte puncte de coordonate i |

I . I S .51 . W

(ﬁ, smﬁ), 1 smﬁ) etc. Unind o

punctele obtinem graficul functiei sinx. oty =

<02 o 0z 04 o6 08 1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 $ £ e a6

02

0.4
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Graficul din figura 2 este graficul Fig. 2
functiei sinus pe intervalul [-m, ],
dedus din graficul anterior prin simetrie o
fata de punctul O (am folosit imparitatea

functiei sinus).

Graficul functiei sinus pe R, se obtine
translatand graficul din figura 2 de-a
lungul axei Ox (stanga, dreapta), deoa-
rece sinus este periodica).

Graficul functiei sinus este numit si s Fig. 3
sinusoida.

Asemanator, putem obtine si graficul i NS

functiei cosinus. Putem insa sa utilizam it

si egalitatea cosx=sin(x+%) trans- P : inauzn

latand sinusoida cu 7, spre stanga (fig.3,
graficul functiei cosinus reprezentant prin linia curba punctata).

2. Lectura grafica

In afara de periodicitate si simetrie fata de O, graficul functiei sinus admite axe de simetrie (de exem-
plu, x = g, dar aceasta nu este unica; explicd!) si centre de simetrie (de exemplu punctul (1, 0), nefi-
ind unic).

Functia sinus nu este monotond, dar are intervale de monotonie. Astfel, pe fiecare dintre interva-
lele [—5 + 2km, g+ 2k11],k € Z, functia sinus este strict crescdtoare, iar pe fiecare dintre intervalele
[g + 2k, 37” + 2kn] ,k € 7, functia sinus este strict descrescdtoare. Intr-unul din paragrafele urmatoare
vom demonstra (riguros) aceste proprietati.

De asemenea, pe fiecare dintre intervalele [2km, (2k + 1)mt],k € Z, functia sinus este concavd, iar pe
fiecare dintre intervalele [(2k + 1)rt, (2k + 2)m], k € Z, functia este convexad.

Functia sinus nu este injectivd, dar este surjectivd.

Restrictia sin: [—g, g] — [-1, 1] este bijectivd, deci si inversabilda (fiind strict crescatoare si surjectiva;
imaginea sa este intervalul [-1, 1], egal cu codomeniul).

Asemanator, putem lectura graficul functiei cosinus pentru care consideram studiul initial la un ace-
lasi interval reprezentativ [-m, r1]. Vom regasi proprietdtile sale importante.
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3. Graficele functiilor tangenta si cotangenta

Functia tangenta, fiind periodica de perioada
principala m, se comporta la fel pe orice interval de
lungime m. Un interval reprezentativ poate fi consi-

derat (—%,g), tangenta fiind impara. In baza unui

tabel de valori pe [O,g), reprezentam grafic aceste

puncte. Unind punctele, apoi considerand simetria

fata de O si periodicitatea, putem obtine graficul e

functiei tangenta ca cel reprezentat in figura 4. 3
Anterior a fost inclusa observatia ca, pe masura ;

ce x creste spre g, tgx creste nemarginit spre +o,

apropiindu-se de dreapta verticala x = g Spunem ca +

. . . . . Fig. 4
X = g este asimptotad verticala pentru graficul func- g

n 3n

tiei tangenta. La fel, x = —oy X=5, X = —3717 etc. sunt g &

asimptote verticale.

Asemanator, putem lectura graficul functiei
cotangentd, axa Oy (x = 0) si dreptele x = -, x=m,
x = 2m fiind asimptote verticale, evidentiate si in fi-
gura alaturata.

Alte reprezentari grafice:
Se considera functia f:R — R,f(x) = sin(x + %)
a) Reprezinta grafic functia f.
b) Lectureaza grafic: imaginea func-
tiei; numarul de solutii ale ecuatiei ‘ Fig. 6
f(x) = %,xe [0, 311]. Determina inter- .
valele de valori reale ale lui x in cazul v N L SRR Ei ME CAERE S RRRE AT (MR ERE SRR RE AR
f(x) < O_ (0.7853981633974, D)
c) Reprezinta grafic functia g:R — R, ?
g(x) = |fix)|. Precizeaza o perioada a func-
tiei g.

®

Rezolvare: _ Fig. 7
a) Graficul 6 este o sinusoida transla-

tata la stanga cu 7. >
b) Proiectia graficului pe axa Oy este v/

[-1, 1] = Imf. Paralela la Ox, dusa prin- 7 | “omseesosn
tr-un punct de ordonata %, intersecteaza = Fo

graficul in trei puncte pe [0, 3m].
Graficul functiei f se afla sub axa ori-

-t

zontala pe reuniunea intervalelor (ST” + 2k, 77” + 2]<n),l< eZ.

c) Graficul functiei g se obtine din graficul functiei f, simetrizand fata de Ox portiunile aflate sub Ox.
Observam ca o perioada a functiei g este m. Din desen reiese ca m este perioada principala. Verifica!
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1. Reprezinta grafic functiile:
a) f:[0, 1] —» R, fix) = 2cosx; b) f:R — R, flx) = |sinx|;
ofR - R,f(x) = cos(x - g), d) f3[0, 1] = R,f(x) = sinnx;

n
ctgx, Xxe€ (0» 2)_ f)f(x) = |§§2§I’Xe (0,2n> < {n}

2. Infigura alaturata este reprezentat graficul carei dintre functiile date de legile urmatoare:
2. . . . Xo
x5 bigx o, dlegx; e gy
3. Utilizand graficul functiei tg, com-
para numerele: tg 120° si tg2.

e) f:(0,m) - R,fix) =

-C0SX, X€ [g,n),

Graficul f(x) conform descrierii

B4
4. Ordoneaza crescator numerele: cos1,

€0S2,c083,c084.

;

1

1

1

1

1

i

5. Ordoneaza descrescator numerele: !

N N I |

sinl, sin3, cosl, cos5. ! 2

E

1

1

1

1

1

1

Asimptota verticald la x = %

6. (Activitate pe grupe)
a) In acelasi sistem de axe, reprezen-
tati grafic functiile [sinx] si [cosx]. |
b) Utilizdnd reprezentarea grafica :
anterioara, stabiliti numarul solutiilor - -z

30 |G

Asimptota verticald la x = —%

(eI S S e

z o0foo & e x
ecuatiei |sinx| = |cosx|,x € ( - m,5m).
3 cisi V3 n
7. Demonstreaza ca sin(cosx) < 5 Vxe (0, 5 )
8. Reprezinta grafic functia f:R — R, in cazurile: a) f(x) = max(sinx, %), b) f(x) = min(cosx, %)

9. Seconsiderd fiR — R, f(x - §) = -sinx + 2f(g), Vx € R.

a) Calculeaza f( g), b) Reprezinta grafic functia.

MATEMATICA CLASA a 9-a
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Formule trigonometrice

A. Formule trigonometrice pentru suma si diferenta unghiurilor

Va,b € R, cos(a - b) = cosacosb + sinasinb. (1)

Demonstratie: Notam M, N si P imaginile lui a, b, respectiv a - b prin functia de infasurare pe cercul
trigonometric. Atunci A(1, 0), M(cosa, sina), N(cosb, sinb), P(cos(a - b), sin(a - b)). Arcele MN si AP
sunt egale, deci coardele MN = AP, de unde, utilizand formula distantei dintre doua puncte*, obtinem
echivalent:

(cosa — cosb)? + (sina — sinb)?>= (1 — cos(a — b))? + (0 - sin(a - b))* &

& 2 — 2cosacosb — 2sinasinb = 2 - 2cos(a - b) & cos(a - b) = cosacosb + sinasinb.

*Reamintim formula distantei dintre doud puncte date prin coordonate: in cazul A(x,,y,) si B(x,,,),
AB*= (Xl _X2)2+ (yl _yz)z‘

Din formula cosinusului diferentei, deducem si formulele:

cos(a + b) = cosacosb - sinasinb; sin(a - b) = sinacosb - sinbcosa. (2)

4

Demonstra;ie; A cos(a + b) sin a sin b
cos(a + b) = cos(a - (-b)) = B s g tanan
= cosa + cos(-b) — sinasin(-b) = cosacosb + sinasinb; sinb
i - = T _ - = T _ — a
sm(a b) = cos(2 (a b)) = cos((2 ) + b) =
= cos(g - a) cosb - sin (% - a)sinb = sinacosb - cosasinb. | 1 E
] ) ) ~ |sin(a+b)
Reflectie: Observa cu atentie procedeul anterior si,
prin analogie, dezvolta demonstratia pentru cea de-a Fd
patra formula, sin(a + b) = sinacosb + sinbcosa.
Desenul alaturat este o ,demonstratie fara cuvinte” a
acestor formule. a cosacosb
Urmdriti DE = 1; EB = sinasinb; AB = DC; AD = BC. 2.

sinacosb

O

1. Acorda atentie retinerii corecte a formulelor! Sprijina-te pe reguli mnemotehnice.
2. Nu confunda cos(a - b) — cosinusul diferentei — cu (cosa — cosb) — diferenta cosinusurilor!
3. Formulele de reducere la cadranul I, deduse anterior, sunt cazuri particulare ale acestor formule.
4. Utilizand aceste formule, deducem valori exacte (exprimate prin radicali) si pentru alte arce remar-
cabile (fractii din m).
e

.n_ . (m m\_ .m0 .om..m_+VJ3 V2 1 V2 _VJ6-+v2,
a)sznﬁ—sm<§ Z)—SUIgCOSZ smzcos§—7-7 99 T 4

b) cos 105° = cos(60° + 45°) = cos 60° cos 45° — sin 60°sin 45° = @.
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In trigonometrie, avem o expresie pe care o vom intalni des, f(x) = asinx + bcosx, a,b e R".

Expresia f{x) poate fi restrdansd la o forma utila pentru studiul valorilor functiei f:R — R, data prin
fix) = asinx + bcosx. Pentru rescrierea expresiei, inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz este suges-
tiva pe multimea numerelor reale: (x,y, + x,y,)? < (x2+x2)(y2 +y2).

Astfel, (asinx + bcosx)? < (a2 + b?)(sin®x + cos’x)  |f(x)| < Va? + b2.

Numarul obtinut va? + b?este o valoare importanta pentru functie. Dand factor fortat va? + b?,

e e 0 e ) v )+ ()
obtinemasinx + bcosx =va?+b <J—31nx + meosx .Deoarece T b + T 1,
. _a b
exista ¢ € [0, 2m) astfel incat m COS@ §i === = Sing.
Folosindu-ne de formula sinusului de suma, avem: asinx + bcosx = va? + b? sin(x + @) (*) Astfel, ob-

servam ca va? + b? este valoarea maxima si —va? + b? este valoarea minima pentru functia f. Justifica!
Vom folosi relatia (*) in reprezentari grafice, rezolvari de ecuatii si inecuatii, dar o intalnim si la fizica.

~

rQ
Legea de oscilatie a unui punct material este data sub forma y(t) = 4(sin20t - v/3 cos20t). Studiem
amplitudinea, perioada, pulsatia si faza initiald (notiuni explicate anterior).
Ecuatia de miscare poate fi restransa sub forma y(t) = Asin(cot + cp) & y(t) = 83in(20t - g)

Rezulta A = 8; 0 = 20; T—%ﬂ 100 =3
Recomandare: Utilizeaza o aplicatie digitala dedicata sau un asistent IA pentru a genera reprezenta-

rea geometrica a graficului legii de oscilatie date!

3 o o

Calculeaza:

a) cos31°cos1° + sin31°sin 1% b) cos29°cos1° - sin29°sin 1°;

C) sin46°cos 14° + cos 46°sin 14°; d) sin74°cos 14° - sin14°cos74°.

Adu la o forma mai simpla expresiile urmatoare: '\/’

a) cos(x + y)cos(x — y) - sin(x + y)sin(x - y); b) cos(x + %)cosx +sin (x + 3)smx,

c)sin(%—x)cos(x+%>+sin(x+%)cos(%—x); d)sin cos7—sm7cos21

Calculeaza:

a)sin75%  b)cos15%  ¢)sin105°  d)cos ig, e)

tg7 + 1875
tgy — g1y
(Activitate pe grupe) Calculati independent, apoi discutati la nivel de grup strategiile utilizate:

cos(a + b + ¢) + sinacosbsinc + sinbcosasinc
cosacosb - sinasinb ’

a)cos(a + b+ c); b) sin(a + b + ¢); C)

sin(a + b + ¢) - sinacos(b + ¢). sin(x +y) - 2sinxcosy cos(x - y) - 2sinxsiny
d) sinbcosc - sinccosb ’ ) cos(x +y) + 2sinxsiny’ ) cosxcosy — sinxsiny

Pot fi toate expresiile anterioare definite pentru orice valori reale ale necunoscutelor ce intervin?
Justificati.

Stiind ca x € ( , ),y € ( 3”) sinx = % sicosy = —ﬁ, calculeaza:
sin(x +y); sin(x - y); COS(X +Y); cos(x - y).
(Activitate in pereche) Verificati identitatile:
cos(a-b) _ . sin(a-b) 1 -ctga-ctgb
) cosacosh ~ 1 T8 tgb; b) sin(a +b) ~ 1 +ctga - ctgh’

Sunt aceste identitati verificate pe intreaga multime a numerelor reale? Justificati.
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Determina cate o relatie intre a si b, independenta de x, pentru fiecare dintre cazurile urmatoare:

. . E _ . _ E - . . . E — . _ E —

i) sm(x+ 4) =asi cos(x 4) b; ii) sm(x+ 3) asi cos(x 3) b.

Rezolvad ecuatia in multimea numerelor reale: (sinacosb) x? - (cos(a - b))x + sinbcosa = 0, a,b € R.
Implica rezolvarea ecuatiei discutie dupa valorile parametrilor a si b? Explica.

Demonstreazd prin inductie cd, daca 0<a,<a,<..<a, < g, atunci sin( a, - a2) + sin(a2 - a3) +
...+sin(a o an) <0,Vn 2 2.

Vx,y € R, demonstreaza ca:

a) |cos(x - y)| < |cosx]| + |cosy]; b) |sin(x + y)| < |sinx| + |siny].

Demonstreazd ca —va?+ b? < ax + bv/1 - x? <Ja? + b2, Vxe[-1,1], Va,b e R.

1
sinax’

n

a) Demonstreaza egalitatea: ctg2x — ctgax = Este aceasta verificata pentru orice x real? Explica.

b) Calculeaza ZH ﬁ, n € N,n 2 2. Precizeaza valorile lui x pentru care suma nu poate fi definita.
Demonstreaza ca triunghiul ABC pentru care O < ctgA - ctgB < 1 este ascutitunghic.

Stiind cd a,b € [-1, 1], demonstreaza trigonometric: V1 — a® + V1 - b2 < 2 ,/1 - (aTer>2.
Demonstreaza ca, dintre oricare sapte numere distincte din intervalul [0, 1], se pot alege doua, x si y,
astfel incat: 0 < x|/1 -y2 - yJ1 - x2< M.

B. Formule trigonometrice pentru suma si diferenta a doua argumente
(tangenta, cotangenta)

-‘Lf v.
Completam setul de formule studiat anterior cu o serie de formule pentru @\ =
4 \

calculul tangentei (cotangentei) sumei si diferentei a doud argumente.

1=
e
PAN

In conditii de buna definire a functiilor trigonometrice implicate si a rapoartelor prezente in expre-
siile date, avem:

_ tga+tgb _ctga-ctgb-1
(D tgla+b) = 7= "% ~tga-igh’ (2) ctg(a+b) = —ciga+cigh
_ tga-tgb _ —ctga-ctgh-1
(3) tg(a-b) = 1+tga-tgh’ (4) ctg(a-b) = —ctga+ctgh -
Demonstratie:
Este suficient (!) sa demonstram formula (1).
Astfel, tg(a+b) = sin(a+b) _ sinacosb+sinbcosa _ (cosa)cosb)tga+tgb)  tga+tgb

cos(a+b) ~ cosacosb-sinasinb ~ (cosa)(cosb)(1-tga-tgb)  1-tga-tgb’
Demonstrarea celorlalte trei formule au la baza prima formula si proprietatile de paritate/imparitate,

respectiv legatura dintre tg si ctg. De exemplu, substituind pe b cu —b, obtinem formulele pentru tan-
genta (cotangenta) diferentei.

Aceste formule se aplica doar daca expresiile au sens. De exemplu, tg(rr/2 — a) are sens pentru orice
a # km,k € Z, dar dezvoltarea sa pe baza formulei (1) nu se poate face. Explica de ce!
1

Pe de alta parte, o rescriere este: tg(g - a) = Cl8a = 4!
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7
&

Stiind ca triunghiul ABC nu este dreptunghic, intre tangentele unghiurilor triunghiului are loc relatia:

tgA+tgB+tgC=tgA-tgB-tgC.

Rezolvare: Din A+B+C = i, deducem A+B = 1t — C si, aplicand formula (1), obtinem

tgA+tgB

tﬂH—C%4§A+B%©—%C=T§@Z%§§
=tgA-tgB-tgC.

Retinem! O astfel de identitate se numeste identitate conditionatd, in sensul in care variabilele sunt
supuse uneia sau mai multor conditii.

Verifica faptul ca ctg75°=2 - V3.

ctg45°-ctg30°-1 1.43-1 (V3-1)(V3-1) 4-2y3

o -tgC+igA-tgB-tgC=tgA+tgB< tgA+tgB+tgC=

Rezolvare: ctg 75° = ctg(45° + 30°) = g4 T cg30" = 1+ d3 - 51 ==—5—=2-3.
Verifica identitatile:
3-tga-tgia 5.
a)gda= g bwgda-wg(g-a)-w(fra)=tgw 9w(F) ) w(>E) - 8(f)
-tga tga + tg2a

Rezolvare: a) tg 2a = tg(a + a) = ;tg3a =tgla + 2a) =

-tg’a’ - tga - tg2a-

ﬁ—tga . ﬁ+tga

1+%-tga l—%‘tga_

b) tg3a - tg(% - a) tg( + a)— tg3a - :

1 2

3—tg°a 3-tga-tg*a 1-3-tg%a
_ 3 _ g g'a ga _
=1g3a 1—%'tg2a T 1-3-tg% 3-tg%a (sa.

c) Foloseste relatia verificata la punctul b), inlocuind a = &

= // SN

%,

i

Stiind ca x € ( ) y € <2 211) sinx = 3/5 si cosy = —1/2, calculeaza:
18X — y); t8(X +y) ; ctg(x = y); ctg(x + ).
5. iy . 5m

Calculeaza: tg(ﬁ) ; tg(ﬁ).

Stiind ca tg(rr/4 + x) = a, calculeaza: tg(x - %) ; ctg(x + %)

Stiind ca a + b + ¢ = /2 si 3ctgb = ctga + ctgc, calculeaza ctga - ctgc.

Verifica faptul ca, daca A + B + C = m, atunci ctgA - ctgB + ctgB - ctgC + ctgC - ctgA = 1.

Demonstreaza ca: tg3x — tg2x — tgx = tgx - tg2x - tg3x.

Demonstreaza ca functia f:R ~ {E + k| k€ Z} - R,flx) = x + tgx nu este periodica.

Demonstreazd ci: a) tga - tg(3 - a) - tg(§ + a) = tg3a; b) tg20°- tg40°- (g60° - (g80° = V3.

(Activitate in pereche: abordati cerintele individual, apoi comparati strategiile de rezolvare)

a) Demonstrati ca tga — a < tgb - bpentruO<a < b < /2.

b) Demonstrati ca functia f:(-r/2,11/2) — R, fix) = tgx - x
este impara si crescatoare.

¢) Rezolvati ecuatia: tgx - x = 1 = —n/4, x € (-n1/2,1/2)].

Demonstreaza ca: tg55° > 7/5.
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C. Functiile trigonometrice ale argumentului dublu

C
%
(1) sin2a = 2sinacosa (sinusul dublului argumentului)
(2) cos2a = cos?a — sin?a = 2cos?a — 1 =1 — 2sin?a (cosinusul dublului argumentului)
2t ; .
(3) tg2a= . (tangenta dublului argumentului)
C
N
. 2tgs te?o — 1 1-tg*%
— sina = ——2—; ctg2a = %; cosa = 2
1+ g5 clea 1+tg%%

Formulele fundamentale se deduc usor pornind de la rescrierea argumentului: 2a = o + a. Aplica
formulele anterior introduse si finalizeaza demonstratia. Este important sa retii procedeul.
Formulele suplimentare se deduc, de asemenea prin rescrierea argumentului. Pe grupe, discutati

modul in care adaptati procedeul anterior si obtineti formulele

Prima formula fundamentald poate fi interpretata ca o demon-

stratie fard cuvinte. Priveste desenul din imaginea alaturata.
Calculand aria triunghiului AOC in doua moduri, avem: AO 1,
0OC=1,0D = sina, AB = sin2a, AC = 2DC = 2cosq, arla(AOC) 23m2(x

Stiind ca sinx - cosx = a, calculeaza sin2x si cos4x.
deci

Rezolvare:
Ridicand la patrat relatia data, (sinx — cosx)? = a?, obtinem sin’x - 2sinxcosx + cos’*x = a?,

1 - sin2x = a? adica sin2x=1 - a?

Pentru cos4x, parcurge demonstratia urmatoare, justificand fiecare etapa parcursa
cosdx=1-2sin’2x)=1-2(1 -a?)?*=1-2(1-2a’+a%)=1-2+4a*>-2a*=-1+4a*-2a"
3 —

Demonstreaza ca: a) sin3x = 3sinx — 4sin®x; b) cos3x = 4cos®x — 3cosx

Rezolvare:
sin3x = sin(x + 2x) = sinxcos2x + cosxsin2x = sinx(1 — 2sin?x) + cosx(2sinxcosx) =
= sinx — 2sin®x + 2sinxcos?x = sinx — 2sin®x + 2sinx(1 - sin?x) = sinx — 2sin®x + 2sinx — 2sin®x =

3sinx — 4sin®x. Analog pentru cos3x.
Justifica si retine (valorile si procedeul de obtinere a acestora au utilitate in diferite contexte)

1+‘/§ b)sin%=‘/§4_l.

a) cosZ 5=
Rezolvare:
a) Pornim de la identitatea sin 25“ = sinI, T pe care poti s-o justifici in baza formulelor invitate, avand
in vedere cazul partlcular pe care-l reprezmta suma argumentelor!
Cum sing #0, putem imparti prin sing si obtinem

Obtinem 2sins 5 cos = Ssm - 431n3g
), deci 46082— - 2cos— -1=0. Aceasta corespunde unei

2cos§ =3 - 4sin’g = 3 - 4(1 - cos?%
2x - 1 =0, verificata pentru x = cos

ecuatii de gradul al Il-lea, 4x2 -

. Solutiile ecuatiei sunt:
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+ . A . TR
cos% =g =T = > Cum unghiul g este in cadranul I, cosg > 0. Alegem solutia pozitiva,
cost = ! +4‘/§.

n 1+45
. VROR . oo _ 1 - cosa n _l-cosg 1-—3
b) Folosim formula jumatatii de argument, sin®5=—5——, de unde sin{5 = 5 = 5 =
4-1-5
4 _3-J5 2_6-2J5 (V5-1)? y5-1
> —="7g '5="1g -Deoarece szn1 > 0, obtinem sin—= 10 Tl
.. o bt .. -
a) stiind cd a € (7, 1) si sina = 3, calculeaza: sin2a ; cos2a ; tg2a.
sin2x + tgx
b) Stiind ca tg> 5 =-5, calculeaza m. EL}
Stiindcaa e (— 21‘[) si cosa = 3, calculeaza: cos2a ; sin4a. il

Stiind ca sinx - cosx = a, calculeaza: sin2x ; cos?2x.
Calculeaza:

a) 2¢0s%75° - 1; b) 2sin7°30’ - cos7°30’; ¢) 1 - 2sin®135°% d) (cos15° - sin15°)(cos 15° + sin 15°).
(Activitate pe grupe) Pe multimea numerelor reale si in conditiile de sens al operatiilor matematice,
verificati identitatile:

a) cos*x — sin*x = cos2x;  b) V1 +sin2x = |cosx + sinx|; ¢)1 - 2sin2(% - %) = sinx;

X .
2 . COS2 +SlTl2

sin2x  _ . _ 1+ sinx . — COSX X

d) 1 - cos2x ~ ctgx; e) tgx + ctgx = sin2x’ cosg - sing T cosx ) 1 + cosx =g 2’
€0S2X 2. Sin3x + cos3x _ . . . _ _ 5. SINXCoS2x

h1- cos?x =X ) cosx + sinx =1 - sin2x; ) tg5x ~ tgx =4 c0s5x

In care dintre cazuri identitatile sunt verificate pe submultimi strict incluse in R, dar nu si pe intreg R?
. .. . 1 _1
Calculeaza tg(2a - b), stiind cd tga = 5 sitgh = ¢

Calculeaza ctg(a + 2b), stiind cd tga = - si cosb = -1, oricare a,b € ( 2 )

4 2’
Stiind ca tgx = 2, calculeaza: sin2x ; cos2x ; sin4x, cos4x.

2cosx F= sinx + 1 G= Sinx — 2cosx
sinx + 3cosx’ cosx 1 + cosx

cate o valoare a variabilei x pentru care expresiile nu pot fi definite.

Exprima in functie de tgx/2 expresiile: E = . Da exemplu de

Demonstreaza ca:

a) cos2x + 2sin’*x >0, Vx € R; b) sin’*x - sin* XSZ, Vx eR;

C) cos®x + sin2x < 1q + V5), Vx e R; d) tg% < 5tgx, Vx e ( ,5).
Stiind ca 2sinx - 3cosx + 1 = 0,x € (0, ), calculeaza: tg% ; COSX.
a) Demonstreaza ca tgx = ctgx — 2ctg2x; b) Calculeaza Z i 2"ctg 2kx.

Demonstreazacal — 7 < cosx,Vx € ( ) folosind eventualsilecturagrafica pe cercul trigonometric!
8m
sin=e—
Determind a,b € R, stiind c&: sin 10° cos 10° cos 20° cos 40° = asin 80° si 8cos ¢+ 5 cos2l 5 T cos 4511 b.—;’.
Sin—=
5

Demonstreaza: a) 8(a* + b%) 2 (a+ b)*a,b>0; b)va?-b2++2ab-b?>a,undea>b>0.
Demonstreazaca: a)sin1° e R~ Q; b)cos1®° e R\ Q.
Fara a apela la calculator, afla prima zecimala a numarului a = sin 10° sin 50° sin 70° sin 80°.
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D. Formule trigonometrice ale jumatatii de arc

+
Din formula cosinusul argumentului dublu se obtin: sin% = + /1 -cosx 5 €08y = Ey [T ! e
Semnul + sau — 1l alegem in functie de cadranul in care se afla 5

In plus, prin raport obtinem: tg = N Tooos s Ctg5 = i,/%.

Atentie! Daca pentru sinus si cosinus formulele sunt verificate pe intreaga multime a numerelor
reale, in cazul tangentei si cotangentei trebuie sa acorzi atentie ca raportul sa aiba sens!

Alte formule utile (in care nu apar radicali): tg3 = 13 oo = L ;iflisx. Pentru ce valori ale argumentului
x putem valida formulele?
Demonstratie:
0 X s X X s 22X 0 X
sins  28in%5C0S% . 2sin’% sin%y
2 2 2 sinx < 1 - cosx 2 2 X
Pe de o parte, tg= = = = . Pe de alta parte, — = = = tg X,
p 183 cos’2—< 2cos”2—< 1+ cosx p 7 osinx 28in§cos§ cos% 82
e —
1- cosH - —3 /5
sin-+ 12 = sm =+ 2 . Am calculat anterior sin-+ 12 sin(g - %) Care cal-
cul pare mai avanta]os?
ey - 5
Sinrt _ _ _ It
= = =v2 -2 1+ cos2t 1-¥= 2 -2
8 2 5 2 ; cos%”= - % =- 5 2 - 2‘F, unde am tinut cont

ca %H este in cadranul al doilea!
3n V2
EL B o S S S, ) v
8 1+C033TH 1_§ 2-V2 :

Calculeaza sin% si cos% in urmatoarele cazuri:

N ~
2

a) sinx = 6,xe( ); b)sinx—lg,xe(o n);
_ 2 3. _1
C) COSX = -HXE ( 5 ), d) cosx = 5 X (211, 5 )
. It , o /. 3n
Calculeaza: a) COS{5; b) cos+- 24, C) sino - 24, d)tg27°30; e) ctgg

a) Calculeaza cos(60° — 45°) cu formula cos(a - b), respectiv cos% cu formula arcului pe jumatate.

s 1 1
. + :
b) Demonstreaza ca S 15° COSQ €N

stiind cd x € (7, 1) sisinx =3 calculeaza tg3; tg( g)
Stiind ca (1 - cosa)(1 - cosb)(l - cosc) = sinasinbsinc, calculeaza ctg%ctggctgg.

o IT 2317 2517 271'[ 2 251'[ 27_1'[ 2 11m
Calculeaza: a) sin g +sin?sg= + sin®<g + sin?<5 b) cos 12+cos 15+ C0s* 15 + cos? EVE

Precizand conditiile in care expresiile au sens, verifica faptul ca:
2n

a) cos*x + cos‘*(x + g) + cos (x + 3 ) = %, pentru orice x real; {:C\j} m

b) cos*10° + cos*50° + cos*70° = §:

a a
) sin2a __cosa oS3 . oS4 =ted \
1+cos2a 1+cosa 1+ cos% 1+ COS% gs - \

\
Calculeaza tg 5. \“ﬁ ST =
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E. Transformarea sumelor in produse. Transformarea produselor in sume

I. Transformarea sumelor in produse.
Pentru orice a,b € R, avem urmatoarele formule:

a+b a-b sina — sinb = 23in%

sina + Slnb 2sin—— 2 COS——F—— 2

cosa + cosb = 2cos %5 b — -b cosa - cosb = —2sin
_sin(a +b) _sin(a - b)

tga +tgb= cosacosb tga - tgh= cosacosb

Demonstratie:

Sin 2

. ., . f(a+b a—b) -(a+b_a—b>_
sina + smb = szn( 2 5 + Sin 9 2 =
a+b a-b . a-b a+b . a+b a-b . a-b
=Sin—— 2 2 2 COS 2 + Sin 2 coSs 2 = Sin 2 coSs 2

sina , sinb _ sin(a + b)
tga + tgb = ¢osa *+ cosb ~ cosacosb’

Analog se demonstreaza si celelalte formule. Verifica!

Il. Transformarea produselor in sume
Formulele de la I. se pot rescrie astfel:

sinxcosy = %(sin(x + y) + sin (x = y))
COSXCOSY = %(cos %= y) + cos(x +y
sinxsiny = %( os(x = y) = cos(x +y

j
4

7\
&

Scrie ca produs expresia sinx + cosx, x € R.

) + cosx = 2005%003(2

Rezolvare: sinx + cosx = cos(g - X

Ratlonamente alternative: sinx + cosx = sinx + Sll’l(2

Discutati in perechi fiecare dintre rationamente, justificand fiecare pas.

Demonstreaza ca restrictia functiei sinus la intervalul [—g, g] este strict crescdtoare
Y . e . .. . . - X+
Rezolvare: Fixam x <y, x,y € [—g, %] si examinam semnul d1ferente1 sinx - smy = ZSmTcos—y (1)

Y < 0, deci sin>

o . Xty mm . xX+y . b
Z 7 a2 _a <
Observam ca 2 S [ 2,2], deci cos 2 >0 S1 7 ="

obtinem sinx < siny. Demonstreaza asemandtor ca restrictia functiei sinus la [

descrescatoare.
. o . . m\ - 2 _ 1 .
a) Demonstreaza ca smxszn(x + §)szn X +5°) =4sin3x, Vx€R.

b) Demonstreaza ca sin 10° sin 20° sin 70° sin 80° sin 130° sin 140° =

Rezolvare: ) .
; I o m _ 1 _
a)sm(x + E)sm(x +3 ) = 2((:033 cos(2x + 17 ) 2(2 + cost)

Obtinem %smx(S 4sin’x) = sm3x

_:.\lu g|§‘

a+b

2
a-b

+b
2

I

2X> = \/_cos(ﬂ - x)

o= x) sau Sinx + cosx = \/—<

(1 + 2cos2x) =

V2

n 3

> 2

=

sinx + LCOSX>

Y < 0. Revenind la (1)

] este monoton

(3 - 4sin2x).

b) Scriem egalitatea de la punctul a) pentru x = 10° si x = 20° si apoi inmultim cele doua egalitati
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Demonstreaza ca:
1 . (n+ Dr

COSX + COS(X + 1) + cos(x + 2r) + ...+cos(x + nr) = ,—rsm 5 cos(x + m), Vx eR,r#2kn
ng

2

Rezolvare: Inmultim suma din membrul stang cu 231n , apoi transformam produsele in sume.

283m = 2sin~ 5C0SX + 2sin+ 5 Lcos(x+1) +. +23in§cos(x +nr) = sm(x + (ZHQ;W) sm( ) (dupa

reducerl) Transformam ultima diferenta in produs si impartim la 23m . Verifica!
(Activitate in pereche)

+Dr .
Deduceti asemanator: sinx + sin(x + r) + ...+sin(x + nr) = r sin & 5 r sm(x + %)
.+ Dr
Caz particular: pentru x = 0, avem 1 + cosr + cos2r + ...+cosnr = si;l1 - sm%cos T * 2k, ke 7.
2

Calculeaza (restrange) suma: sinr + 2sin2r + 3sin3r...+nsinnr = ( stin(kr)>, reR.

Rezolvare: Utilizam identitatea lui Abel (prezentata la inductia mat_ematicé):
a1b1 +a, bz + "'+anbn = (bl - bz) 81 + (bz - bs) 82 + "'+(bn—1 - bn) Sn—l + bnSn’
unde S, =a, +a,+..+q,ke {1, 2,..., n}.

Alegem b, = ksi S, = sinr + sin2r + ...+sinkr = Siig(sin (Zkg or, sin%).
Deoarece b, - b, =-1,(Wk € ({1, 2,...,n - 1}, suma ceruta va fiegald cu: -S, - S, -...-S _ +n-S =

n-1
__ o Qk+Dr o 1
= (Zs 5 +(n - 1)sins )smL

-1 n-1

Z (2k +r ZSlTl(kr + ) (smkrcos + coskrsin 2)

;—4

(cos (smr +8in2r +. +sm(n - 1) ) sm2) (cosr + cos2r + ...+cos(n - 1)r).
Argumenteaza fiecare pas al demonstratiei, pentru a fi sigur ca ai inteles, apoi finalizeaza!!

&

Transforma in produs: a) sin 15° + sin55°% b) sin 40° - sin 20°; ¢) cos 49° - cos 41°; d) cos =+ cos 1%”
Stabileste semnul numerelor urmatoare:

a) sin - sin 3;, b) sinl—n2 - sin% ¢) sinl + sin5; d) cos1 + cos5.

Scrie ca produs:

a) sinx + sin2x + sin3x;  b) sinx - cosx; c) 1 - cos2x + sin2x; d) 1 + cos2x - sin2x;

e)cosla+b+c)+cos(-—a+b+c)+cos(a-b+c)+cos(a+b-c).
(Activitate pe grupe) Demonstrati egalitatile:

2c0s20° . o o 1++2sin5° o o
=== =25in10°tg 40°; b) —=—"——=1tg25° ctg 20°.
)\F+2sm40° 8 ) 1-+2sin5° § 8

(Activitate pe grupe) Verificati ca:

sSin3x — sinx _ . sinx + sin3x + sin5x _ . COSX + COS2X + COS4X + COS5X _ .
a) COSX + c0S3x tgx b) €0SX + c0S3Xx + c0S5x tg3x; c) sinx + Sin2x + sin4x + sin5x ctg3x;

-y
COSX + CoSy cos™ 2 . ) Y .

d) Sixcosy + sinycosx ~ g X+ Y e) cos?x — sin®x = sin(x + y)sin(y - x).
Transforma in suma: a) sin2%sin L b) cos30° cos40°% c¢) sm TcosZ:  d) cos70° sin 20°.

9 18’
Pe multimea numerelor reale, demonstreaza ca:
a) sinxsin3x + Sinxsin5x + c0S2xc0S8x = c0s4Xcos6X;
b) sinxcos4x + sin2xcos7x + sin3xcos12x = sin6xcos9x.

9)
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Demonstreaza ca tangenta este functie strict crescatoare pe (_g’g)_ Compara strategia ta cu a

2
colegului.
1 _ 2sinxcos(2k + 1)x

a) Demonstreaza ca sin2kx ~ sin(2k + 2)x  sin2kxsin(2k + 2)x

, precizand toate conditiile pentru buna

definire a expresiilor.
o n 2k + 1 . n i
b) Calculeaza: ), CosZk+ Ix _ D AL

k=1 Sin2kxsin(2k + 2)x > k=1c0s2kxcos(2k + 2)x"

1

Verifica faptul ca: a) 4cos(x - %) cosxcos(x + ﬂ) = c0s3x; b)cos35°cos25°cos85° < 5

3
Transforma in produs:
a) sina + sinb + sinc - sin(a + b + ¢); b) cos2a + cos2b + cos2c + cos2(a + b + ¢);
c) tga + tgb + tgc — tg(a + b + ¢).
Stiind ca x = y + z, demonstreaza ca:

a) tgx + ctgy + ctgz = tgxctgyctgz; b) cosx + cosy + cosz + 1 = 4cos§cos%cos%.

a) Demonstreaza ca functia f: [O,g] - R, f(x) = X — cosx este strict crescatoare.

b) Rezolva ecuatia: x — cosx + sinx = ,x € [O,ﬂ].

Varful unui brad a fost rupt de o furtuna. Partea rupta are 2 m,
iar inainte de furtuna bradul era vazut dintr-un punct A, situat in
acelasi plan orizontal cu baza bradului, sub un unghi de 37°30'.
Daca dupa furtuna portiunea ramasa din brad se vede sub un

unghi de 22°30/, determina inaltimea bradului ramas.

V

Demonstreaza ca, daca in /\ ABC avem cosA + cosB + cosC =
atunci triunghiul este echilateral.

)

Y

Demonstreaza ca:

sinx + sin . X+
a) > Y < sin Qy, Vx,y € [O,I‘(];
COSX + COSY X+y o
b) 3 S cos—5—, X,y € [—5,5 .

IA la tribunal: A demonstrat sau doar a convins?

Un sistem de inteligenta artificiala primeste cerinta:

,Demonstreaza ca 4cos(x — %)cos(x + %) = cos3x si genereaza o solutie elegantd.”
Elevii citesc explicatia si spun: ,Pare corect.”

Intrebare: Este suficient cd o demonstratie pare convingdtoare?

Analizeaza:
1. Cum verifici ca fiecare pas este valid?
2. Daca un singur pas este gresit, poate concluzia finala sa fie adevarata?

3. 0 demonstratie corecta trebuie sa fie: e scurta? e eleganta? e completa? |

4. Care este diferenta dintre: e verificare; e incredere? q N

Ideea mare: In matematicd nu conteazd cine afirmd ceva. $ /" &
Conteaza daca argumentul rezista verificarii. @

/ —
e Z
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Functii trigonometrice inverse

Atentie! In cele ce urmeaz3, utilizam sintagma inversa functiei sinus (cosinus, tangenta, cotangenta),
insa, in realitate ne vom referi la inversa restrictiei bijective a fiecareia dintre aceste functii.

A. Inversa functiei sinus

Din observatiile facute la reprezentdrile grafice ale functiilor trigonometrice ecuatia sinx = a,
a €[ - 1,1] are o infinitate de solutii reale, dar o singurd solutie in intervalul [ 2 2] Asadar, functia
sin: [—5, 2] [ 1, 1] este injectivd, surjectivd, deci bijectivd, precum si inversabild. In plus, anterior am

demonstrat ca restrictia functiei sinus la [—g, g] este strict monotond, justificind astfel injectivitatea.

acel unic numar x din intervalul [—%, g] pentru care sinx = a.

Unica solutie x € [—%,g] a ecuatiei sinx = a se noteaza arcsina. Pentru orice a € [-1, 1], arcsina este

~

FQ
arcsin(%) =7, deoarece 7 € (-3,%) sisinf = %;
arcsm( g) 3» deoarece -7 € ( o g) si sin(—g) = —@.
Atentie: sin 34” \F’ dar arcszn%;t T Explica!

In acelasi sens, inversa functiei sin: [—g, g] - [—1, 1] exista si este notatd arcsin. Asadar
arcsin:L—l, 1] N [—g,%]
Din definitie, avem identitatea sin(arcsinx) = x, Vx € [-1, 1].
De asemenea, avem arcsin(sinx) = x, Vx € [—%,ﬂ] (1). Insa expresia arcsin(sinx) poate fi definita pe

intreaga multime a numerelor reale, dar doar pe [—— —] relatia (1) o
estecorecta. @~ TRt

Functia arcsin are proprietatile functiei directe: strict crescad-
toare, injectivd, surjectivd, bijectivd, inversabild, iar inversa ei
este sinus. In plus, deoarece functia directa este impara, atunci si
functia arcsin este impard.

Graficele functiilor sin si arcsin sunt simetrice fatd de prima
bisectoare a sistemului de axe, dreapta y = x (rezultat cunoscut
din capitolele anterioare). Proprietatile functiei arcsin pot fi iden-
tificate prin lectura grafica pe imaginea alaturata. La fel si urma-
toarele caracteristici:

® sinx = arcsinx & x = 0; e

® arcsinx > x, pentru x € (0, 1] (graficul este deasupra primei
bisectoare);

arcsin x

ns
2

Observatie: Cum sinx < x, Vx € (O,%) = arcsin (sinx) < arcsinx © x < arcsinx (din monotonia func-
tiei arcsin).

® arcsinx < x, Vx € [-1, 0) (graficul functiei arcsin se afla sub y = x);

® functia arcsin este strict convexd pe [0, 1] si strict concava pe [-1, O];

® functia arcsin nu este periodicd;

® daca x € R, arcsin(sinx) are sens, dar nu este x decat pentru x € [—g,g
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(Activitate pe grupe)
Discutati si construiti o strategie prin care sé demonstrati ca arcsin(sinx) = m - x, Vx € [ﬂ =

tine cont ca, in ipotezele date, m - x € [ - 5 7 ,1ar sin(mr — x) = sinx.

Observatie: Functia f:R — [—g, %] ,fix) = arcsin(sinx)
este periodica, de perioada 2m (perioada functiei sin). Deci i R
_nn T—2

X, X e [ 29 | N 3T

m-Xx, X€E (" 3217 )

Alaturat este desenat graficul restrictiei functiei f la in- =
tervalul |-Z 3—“) Desenati graficul pe R. Lecturati grafic T
propr1eta§1le posibile. ;

In particular, arcsin(sin2) = m - 2 # 2! Justificati! i

fix) =

A‘-wi =
)

7

vol 3

B. Inversa functiei cosinus

Considerente asemanatoare celor de la functia arcsin conduc si la notiunea de inversd pentru cosi-
nus. Functia cosinus este strict monotond (deci si injectiva) pe intervalul [0, r7] si cos([0, i1]) = [-1, 1] (din
reprezentarea grafica sau prin lectura pe cercul trigonometric). Rezulta ca restrictia cos:[0, ] — [-1, 1]
este bijectiva, deci inversabila. Inversa acesteia se noteaza arccos.

In concluzie, functia arccos:[-1, 1] = [0,n], pentru care arccosy = x < cosx =y si x € [0,n1] este in-
versa restrictiei functiei cosinus.

~

rQ
v3 ) I m_ V3,
arccos(T 3 pentru ca= G e [O T[] Sl COS~ 6= 2>
_V3> _ < . 5m_ 3
ClTCCOS( 5 )= T pentru ca ? (S [O,IT] S1 COSF =5

g

® numarul arccosy este pozitiv:

® cos(arccosx) = x, Vx € [-1,1];

® arccos(cosx) = x, Vx € [0, r];

® functia arccos este descrescdtoare (ca si cosinus);

® functia arccos este injectivd, surjectivd, bijectiva, inversabild si inversa ei este cosinus;

® functia arccos nu este nici pard, nici impard, nu este periodicd;

® arccos(-a) = it — arccosa (V)a € [-1, 1];

Intr-adevar, ambii membri apartin intervalului de bijectivitate [0, rT], iar egalitatea este echivalenta cu
cos(arccos(—a)) = cos(1mt — arccosa) & —a = —cos(arccosa) &
S -a=-a.

® ca si intre sin si cos, intre functiile arcsin si arccos avem
0 1egatura importanta: arcsinx + arccosx = %, Vx e [—1 1] In-
tr-adevdr, egalitatea este echivalenta cu arcsinx = 5 - arccosx <
< sin(arcsinx) = sin(ﬂ - arccosx) & x = cos(arccosx) & x = X.

Justifica de ce primele doua egalitati sunt echivalente!

Graficul functiei arccos se obtine din graficul functiei
cos:[0,m]— [-1, 1], prin simetrie fatda de prima bisectoare. Lectu-
reaza grafic proprietatile functiei arccos, folosind imaginea alaturata.

Reflectie: Folosind aplicatii digitale sau un asistent IA, repre-
zinta grafic functia f:[0, 2r1] - R, f{x) = arccos(cosx). Observa par-
ticularitatile acestuia!




o\
\&;
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C. Inversa functiei tangenta. Inversa functiei cotangenta

tg: (——,—) — R este bijectiva, deci inversabila. Inversa functiei tangentd este arctg:R — ( g g), unde

arctgy = x e tgx=ysixe ( 5 2)
ctg:(0,mm) — R este bijectiva, deci inversabild. Inversa functiei cotangenta este arcctg:R — (0, ), unde

arcctgy = x & ctgx =y si x € (0, ).
Proprietati de baza:
®arctg(tgx) = x, X € ( 2,2) ;

®arcctg(ctgx) = x, x € (0,m)

® tg(arctgx) = x, x € R ; ctg(arcctgx) = x, x € R

KB A
i

Proprietati (in corelatie cu reprezentarea graficelor aces-
tor functii)

® arctg este monoton crescdtoare;

o arctg este mdrginitd'

®y-= 31 y=- sunt asimptote orizontale ale graficului;

o arctg este 1mpara,

® arcctg este monoton descrescdtoare;

® arcctg este marginitd;

® y = 0 siy = m sunt asimptote orizontale;

® arcctg nu este nici pard, nici impara;

® arctgx + arcctgx = 5, Vx €R. i arcctg x

Demonstratia formulei de mai sus este asemanatoare cu . N po o
cea a identitatii arcsinx + arccosx = g, Vx e [—1, 1] . Justifica! -

Calculeaza cos(arcsinx) si sin(arccosx), x € [-1, 1].

Rezolvare:

cos?(arcsinx) + sin®(arcsinx) = 1  cos?(arcsinx) = 1 - x2 = cos(arcsinx) = +V1 - x> (deoarece
arcsinx € [-4,5]). Analog sin(arccosx) = V1 - x2.

Calculeaza sin(arctgx) si cos(arctgx), x € R.

. tg2x e o « . .

Rezolvare: Cum szn2x=]+gm coszx=ﬁ (justifica!), inlocuind x — arctgx, vom obtine

sin®(arctgx) = —— = sin(arctgx) = \/7 (deoarece x si arctgx au acelasi semn). Verifica faptul ca
1

cos(arctgx) = .

(arcte) = e

a) Calculeaza tg(2arctg%); b) Demonstreaza ca 2arctg% + arctg% = %

Rezolvare: 1 9

. 2tg 2% _ % _38
a) Folosim formula tg2x = e , pentru x = arctg ;- Rezulta tg(2arctg 4) —T ={=15
~16 16

b) Membrul stang apartine ( ) Justificare: arctg 7> 0 arctgﬁ > 0, deci suma lor este pozitiva. Din

monotonie avem: arctgz < arctgf => arctgz <z => 2arctgz <z (1). De asemenea, arctgg < arctgf

> arctgﬁ <= (2) Din (1) si (2), prin insumare, deducem ca membrul stang apartine intervalului ( , 2)
care este mterval de injectivitate pentru functia tg. Prin urmare egahtatea data este echivalenta cu

tg(2arctg%) + tg(arctg%) L+ 5 989
. T yTleTg 7 195" 1
1 tg(2arctg4)tg<arctgz3) 1 1523

tg(2arctg% + arctg2—73) =gy ©
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Reflectie: Poti verifica ,geometric” identitatile urmatoare,
avand la dispozitie si imaginea alaturata!

a) arctg% + arctg% = ;
b) arctgl + arctg2 + arctg3 = m; AR
AB = BC, <BAC = 45°, <BAC + <A, + <A, =T, :

tgAl = %, arctg% = A1; tgA3 =3, arctg3 = As' \
©) c

Atentie asupra echivalentei a = b < triga = trigb (unde trig -
este oricare dintre functiile trigonometrice directe). Echivalenta nu are loc daca a si b nu apartin unui

interval de bijectivitate al functiilor trigonometrice.

&

Calculeaza:

a) arcsinO; b) arcsin( - 1); ¢) arccos(—%); d) arctgv/3;

e) arctg(-+/3); f) arctg(?) ;8 arctg(—g).

Calculeaza:

a) tg(arcsinx); b) tg(arccosx);  c) ctg(arcsinx); d) cos(% arccosx),x € [—1,1] ;
e)tg (%arcsinx),x IS [—1,1]; f) x, stiind ca arctg% + arctgx = g

(Activitate pe grupe: abordare individuala, urmata de discutii la nivel de grup si formularea de
concluzii)
a) Demonstrati ca sin(arcsinV1 - x2 + arccosx) = 0,x < 0.
b) Este adevarata egalitatea arcsinv1 - x2 + arccosx = m, x < 0?
Verifica faptul ca:
3, m_ 4 4

a) arcsinz + 4 = arctgz; b) 2arctg2 + arcsinz = 1, C) arccosz + arctg27—4 = arctg%.

a) Demonstreaza ca arctg(k + 1) - arctgk = arctgm,k eN.
3. " . " 2
b) Calculeaza: 2k=1arctg, Zk=1 arctg(l +k+k )

Reprezinta grafic functia f:D — R, flx) = arctg(tgx), unde D =R ~ {g + k| ke Z}.

Demonstreaza ca functia sin: [g, 37"] - [—1, 1] este inversabila, apoi determina inversa acesteia.

(Activitate in pereche) Rezolvati ecuatiile: a) arcsinx = arccosx; b) arcsin2x - arcsinx = %
Difera strategiile de rezolvare? Daca da, prin ce?

Determina multimile:

a) A = {x € R | arcsin(sinx) = x} si B = {x € R | arcsin(sinx) = x + 811}

b) C ={x € R | arccos(cosx) = 2mt - x}

Determina domeniul maxim de definitie al urmatoarelor functii:

a) arcsin %; b) arccos(2x - x?); ¢) arcsin ] ixxz;

Demonstreaza ca arcsin(sinx) = arccos(cosx) < sinx = 0, cosx = 0.

X
X+2°

d) arccos
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Ecuatii trigonometrice

A. Ecuatii trigonometrice fundamentale

O ecuatie trigonometrica este o ecuatie in care necunoscutele apar ca argument al unor functii
trigonometrice.
Ecuatiile: sinx = a, cosx = a, tgx = a, ctgx = a se numesc fundamentale (ecuatii la care se reduce orice
ecuatie trigonometrica).
s

® Ecuatia sinx=a,x€R
Ecuatia are solutii daca si numai dacd a € [-1, 1]. Explica!

» Pe intervalul [—5, 2] ecuatia are solutie unica x = arcsina.

» Pe intervalul [ 3 ] ecuatia are solutie unica x = r - arcsina.
Tinand cont de periodicitatea functiei sinus, obtinem multimea solutiilor pe R:
sinx = a & x € {arcsina + 2knt | k € Z} U {n — arcsina + 2kn | k € Z},
de unde sinx = a © x € {(-1)*arcsina + kit | k € Z}. (1)
Analog pentru:
® cosx=a < xe{ tarccosa + 2kmn | k € Z}.

® tgx = a < x €{arctga + kn | k € Z}. (2) 2 Rane 5 i
® ctgx = a & x € {arcctga + krt | k € Z}. 3

~ 2
sinx = % =

S XxeE {arcsin%+ 2kn|keZ} U {n— arcsin%+2kn| keZ};
cosx=—%©xe {iarccos(—%) +2k1‘(|keZ}©xe {123—”+2kn|kez};
ctgx=-1xe {arcctg(—l) +kn|l<eZ}©xe {3T”+kn|keZ}.

Atentie: In cazul in care se cere rezolvarea ecuatiei sinx = a intr-un anumit interval I, atunci multi-
mea de solutii se obtine intersectand cu I multimile anterioare.

~

rQ

Pentru sinx = —g,x €10, 4n], obtinem arcsin(—ﬁ) = —g. Solutiile vor fi: x = —g +2m = 53—17;
_ o _1lm, _ o (_m\ _ 4m, 4n 1011

x,= g +am=10x = - (-§) = L x, = G +2n= 13"
Observatie: ultima ecuatie o putem rezolva si

,fara” a apela la cazul general al ecuatiei fundamen-

tale, deoarece a = —g este o valoare remarcabild. 37

Pe cercul trigonometric, sinusul este negativinca- 2 >~ 2/ BaS8848880" . 0800 55

4m _b5m I2 G H N J

dranele I1I si IV; x| = x, =3~ si x, = x, ==~ sunt so-
lutii ale ecuatiei. Celelalte solu;u se ob’gm adaugand
un multiplu de 2 (convenabil!). Numarul solutiilor
se poate deduce si prin lectura grafica.
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B. Ecuatiile trigonometrice de forma: sin f{x) = sin g(x), cos f(x) = cos g(x), tg f(x) = tg g(x)

Din formulele (1) si (2) obtinem:

® sinf(x) = sing(x) © fix) = g(x) + 2km sau fix) = m - g(x) + 2k, k€ Z
® cosfix) = cosg(x) & fix) = +g(x) + 2km,k € Z

® tgf(x) = tgg(x) © fix) = g(x) + kmk e Z

aQ

7\
&

4

Pentrusin(3x — 1) =sinx,x e R,avem3x -1 =x+2kn e 2x=1+2kn < x = %,k e’.
Pentru sinx = cosx, x € (0, 2m), avem echivalent cos(g - x) = COSX @% - x=%*x+ 2kn. Alegemk € Z
astfel incat solutiile sa apartina (0, 2rr). Obtinem x, = 4,x = ST”

In cazul ecuatiei v1 - x? = 4x® - 3x, membrul drept ne sugereaza o formuld de trigonometrie:
cos3t = 4 cos®t — 3cost. Pentru a asigura buna definire (sensul), impunem conditiile de existenta (1):

- x2>
{ 1=x*20 S xe [ - ﬁ, O] U [ﬁ, 1]. Cum exista si este unic t € [0, r] astfel incat x = cos t, ecua-
4x%-3x20 2 2 ’

tia devine (2) : Isint| = cos3t < sint = cos3t (deoarece sint 2 0 pe intervalul [0, rr]). Examinand semnul
functiei cos pe cercul trigonometric, conditiile de existenta (1) revinla t e [0 ] [” 5“] Ecuatia (2)

se scrie echlvalent cos(— - t) = cos3t : = — t= %3t + 2km. Convine doar t = ecuatla initiala admi-

tand cos & g ca solutie unica. Verifica!

Aplicatie practica (mareele). Urmatoarele formule erau utilizate de navigatori pentru a afla inalti-
90t 90t
D D

® M_= amplitudinea mareei (diferenta de nivel intre mareea inalta si cea joasa, in metri)

mile mareelor: AH, = M_ - sin® ( ) unde este masurat in grade.

® D = durata (intervalul de timp intre mareea inalta si cea joasa)

Problemd: Intr-un port maritim se stie ca la ora 15 mareea are 8 m (inaltimea maxima). La ora 20:30
mareea are 2,6 m (indltimea minima). La ce ora nivelul apei va fi 6,4 m?

Rezolvare: D = 20:30 - 15:00 = 5h30" = 5,5 h; M_ =8—26—54m'AH—8—64=16m

Obtinem ecuatia: 1,6 = 5,4 - sin2< 90t) de unde szn 90t : t ~ 2 ore. Mareea fiind in scadere,

5,5
ora cautata este 15 + 2 = 17:00. Prin urmare, numai anumlte vase mar1t1me se pot afla in zona in jurul
oreil17.

C. Ecuatii reductibile la ecuatii algebrice

Prin substitutii, unele ecuatii trigonometrice se reduc la ecuatii algebrice (de diverse grade, ecuatii
irationale etc.)

~

Q
1 2cosx -1, 2sinx—-1_ _3
* 3cosx+1  3sinx+1 4°
Rezolvare:

Elimindnd numitorii, obtinem echivalent: sinx + cosx + 15sinxcosx — 1 =0. Facand substitutia
2

sinx + cosx =y, unde y € [-v2,v2], rezultd ca sinxcosx = si ecuatia devine 15y%+2y - 17 =0,

2
sy _ . _ 17 n\ _ V2 .
cu solutiile: y, =1 siy, = . Revenind la substitutie obtinem: sinx + cosx =1 < cos(x -7 ) =5 si
sinx + cosx = —% < cos( x - Z) = 1736/— Folosind ecuatiile fundamentale, finalizeaza rezolvarea!
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2) /2 + tgx = tgx,x € [” 3“).

Rezolvare: Notand tgx = t, ecuatia devine v2 + t = t. Conditia t > 0 (explica!). Prin ridicare la pétrat t=2.
Revenind la substitutie, avem tgx = 2, cu solutiile x = arctg2 si x = i + arctg2, deoarece arctg2 € ( 3 2)

D. Ecuatii trigonometrice de forma asinx + bcosx = ¢

Am vazut in paragrafele anterioare ca asinx + bcosx € [—\/ a’+ b2, \Ja? + sz. Astfel, ecuatia
asinx + bcosx = c are solutii daca si numai daca |c| < Va? + b & ¢ < a® + b>.

Metoda 1: Vom rezolva ecuatia prin restrangerea expresiei asinx + bcosx, folosind urmatorul caz par-
ticular: v3 sinx + cosx = -1,x € R.

®q=/3b=1=>Va2+b>=V3+1=2.

® Observam ca c? < a? + b2 (1 < 4), deci ecuatia are solutii.

Astfel, V3 sinx + cosx = 2(£sinx + %cosx) = 2(sin%sinx + cos%cosx) = 2cos(x - %)

Ecuatia revine la cos(x - g) = 2, iar multimea solutiilor este {11 + 2k | ke Z} { - g + 2k | ke Z}.
Metoda 2: Vom exprima functiile sinus si cosinus prin intermediul tangentei arcului pe jumadtate:

2t _1-
1+ C0SX= 1+ tz’
ecuatiei date (conditia 3 5 # 5 + kit = x # m + 2kmn).

Testam dacad x = i + 2km verificd egalitatea. In caz afirmativ, o pastram ca solutie si apoi trecem la

substitutia t = tg3.

sinx = unde t = tg> 5. Atentie! Prin trecerea la tg> 5 Ingustam multimea de rezolvare a

In cazul particular anterior, v/3 sinx + cosx = —1, observam ca m + 2k verifica ecuatia. Retinem mul-
— 12
timea de solutii {rr + 2kt | k € Z}. Ecuatia in t devine: \/_1 wm } +£2 =-1©2/3t=-2=>t= —%@
S 5 € {‘g +kn|kez } o xe {—§ + 2/(11}. Regasim in mod firesc multimea solutiilor obtinuta la
metoda 1.

N
& 4

Rezolva ecuatiile (x € R):

a) sinx = 0; b) sinx = —g; ) sinx = % d) sinx = 2. E;)
_2. __ 1. n -
a) cosx = 3 b) cosx = 7 C) cosx = 3-
- _1- _1c. __V3. _
a) tgx = —1; b) tgx = 15; C) ctgx = -3 d) ctgx = 8.
a) siny - sin 20° = sin(40° - y)cos 10°,y € (0,90°);  b) sinxcosx = sin35°; ) sinx + cosx = -2.

Determina n € N pentru care tgt =2 - V3.
Rezolva ecuatiile urmatoare in intervalul [0, 2rt]:  a) sinx = sin2x; b) sinx = tgx; c¢) sinx = ctgg.

Rezolva ecuatiile urmatoare in intervalul (-, 3r):

a) sinx = sin4x; b) sin5x = cosx; C) sin5x = —cosx; d) —cos3x = cos5x ; e) tgx = ctgx.
i) Determind a € R stiind ca —73—H este solutie a ecuatiei cos?x — V3 sinx + a = 0.

ii) Rezolva ecuatiile: a) cos’x + 2cosx + 1 =0; b) cosx + 28in§ - % =0;

C) tgx + sin2x = 2; d) cos?x + 3sinxcosx + 2sin’x = 0.

Rezolva ecuatiile (x € R):

a) sinx + cosx = V2; b) V3 sinx — cosx = 1;

c) 3sinx + 4cosx = 5;  d) (sinx)(2sinx + 3cosx) = 22 sinx.



Rezolva ecuatiile:
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a) tgx + tg3x = tgax; b) sin2x = 1 + cosx + cos2x; c¢) sin(ricosx) = cos(rsinx);
d)+/5 +sin232—x=2cos§+sin§; e)sin®x + cos®x =1;
f) (sinx + cosx)® = 4sinx; g) 2 cos®x = sinx; h) s,ltgx -1+ s,ltgx =1.

R b+c

Intr-un triunghi dreptunghic ABC (A = 90°) are loc relatia 57 = —a - Determind masurile unghiurilor

triunghiului.

3
Rezolva ecuatia v2 - Vsinx + S,Itgx =2 XE (

).

O persoand aflata pe un camp la o distantd h =50 mde o sosea g c VoA

observd un autobuz venind cu viteza v, = 12 m/s. Distanta auto-
buzului fata de persoana este [ = 400 m. Sub ce unghi a trebuie
sa alerge persoana pentru a intalni autobuzul, daca viteza per-

soanei estev =3 m/s?

a) Demonstreaza ca sin 40° este solutie a ecuatiei algebrice

8x% - 6x++/3=0.

b) Da exemplu de ecuatie algebrica de gradul al IlI-lea care sa

aiba radacina valoarea cos 40°.

Teste de antrenament

Testul 1

(20p) Stabileste semnul produsului
p= cos 1% . gins.

9
(25p) Demonstreaza ca 43—" este perioada a

functiei ;R — R, fix) = [sin3x].

(25p) Determina t € [0, ) pentru care
|sint — cost| = |sint| + |cost].

(20p) Da exemplu de numar x € R pentru
care cosx + sinx € Q.

Testul 2

(20p) Da exemplu de functie periodica

cu perioada %
(25p) Stiind ca x € (H ) si cosx = _%y

3m
> 2
calculeaza tg( 37" + x).

(25p) Demonstreaza ca 2" - cos7’31—’T ez,

VneN.

(20p) Demonstreaza ca tg10° = sin40°

2sin10°+ cos10°°

Testul 3

(25p) Se considera ecuatia 2sinx + cosx = 2.

a) (10p) Justifica faptul ca 2arctg% este solutie
a ecuatiei.

b) (15p) Determina toate solutiile ecuatiei.
(25p) Stiind ca ABC este triunghi ascutitun-
ghic, demonstreaza ca sinA < cosB + cosC.
(20p) Rezolva ecuatia
sinxcosx = 2cos55°, x € R.

(20p) Determina imaginea functiei
fiR = R, filx)=2-cos?x — 2sinx - cosx + 3.

Testul 4

(20p) Calculeaza tg(2arccos% + arctg2).

(25p) Transforma in produs

sin2a + sin2b + sin2c - sin(2a + 2b + 2c¢).

(20p) Verifica faptul ca ctg20° = v/3 - 4sin 20°.

(25p) Se considera ecuatia cos2x = sinx, x € R.

a) (10p) Verifica daca 2m + arcsin(v/2 - 1) este
solutie a ecuatiei.

b) (15p) Rezolva ecuatia (in R).

Pentru fiecare test:

Timp de lucru: 50 de minute. Se acorda 10 puncte din oficiu.
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Test de evaluare
Fie fR — R,f(x) = 2+/3 cos?7 - sinx — /3.

a) (1p) Calculeaza f(57); f( 5)-
b) (1p) Rezolva ecuatia fix) = -1,x € R.
c) (1p) Afla imaginea functiei f.

d) (2p) Arata ca f(x) = 2sin(x + 2?“), (V)x € R; reprezinta grafic functia.

Fie g:D — R, g(x) = arcsinx + 2arccos | 1 ;X, unde D este domeniul maxim de definitie.
a) (1p) StabilestecaD =[ - 1, 1].
b) (1p) Calculeaza g(-1).
0) (1p) Verificd daci f(3) e R~ Q.
d) (1p) Demonstreaza ca f(x) = g, (V)x IS [—l, 1].
Timp de lucru: 50 de minute
Nota: Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 1 punct din oficiu.



RELATII ME

Trigonometria transforma geometria teoretica
intr-un instrument de explorare a realitatii, per-
mitandu-ne sa masuram distante stelare sau sa
proiectam structuri arhitecturale complexe. Fie
ca vorbim despre navigatia moderna sau des-
pre calcularea inaltimii muntilor, relatiile dintre
unghiuri si laturi sunt puntea de legatura intre
abstract si concret. In acest capitol, vom desco-
peri cum legile fundamentale ale trigonome-
triei devin aliati in rezolvarea provocarilor lumii
inconjurdtoare.
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Teorema cosinusului. Teorema sinusurilor.
Rezolvarea triunghiurilor

A. Teorema cosinusului

In cuprinsul acestui capitol, pentru un triunghi ABC vom nota: BC = a;AB = ¢;AC = b;p = %M;
® masurile unghiurilor xA, B, xC prin A, B respectiv C (in grade sau radiani);

® 1 si R - raza cercului inscris, respectiv raza cercului circumscris;

® S - aria triunghiului.

Intre lungimile laturilor si masurile unghiurilor unui triunghi au loc anumite legaturi care permit
calculul celor sase elemente (lungimi de laturi si masuri de unghiuri) cunoscand trei dintre ele, printre
care cel putin lungimea unei laturi.

Teorema proiectiei. In orice triunghi ABC au loc relatiile:
a = bcosC + ccosB (1);
b = acosC + ccosA (2);
¢ =acosB + bcosA (3).

Demonstram prima relatie, pentru celelalte vei proceda asemandtor!

Proiectia varfului A pe latura opusa este un punct D, care este interior
laturii [BC] sau exterior acesteia.

i) B si C sunt unghiuri ascutite (fig.1). in acest caz, D € (BC) (este inte-
rior). Din triunghiurile dreptunghice ABD si ACD obtinem BD = ccosB si
DC = bcosC, deci a = ccosB + bcosC.

ii) Unul dintre unghiurile B sau C este obtuz. In cazul unghiul C obtuz,
D este exterior laturii (BC) (fig.2). La fel ca in primul caz, BD = ccosB, iar
CD = bcosACD = -bcosC. Astfel, a = BC = BD - CD = ccosB + bcosC.

iii) Unul dintre unghiurile B sau C este drept. Relatia este evidenta.

Teorema cosinusului. In orice triunghi ABC avem relatiile:
a?=b?+ c? - 2bccosA;
b%?=c?+ a? - 2accosB;
c?=a’+ b* - 2abcosC.

Demonstratie: Inmultind relatiile (1), (2) si (3) din teorema proiectiei cu a, b, respectiv ¢, obtinem:

a? = abcosC + accosB; b? = bccosA + bacosC; ¢? = accosB + bccosA. Adunand ultimele doua relatii
avem: b2 + ¢? = becosA + bacosC + accosB + becosA = 2bccosA + a(bcosC + ccosB) = 2bccosA + a?, deci
a?=b%+ c? - 2bccosA. Celelalte doua relatii se deduc asemanator si se pot obtine din prima relatie prin
,permutari circulare” (adica inlocuind astfel: a — b;b - c;c - asiA - B;B — C;C — A).
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/" a) In cazul triunghiului dreptunghic in A (A = %), obtinem a? = b + ¢2 (teorema lui Pitagora).

b) La fel ca in cazul teoremei lui Pitagora, teorema cosinusului permite calculul lungimii unei laturi
cand se cunosc lungimile celorlalte doua si masura unghiului dintre cele doua laturi (cazul de determi-
nare L.U.L.).

¢) Din teorema cosinusului rezulta drept consecintd si relatiile:

b2+C2_a2

2+ 2 _ h2 2+ 2 _ 2
Loa a’+c’>-b COSC=b a’-c

cosB = 2ac 2ab

COSA =

Aceste relatii permit calculul masurilor unghiurilor unui triunghi cand se cunosc lungimile laturilor
(cazul L.L.L).

7=
&

1. In triunghiul ABC cunoastem c = 2, a = 5 si B = 120° (fig.3).
Calculeaza b si A.
Rezolvare:
Din teorema cosinusului obtinem b? = a? + c¢? - 2accosB,

decib2=4+25—2.2.5.(_%)=39=>b=m_

Pentru a afla unghiul A, folosim consecinta teoremei cosinu-
c’+b’-a’> _ 4+39-25 _ 18

2¢cb 2:-2-4/39 439’
=~ 44°,

sului: cosA = Deoarece A € (0,m) si cosA > 0, rezultid cid A € (O,g) si

A = arcco
s 4 \/

2. Numerele pozitive a, b si ¢ sunt lungimile laturilor unui triunghi ascutitunghic daca si numai daca
a’<b?*+c*b?<a?*+c?c?<a?+ b
Rezolvare: Dina? < b* + c?si b? + ¢? < (b + ¢)? rezultd a® < (b + c)* < a < b + c si analoagele.

. . . . . I 2+ ¢c?2-q?
Unghiurile ascutite au cosinusurile pozitive: A < 3 < cosA > 0 & birci-a

> 2< 2+ 2 1
5 2be 0s a?<b*+c?si

inegalitatile analoage.
De asemenea, daca a? > b? + c?sau b? > a? + c?sau c? > a? + b?, atunci triunghiul este obtuzunghic.

3. Pe laturile unui triunghi ABC se construiesc, in exterior, tri-
unghiuri echilaterale de centre A, B,C’. Arata ca AA'B'C’ este
echilateral (triunghiul ,,exterior” al lui Napoleon - fig.4).
Rezolvare: AC'B = BAC = 120°. Aplicand teorema

cosinusului in triunghiurile isoscele AC'B si BA'C, obti-
_a

nem C'B= T’ respectivA’B = \F Aplicand teorema cosinusuluiin
ACA'B, avem A'C? = % == 2£cos<B + 60°> = %[a2 +c?-

—2ac(;cosB——smB ] (a +c2—accosB+ac\/—smB>
=%(az+c2 4 ”22 b S\/—) (a +b2+c2+48\/_>(am

tinut cont ca S = @). Rezultd A'C’ = \/%(az + b2+ 2+ 4Sx/§),
rezultat simetric in a, b si ¢, ceea ce aratd ca si laturile A'B’ si B'C’ au aceeasi valoare ca A'C".

Comentariu: Problema ii este atribuita lui Napoleon Bonaparte, imparatul francez fiind cunoscut
pentru pasiunea sa pentru matematica si geometrie, desi multi istorici considera ca adevaratul autor
al teoremei a fost prietenul sau, matematicianul Lorenzo Mascheroni. Exista si un triunghi echilateral
yinterior” al lui Napoleon, cand triunghiurile construite pe laturi sunt spre interior. Verifica!
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4. In orice triunghi ABC exista relatiile: sin% = ﬂ%(l); cos% = % (2).

Rezolvare:

gin?A - 1= cosA _l<1 B b2+c2—a2) ~a’-(b-c) (a+b-cla-b+c) (2p-2c)2p-2b) (p-c)p-b)
2 2 T2 2bc - 4bc - 4bc - 4bc - c )
< . -b)p - . . . .. <.
Deoarece % e (O,g), rezulta sm% = "W Dedu egalitatea (2), apoi scrie relatiile asemana-
toare pentru celelalte unghiuri ale triunghiului.
o s . -b)p - L .. e . .
Justifica egalitatea tg% = % si scrie relatiile analoage pentru jumatatile unghiurilor B si C.

2(b%*+c¢?) - a?

5. a) In orice triunghi ABC avem relatia: m? = 7

diana din A) si analoagele.
b) In patrulaterul ABCD, E si F sunt mijloacele diagonalelor [AC]
si [BD]. Demonstreaza relatia:

AB?+BC?>?+CD?+DA%?=AC?+ BD? + 4EF>.
Rezolvare: a) Fie M mijlocul laturii [BC].

(m, - me-

2 2 _ K2
Aplicand teorema cosinusului in AABC avem: cosB = & =2- +2€1 c b

Aplicand teorema cosinusului in AABM obtinem: m? = AM? =

= - - a_5 .4 a+ct-b?
= AB? + BM? 2AB~BMcosB—cQ+4 2.-¢c-5 sac

. cp A <A 2 24c2-p2  2b*+c?)-a?
Simplificand, ramanem cu: m? = ¢ + - - < * 5 b2 _ XA A )
Rezultatul anterior este intalnit in literatura de specialitate ca

teorema medianei, enuntata de matematicianul grec Apoloniu din

Perga.

b) In AEBD, segmentul [EF] este mediana. Aplicim teorema me-

2AED” +EBY) - BD” (1). Cum in AABC segmen-

4
2 2y _ 2
tul [BE] este de asemenea mediana, avem BE? = 2ABA” B4C) AC ;

analog, in AADC, segmentul ED este mediana, deci B

Ep2 = 2PAT+DCY ~AC 4 ocuind in relatia (1) se obtine rezultatul
cerut, cunoscut si ca relatia lui Euler pentru patrulatere si reprezen- Fig. 6
tand o generalizare a teoremei lui Pitagora.
Reflectie: depinde rezultatul de tipul patrulaterului: convex sau concav? Explica.

dianei si obtinem: EF? =

Teorema cosinusului pentru patrulatere
Stiind ca lungimile laturilor unui patrulater convex ABCD sunt AB = a, BC = b, CD = ¢, DA = d, iar
diagonalele sunt de lungimi m, respectiv n, atunci au loc relatiile:

cos(D + C) = cos(A + B) = W

b2+d*-m?-n?

cos(B + C) = cos(A + D) = 5ac :

Fie N mijlocul laturii BC, iar E si F mijloacele diagonalelor AC, res-
pectiv BD.

i) Cazul AB } CD. Fie a mdsura unghiului format de AB si BC.
Atunci ENF = o (deoarece EN || AB si FN || CD, fiind linii mijlocii in
AABC, respectiv ABCD). Aplicam teorema cosinusului in AENF si
obtinem EF? = NE? + NF? - 2 - NE - NFcosa. Insd NE = % si NF = %
Inlocuind aceste valori in relatie si inmultind cu 4, se obtine formula
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4EF? = a?+ c? - 2accosa. Folosind relatia lui Euler si cos(B + C) = cos(A + D) = -cosa, finalizeaza
demonstratia.
ii) Cazul AB || CD. Aratam ca 4EF? = a? + ¢2 - 2ac. Intr-adevar:

® daca AD 4§ BC, atunci ABCD este trapez si 2EF = |a - cl, unde [EF] este linia mijlocie a diagonalelor;
ridicand la patrat se obtine relatia cautata.

® daca AD || BC, atunci ABCD este paralelogram si E=F = a = c.
Analog, demonstreaza a doua relatie (folosind celelalte doua laturi opuse, AD si BC) pentru a verifica
faptul ca ai inteles pasii prezentati.

Provocarea arhitectului: Puntea suspendata.

Primdria doreste sa reamenajeze Parcul Central, care are forma unui patrulater convex neregulat g
ABCD. Laturile opuse [AB] si [CD] corespund la doua bulevarde care, din masuratorile cadastrale, au al
lungimile urmatoare: bulevardul AB — 400 m si bulevardul CD - 300 m. Pentru conservarea cladirilor
istorice din zona, aceste bulevarde au fost construite astfel incat, daca ar fi prelungite imaginar, s-ar
intersecta formand un unghi de 60°.

In mijlocul parcului se afld un lac de agrement, peste care arhitectul sef doreste si construiasca o
punte pietonald suspendata, care sa uneasca punctul E (mijlocul diagonalei [AC]) cu punctul F (mijlocul
diagonalei [BD]). Fiindca punctele E si F sunt separate de lac, masuratoarea directa este imposibila cu
un simplu telemetru. Calculeaza lungimea EF a viitoarei punti suspendate, pentru a putea comanda
materialele necesare.

Rezolvare: La prima vedere, problema pare cd nu are suficiente date. Nu cunoastem celelalte doua
laturi ale parcului si nici lungimile diagonalelor. Aici intervine surpriza si frumusetea matematicii: lun-
gimea segmentului care uneste mijloacele diagonalelor depinde exclusiv de doua laturi opuse si de
unghiul dintre ele!

Conform demonstratiei teoremei anterioare, considerand laturile opuse a = 400 si ¢ = 300, iar un-
ghiul dintre ele a = 60°, rezulta ca 4EF? = a® + ¢ - 2accosa, deci 4E F? = 4002 + 3002 - 2 - 400 - 300 - 0,5
si, in concluzie, EF = 50/13 ~ 180,27 m.

&3
A.

1. In AABC avem:
aQ)a=3;b=4,C= % Calculeazi c.
BD _3

b)a=7;b=6,c=5,iar D € (BC) astfel incat DC = & Determina lungimea segmentului [AD].
c) Aceeasi cerinta ca la b), dar pentru cazul in care D este exterior laturii [BC].

2. Laturile triunghiului ABC sunta = 7, b = 6,c = 5. Consideram M € (BC) astfel incat BM = x si functia
£:(0,7) - R,flx) = AM2.
a) Demonstreaza in doua moduri ca fadmite o valoare minima.
b) Determind multimea A pentru care functia g:(0, 7) — A, g(x) = fx) este surjectiva.
¢) Demonstreaza ca g nu este injectiva.
3. Se considera triunghiul ABC in care se cunosc lungimile laturilor: a = 6,b = 7 si ¢ = 8.
a) Justifica faptul ca unghiul C este ascutit.
b) Calculeaza raportul lungimilor segmentelor determinate de piciorul inaltimii triunghiului pe AB.
4. In AABC avem:
)a=7 b=8, A=45° Calculeaza c.
ii)a=7b=10,A = 45°. Calculeaza c. Prin ce difera acest caz de cel precedent?

5. Verifica faptul ca in orice triunghi ABC avem relatiile:

a) bcosC - ccosB = b a Cz; b) 2bccosA + 2accosB + 2abcosC = a? + b? + ¢
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6. Stiind cd in triunghiul ABC avem %4 - ColfB - cosC

7. InAABC, c=93 b jar m_= gc. Calculeaza cosA.
8. Se considera [AC] cea mai lunga dintre diagonalele paralelogramului ABCD, iar E si F sunt picioarele
perpendicularelor din C pe AB, respectiv pe AD. Demonstreaza ca AB - AE + AD - AF = AC?.

arata ca triunghiul este echilateral.

B.
9. Intr-un patrulater ABCD, diagonalele sunt perpendiculare daca si numai daci AB> + CD?> = BC? + DA
10. Se considera triunghiul ABC si M € (AC), N € (AB). Verifica faptul cd BC? + MN?=BM?+CN?* < A = g

11.Se considera ABC un triunghi echilateral de latura a, D € (BC), E € (AB), astfel incat BD = % si AE = ED.
Calculeaza CE.

12. Intr-un triunghi ABC avem relatiile a(b + ¢) = b2 + c2sib + c = 293 4 Demonstreaz ci triunghiul are

3
un unghi de 30°.
13.Intr-un triunghi ABCavem 5a%=5b2 + c2,3b? =3 ¢? + a?. Justifica faptul cd tgA = 3,tgB = 2 si tgC = 1.

14.Demonstreaza ca triunghiul ABC este dreptunghic in A daca si numai daca cosB + cosC = b Z =

15. Verifica faptul ca triunghiul ABC in care avem bcosA + ccosB + acosC = p este isoscel.

16. In triunghiul ABC, medianele corespunzatoare laturilor AC si AB sunt perpendiculare. Demonstreaza
ca ctgB + ctgC 2%3& 5a?=0b%+c2

17. In triunghiul ABC este inscris un cerc tangent laturilor sale in punctele M € AB, N € BCsi L € AC.
Calculeaza MN, stiind ca LA = 2,LC = 3 si cosC = %

18. Se considera patrulaterul convex ABCD, cu lungimile laturilor si diagonalelor in intervalul [1,v2].
Demonstreaza ca patrulaterul este patrat.

B. Teorema sinusurilor

Teorema sinusurilor nu este atribuita unei singure persoane, ci a evo-
luat de-a lungul mai multor secole. Astfel, in secolele II-I inaintea erei
noastre, baza a fost pusa de astronomii greci antici, precum Hiparh, iar
o forma incipienta pentru triunghiurile sferice a fost mentionata de Me-
nelaus din Alexandria.

Teorema sinusurilor. Intr-un triunghi oarecare, raportul dintre lun-
gimea oricarei laturi si sinusul unghiului opus laturii este acelasi.

: a _ b . ¢ _
Mai exact, SnA = SinB = sinc = 2R (1).

Demonstratie: Fie D punctul diametral opus lui A in cercul circum-
scris triunghiului. Exista cazurile:
b deci—2-=2R.

. ° . . 2~ AC
i) B < 90° (fig.1); sinB = sinADC = 4D = 3R’ SinB
ii) B > 90° (fig.2, in care centrul cercului, O, este exterior triunghiu-

lui); patrulaterul ABCD este inscriptibil, deci sinB = sin( 180° - ADC ) =

inADC =AC _ b b _
sinADC =45 = 5, asadar = = 2R.

Analog pentru celelalte rapoarte din relatia (1).

Observatie: In cazul B = 90°, teorema sinusurilor revine la definitia sinusului ca raport in triunghi
dreptunghic.
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In AABC,a=12,B =75°, C=60°. Calculeaza b.

Rezolvare: Aplicam teorema sinusurilor:
a _ b _ : asinB _ 12sin75° _ V6 + 2 _
ey SmC,undeA 180° - (75°+ 60°) = 45°;b = "E = Sas =12 V2 =6(1 ++3).
2. In AABCavem B = 31 C=% Determma fxg

1
AB _ AC _ sinC _ SmG 2
Rezolvare: sinC ~ sinB AC sinB sin¥ ﬁ

-

3. In AABC,BC = 8 si cosA = Calculeaza raza R.
BC
=5

9 4 _
1 25~ deCIR 2sinA

Rezolvare: cosA = % = sinA =%

4. a) Demonstreaza ca, daca x+y+z+t = 2m, x,y,z,t > 0, atunci A
. X . Z .Y ot +y z+ t

singsing + singsiny = sm—2 sin=;

b) Dedu ca, intr-un patrulater inscriptibil, suma produselor latu-
rilor opuse este egala cu produsul diagonalelor patrulaterului (Teo-
rema lui Ptolemeu).

Rezolvare: a) Transformam produsele in sume si tinem cont ca
cos(x Z) = —cos(y+ t)

2 2 )
fein X ain Z Yot 1 X-z X+z B
Atunci: sing sing + singsing =5 (co 5 3 ) + &

y-t y+t\ X+y-z-t Xx-z-y+t_ Fid 10
2(C08—2 COS™5— ) = cos Z cos a = Y
B 2x+y)-2m 2x + ) - 2m _ xX+y X+t
= cos 3 cos 7 = sin—5—sin= -
b) Inlocuim numerele x,y, z, t prin masurile arcelor AB, BC, CD, DA.
Obtinem sinACB - sinDBC + sinBDC - sinACD = sinADC - sinBCD.
Din teorema sinusurilor: sinACB = % (in AABC); sinDBC = D¢ (in ADBCO) etc. Inlocuind si amplifi-

cand cu 2R obtinem AB - DC + BC - AD = AC - DB.

= ctg%, este dreptunghic.
A + C -C ; -B A-C B A-C
a+c 2R(SU’IA + Sil’lC) sinA + sinC 2sin COS ) sm” 2 COoS 9 COSjCOS 2
Rezolvare: = = = = =
Cob 2RsinB sinB QSlnBCOSB sinBcosB sinBcosB
) 2083 20089
A-C B
CcOoS COS&~ _ -
Rezultéié = ctg% = —é, deci cos4 5 € cos%@ATC = i%@ C=7 Lsau A = g
sine ins
2 2
6. Un stalp CD (fig.11) este ancorat cu doua cabluri,
CA si CB, cu care se afla in acelasi plan. Stiind ca C Fig. 11
AB=5m, CAD = 30° si CBA = 20°, calculeaza inil-
timea stalpului.
Rezolvare: Cu teorema sinusurilor in ACAB, 5 S Bl -

=2:8n20° _ 4c0510°.
sin10

Rezulta CD = %AC =5c0s10°= 4,92 m.
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@A.

1. Demonstreaza ca in orice triunghi ABC au loc relatiile:

a) Sin’z : ZinB SmA : b) Sma ZinB = 2R; ¢) sinA + sinB + sinC = % d) bcosB + ccosC = acos(B - C).

2. a) In triunghiul ABC cunoastem AC = 10; B = 45°; C = 30°. Calculeaza laturile triunghiului.
b) In triunghiul ABC cunoastem AB = 12, A + B = 75°. Calculeazi R.

3. Inpatratul ABCD se considera E € (AC) astfel incat CBE = 30°. Stiind ca F este simetricul lui E fata de
C, verifica faptul ca triunghiul BDF este echilateral.

4. Unghiul XAY are masura de 60° si B este un punct in interiorul sau. Se considera C si D proiectiile lui
B pe laturile AX si AY. Determina CD si cosACD, stiind ca BC = a, BD = a.
Demonstreaza ca, daca sin?C + sin?B = sin?A, atunci triunghiul ABC este dreptunghic.

6. Demonstreaza ca triunghiul in care a = 2bsina, unde A € [ 310 ) este isoscel.

2 )
A+B
7 axb _ 875
’ -b 73'
Scrieti relatii analoage si analizati ce devin acestea pentru cazurile in care triunghiul este: echilate-
ral, dreptunghic, dreptunghic si isoscel, dreptunghic cu unghi de 30°.
B.
8. Demonstreaza cd, daca intr-un triunghi ABC are loc conditia b + ¢ = 2a, atunci 2sin4 = cosB-C si

2 2

2c0SA + cosB + cosC = 2.
9. Verifica faptul ca un triunghi ABC in care are loc relatia a® + b* + c? = 8 R? este dreptunghic.

10. Stiind ca intr-un triunghi ABC are loc relatia a (tgA - tg# + b(th - tgA +B ) 0, demonstreaza
ca triunghiul este isoscel.

11.Intr-un triunghi ABC, ctg %, ctgg si ctg% sunt in progresie aritmetica daca si numai daca a, b si c sunt
in progresie aritmetica (in ordinea scrisa).

12.Stiind ca H este ortocentrul unui triunghi ascutitunghic ABC:
a) exprimd, in functie de A, B, C, unghiurile AAHC; b) aplica teorema sinusului in AAHC;
c) dedu relatiile AH = 2RcosA si CH = 2RcosC; d) dedu ca raza cercului circumscris AAHC este R;
e) rezolva cerintele a), b) si c) pentru AABC cu A > 90°.

C. Rezolvarea triunghiului oarecare

Pentru un triunghi ABC avem in vedere 6 elemente mai importante: lungimile laturilor (a, b, ¢) si ma-
surile unghiurilor (4, B, C). De rezolvarea triunghiului dreptunghic ne-am ocupat in gimnaziu.

In cazul triunghiului oarecare, a rezolva triunghiul presupune a afla trei dintre elementele acestuia,
cunoscand celelalte trei, printre care cel putin o laturad! Explica, aducandu-ti aminte diferentele dintre
congruenta si asemanarea triunghiurilor.

Exista trei cazuri fundamentale de constructie, care sunt si cazuri de congruenta a triunghiurilor. In
aceste cazuri triunghiul este determinat, adica cele trei elemente de aflat rezulta in mod unic din cele date.

Cazul L.U.L. Se cunosc lungimile a doua laturi si masura unghiului cuprins intre ele.
Exemplu: a = 8;B = 60°%c = 6. Din teorema cosinusului obtinem b? = a? + ¢? - 2accosB, deci

b2=64+ 36 - 96 - 5—52.Rezultéb=2\/13;cosA—%,A accos\/—3
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Comentariu: Dupa determinarea lui b, obtinem din teorema sinusurilor sinC = <S8 - 6sn60° _ 3 v3

b 2J13 ~ 2V13°
33 B . 3J3 . o .
5 Ji3 sau C = it — arcsin s S trebuie sa decidem care dintre

ele este solutie. De aceea, pentru calculul masurii unui unghi este recomandat sa calculam cosinusul
unui astfel de unghi. Utilizand instrumente geometrice pentru proba, construieste triunghiul (unitatea
de masura poate fi cm).

Pare ca rezulta doua solutii, C = arcsin

Cazul L.L.L. Se cunosc lungimile laturilora, b, ccu|b-c|<a<b+c.

24c2- @2 e
bcha, pentru a initia rezolvarea.

Reflectie: Construieste, utilizand numai rigla si compasul, un triunghi in care se cunosca = 5, b = 6 si
¢ =7 (incm). Madsoara cu raportorul unghiul A si compara cu valoarea calculata prin teorema cosinusului.

Vei constata importanta cunoasterii constructiilor geometrice cu instrumentele clasice, de exemplu
pentru a stabili ca nu se poate construi un triunghi de laturi de lungimi 1, 2 si 3!

Indicatie: utilizeaza teorema cosinusului, cosA =

Cazul U.L.U. Cunoastem lungimea unei laturi si masurile unghiurilor ,adiacente”.
De exemplu, pentru a=12,B =30°si C = 72°rezultd A = 78° apoi aplicam teorema sinusurilor:

12 _ b _
sin78°  sin30°  si n72° Rezulta b=~ 6,1;c~11,6.
Cazul L.L.U. Se cunosc doua laturi si unul dintre un- Fig. 12

ghiuri, care nu este format de respectivele laturi.

Acesta nu este un caz de determinare, dupa cum vom vedea
in exemplele urmatoare.

a)b=9,a=10,A =120°(fig.12).

Sa calculam ¢ si masura unghiului C.

sinB _ sinA _ \/—

Rezolvare: Calculam sinB, cu teorema sinusurilor: . Deoarece A > 90°, avem B < 90°.

"9 10
Rezulta sinB = 2—‘{)— <1,deciB= arcsm% In concluzie, C=n - %H - arcsm% = % - arcszn%
Continud rationamentul pentru a calcula latura c. Vei concluziona cd problema are o singurd solutie?
b)a =7;b=10;A = 40°. Din teorema sinusurilor avem: sinB = bs'lT”A ~ 0,91 < 1. Se obtin doua solutii:

B, ~67°si B, = 180° - 67° = 113°. Triunghiul nu este determinat de ipotezele date!

¢) A=117°%b=10;a = 7. Obtinem sinB ~ 0,99 si B~ 81,5°sau B ~ 102°. Are cazul doua solutii? Nu.
Explica!

7=
&

1. a) Construieste din hartie un triunghi echilateral ABC cu latura
de 1 (dm) si indoaie triunghiul astfel incat varful A sa ajunga pe
(BO), in punctul R, cu BR = % (dm).

b) Rezolva triunghiul PQR obtinut dupa indoire.
Rezolvare: b) Notam AP = x; AQ = y. Atunci PB =1 - x; PR = x;

QC=1-y;RQ=y.Stimca PRQ = 60°. Aplicand teorema cosinusului

in ABPR, respectiv AQCR, obtinem: x = ég siy = Aphcand inca o
data teorema cosinusului in APQR, obtinem: PQ = 13;5 Verifica,

R

apoi, tot cu teorema cosinusului, afland P si Q. Finalizeaza.

2. Fie triunghiurile ABC si A’B'C’yavand a=a’,b=0b"si A = A’ 2 90°. Demonstreaza cda AABC = AA'B'C..
bsznA b’sinA’

Rezolvare: Din teorema sinusurilor avem: sinB = sisinB' = . Rezulta sinB = sinB’ si, cum
B,B’ < 90°, deducem ca B = B/, iar de aici rezulta C = C. Prm urmare AABC = AA'B'C' (cazul L.U.L.).
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A.

(Activitate pe grupe: abordati individual fiecare caz, apoi discutati strategiile de rezolvare; identifi-
cati cazurile care permit rationamente diferite si comparati-le). Rezolvati triunghiul ABC in cazurile:
a) B=30°%c=6,a=8; b)B=150°%c=6,a=8; c)a=8,c=10,b=2+21;
d)b=12,A=60°B=75% e)a=38,c=6,C= 30" Cate solutii avem?

f)c=20,a=14,A=115° g c=20,a=14,A=45% h)c=20,a=14,A =40

Pentru ce valori ale lui m € R exista un triunghi ABC astfel incat @ = 2m+1, b = m-1 si
c=v7m?+m + 1? In acest caz, justifica faptul ca triunghiul are un unghi de 120°.

. ABCD este trapez cu bazele AB = 8, DC = 4. Stiind ca AD = 6 si BC = 7, calculeaza:

a) masurile unghiurilor trapezului; b) lungimile diagonalelor trapezului.

B.

Demonstreaza ca, daca ABCD este paralelogram, atunci suma patratelor diagonalelor este egala cu
suma patratelor laturilor acestuia.

5. Intr-un triunghi ABC avem ¢ = 6, a = 10 si m, = 2V/13. Determina masurile unghiurilor triunghiului.

10.

11

Rezolva triunghiul ABC, stiind ca b= 10;c=6sim_ = 4v2.
Se considera triunghiurile ABC si A’B'C’, avand a = @/, b = b’ si B = B’ 2 90°. Demonstreaza ca triun-
ghiurile sunt congruente.

Laturile patrulaterului inscriptibil ABCD sunt AB = 2+v/5; BC = 6; CD = 5v2 si AD = 3v/10. Verifica
faptul ca raza cercului circumscris este 5.

Rezolva triunghiul ABC, stiind ca B, A, C sunt in progresie aritmetica (in aceasta ordine),
sinA+sinB+sinC=%<\/§+2\/§+\/§) sia+b+c=v2+2J3 +6.

Rezolva triunghiul ABC, incare: b-a=2;B-A=30°sic=2(V3 +1).
.Punctele A si B se afla pe malul unui rau. A B Malul de sus
Un Observator se aﬂé pe malul Opus Celul T g

pe care se afla punctul A si vrea sa deter-
mine distanta AB. Cu un aparat de masurat
unghiuri poate afla o, B, y, 8. Cunoscand
distanta CD, cum poate afla AB?
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Formule pentru arie. Raza cercului circumscris
si raza cercului inscris

A. Formule pentru arie

Intr-un triunghi oarecare ABC avem relatia
a-h b-h c-h
=—"=— b — 5 unde h,h, si h_sunt inaltimile co-

respunzatoare laturilor a, b, respectiv c. Stiind ca D este pi-
ciorul inaltimii din A, avem h_ = bsinC (in ambele situatii,
B < 90° - fig.1 sau B > 90° - fig.2). Rezultaca S = % si,
_ besinA S = acsinB

analog, S , regasind astfel formula de

calcul a ariei in cazul de determinare L.U.L.

asinB _ asinC
n_A 3

utilda formula pentru calculul ariei in cazul U.L.U.

T
Tot din S = absmc = absin& cos2 si inlocuind sm \/ )(p b) si cos2 \/p (- obtmem .

S=pp-a)p - b)(p - ¢), regasind formula lui Heron. Asemanator avem formula S = i—ll’f

obtinem S = a’sinBsinC

Inlocuind in relatiile anterioare b = SinA> 2SinA

si analoagele, obtinand o

D e

Pentru calculul ariei unui patrulater convex, o ¢

descompunem patrulaterul printr-o diagonala Hp. Fig. 4
si insumam ariile celor doua triunghiuri.

Pentru patrulaterele particulare avem for-
mule. Astfel:

® pentru paralelogram (fig.3):
aria(ABCD) = AB - DD’,unde DD’ 1 AB; aria(ABCD) = AB - ADsinA;

® pentru trapez (fig.4): aria(ABCD) = W, unde DD’ | AB;

® pentru un patrulater convex (fig.5), in care cunoastem lungimile dia-
d, - d,sina
2
(se obtine insumand ariile celor patru triunghiuri cu varful in O, punctul de
intersectie a diagonalelor patrulaterului).

gonalelor d ,d, si unghiul o format de ele, avem: aria(ABCD) =

Jd

Din punctul O pornesc in acelasi timp vehiculele A, B si C pe drumurile

d,, d,respectiv d, avand vitezele constante v, v,, respectiv v,. Verifica

faptul ca o conditie necesara si suficienta ca vehiculele sa fie permanent
sin(a+ ) _ sina smﬁ

in ,linie dreapta” este ca —; =35+ , unde « si p sunt notatiile
2 3

unghiurilor reprezentate in figura 6.
Rezolvare. A,B,C sunt coliniare daca si numai daca aria(AOC) = aria(AOB) + aria(BOC)

L. OA - OCsin(a + . i OB - OCsin
(explica!) 5 (@+P)_ 04 OQBS"“X 3 P tns3 04 = v,-0B=v,-t;0C=v, -t unde t este

timpul de parcurs. Inlocuieste, apoi impartelav, v, v, - t2 pentru a ob;ine relatia ceruta.
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2. Se considera trapezul ABCD (fig.7) avand inaltimea egala cu 10 si

lungimile bazelor AB = 40, respectiv CD = 16.

a) Calculeaza aria trapezului dat.

b) Datele prezentate sunt suficiente pentru calculul laturii AD?
Daca nu, precizeaza inca un element (unghi, latura).

c) Se considera M € (AB), BM = x si functia f:(0, 40) —» R,
fix) = aria(BCM) - aria(AMCD). Determina imaginea functiei, apoi de-
monstreaza ca f se anuleaza.

(AB+DC)-h _ (40 +16) - 10

Rezolvare: a) aria(ABCD) = > = 5 = 280.

b) Cunoscand, de exemplu, masura unghiului A, atunci AD = siZA'

¢) fix) = 5(2x - 56), unde x € (0, 40), iar fix) = 0 < x = 28 € (0, 40). A E B
3. Infigura aldturata, P se afla in interiorul patratului ABCD. |

a) Cu distantele PA, PB, PC, PD se poate forma un patrulater B 5 G ' B

(demonstratie fara cuvinte, urmarind figura, in care poti construi
BM || AP si PM || AB).
b) Demonstreaza ca aria patrulaterului format, MBPC, este jumatate
din aria patratului. Fig. 8
¢) Stiind ca PA = 2, PB = 7 si PC = 9, calculeaza PD. . i
Rezolvare:

b) aria(MBPC) = PM - BC -

sin(PM,BC) _ g(?sin90° _ BC?
- - -

_1 . .
5 = farla(ABCD),

x2+y?=49 e8)
c)Notdm cu x distantadela Pla BCsiy distantadelaPlaAB. Atuncii(l - y)* + x2=81 (2)undel=AB.
(I-x)2+y*=4 (3)
Adunand egalitatile (2) si (3) si inlocuind x? + y? = 49, obtinem (I - y)? + (I - x)? + (x? + y?) = 85, deci
(1-y)2+(l-x)>=36.InsaPD2=(1-y)?+ (I - x)? = 36, asadar PD = 6.
Observatie:
Mai general, stiind ca P apartine interiorului dreptunghiului ABCD, atunci
PA?+PC*=PB?+ PD>
4. In figura 9, AABC este dreptunghic isoscel, M este mijlocul laturii (AC),
iar MN L BC. Determina: cat la suta din aria(ABC) reprezinta aria(MNB).

Rezolvare: . 1h 3pc
MN = lh’ lar BN = EBC’ deci c;rrz;((z\:gg) B Nggiﬁiv - zh:.gc -
=337 asadararia(MNB) = 37,5% din aria(ABC).
5. Relatia lui Van Aubel. Se considera ABC un triunghi oarecare si punctele A’ € (BC), B'€ CA si C' € AB.
PA _BA , CA

-4 ! ! 3 ! k 1.
Daca AA’,BB’ si CC’ sunt concurente intr-un punct P, atunci: A ~BC T OB

Demonstratie: Presupunem ca punctul P este in exteriorul AABC;
B’A _ aria(B'AB) _ aria(B’/AP) _ aria(B'AB) - aria(B’AP) _ aria(ABP)

B'C aria(B’CB) aria(B'CP)  aria(B'CB) - aria(B'CP)  aria(BCP)*

_ aria(PAC)

C’B " aria(BCP)*
Deci, prin adunare, obtinem
Pe de alta parte,

PA _ aria(PAB) _ aria(PAC) _ aria(PAB) + aria(PAC) _ aria(PAB) + aria(PAC) 2)
PA" aria(PA’'B) aria(PA'C) aria(PA’'B) + aria(PA'C) aria(BCP)

Din relatiile (1) si (2) poti deduce relatia ceruta.

si analoagele.

Analog

BA  CA _ aria(ABP) + aria(PAC) a)
BCVYCB™ aria(BCP)
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A.

1. Calculeaza aria triunghiului ABC in cazurile:
a)a=2,B=45°, A=30% b)a=5,b=6,C=30° ca=6,b=7c=8.
2. Daca marim baza unui triunghi cu 10% si micsoram inaltimea tot cu 10%, cum se modifica aria

triunghiului?

a) creste cu 2%; b) creste cu 1% ; ¢) scade cu 1%; d) nu se schimba.
3. Calculeaza aria paralelogramului ABCD in cazurile:

a) AB = 6,BC = 8,BAD = 45° b) AB = 4,BD = 6,ABD = 30°.

4. Cate triunghiuri distincte sub aspect metric exista astfel incat a = 15,c = 13,S = 24? De ce am accen-
tuat sub aspect metric? Reflecteaza!

5. Calculeaza inaltimea din A a triunghiului ABC, in cazurile:
a)a=40,b=9,c = 40; b)a=+v2,b=+3,c=+5.

6. In AABC cunoastem AB = 15,AC = 10. Justifica faptul ca bisectoarea <BAC are lungimea mai mica
sau egala cu 12.

7. a) Determina aria AABC, stiind cda = vV6,A =60°% b +c=3 + /3.
b) In trapezul ABCD cunoastem AB || CD, AB = 8, CD = 4, AD = 6, BC = 7. Calculeazd masurile unghiu-

rilor, lungimile diagonalelor si aria trapezului.

8. Rezolva triunghiul ABC, cunoscandu-i A, B si S.

9. (Activitate in pereche) Demonstrati ca in orice triunghi ABC avem relatiile:

a)S=p(p—a)tg%; b) (b2 + ¢ - a®) tgA = 4S.

B.
10. Determina unghiurile unui triunghi ABC, stiind ca S = %( a’+ b2).

11.Intr-un triunghi ABC cunoastem A = 23—17, b+c=5sil = % Calculeaza aria triunghiului.

12. Demonstreazd ca, daca intr-un triunghi ABC are loc egalitatea a + h, = b + h,, atunci triunghiul este
isoscel sau dreptunghic.

13.1In triunghiul ABC cunoastem AB = AC = 12. Determina masurile unghiurilor triunghiului, stiind ca

are aria maxima.
2

14.Justifica faptul ca in orice triunghi are loc inegalitatea S < %.

15.1n triunghiul ABC, se considera punctele A’ € (BC); B’ € (AQ) si

C' € (AB) astfel incat dreptele AA’, BB’ si CC’' sunt concurente in P.

Stiind ca A’, B’ si C’ sunt variabile (sunt mobile pe laturi), determina

PA+PB+PC

PA" ° PB" ° PC"
16.1n figura 11, latura fiecarui pdtrdtel este de 2 cm. Afla unghiul diagona-
lelor AC si BD.

17. ABCD este un patrat avand latura 2, iar punctele I si L sunt mijloacele
laturilor [AD], respectiv [CD]. Notam AL n BD = {K} si ALn BI = {J}.
Determina aria(DIJK).

valoarea minima a sumei

. . . < <AC_AB-AD+BC-CD
18.Fie ABCD un patrulater inscriptibil. Demonstreaza ca 55 = 52563 DA Do
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19.Putem calcula aria unui poligon convex cunoscand lungimile laturilor si distantele de la un varf la
celelalte varfuri. Cum? Modeleaza problema cu ajutorul unei aplica-
tii digitale sau cere unui asistent IA sa genereze imagini sugestive
pentru a te orienta in rezolvare (constructii auxiliare, dupa caz).

D

20.Bucata de tabla din figura 12 a fost taiata de-a lungul diagonalelor. A
fost folosita o parte. Celelalte parti cantdaresc 120g, 200g, 300g. Din
informatiile date, se poate determina cdt cantareste partea folosita?
Explica!

B. Raza cercului circumscris si raza cercului inscris
a b

Vom utiliza teorema sinusurilor, R = 3SinA = 2sinB = 2sm cS siformula
dedusa anterior pentru raza cercului circumscris unui triunghi, R = ‘Z—bsc.

Notam cu I intersectia bisectoarelor interioare ale AABC; I este cen-
trul cercului inscris in triunghi (fig.13). Inaltimile triunghiurilor IAB,
IAC si IBC sunt egale cu r, iar suma ariilor lor este egala cu S. Obtinem:

S=9+ bzr+%=%b+c-r=pr.AS,adar r=%.
B
O

1. Inorice triunghi ABC au loc relatiile:

ar= 4RsmA sin g sin g, b) AH = 2R|cosAl (unde H este ortocentrul triunghiului).
b)p - . . .

Rezolvare: a) Folosind relatia sm‘g \/M si analoagele; prin produsul lor obtinem
A c_p-ap-bp-0o_S/p_ r

siny sinB 5sins = ohe = 2RS = ik Z
b) I. Cazul A < 90°(cazul triunghiului ascutitunghic, fig.14). Notand E pi- Fig. 14

ciorul inaltimii din B, E € (AC), rezultd AH = % (din triunghiul dreptunghic
AEH)sicosA = %(din triunghiul dreptunghic AEB). DeciAH = % =2RcosA.

Acelasi rezultat se obtine daca B > 90° sau C > 90°. H

II. Cazul A > 90°. Inlocuim triunghiul ABC prin triunghiul ascutitunghic
HBC (H ortocentru). S = 2
Atunci HA = 2RcosH = 2Rcos(it — A) = —2RcosA = 2R|cosAl.

2. Calculeaza masurile unghiurilor unui triunghi ABC, stiind cd A = 108°, h_ = \/5 sir=1.

. ) . 83in%cos%sin%cosg

Rezolvare: h = 2RsinBsinC si r = 4Rsin2 Sln sm , deci V5 = = =

a ’ 2 4sin8sinBsin§

cosBcos§  cosB5C+sind I
-2A 2= 2 1 2, Rezultd cos— = (V5 - 1)sm = (V5 - 1)sin54° = (V5 - 1)cos 36°.

Sin‘ey Sin&s
2 2
Insd cos36° = 1 +4‘/§, deci COSB%C =1, de unde BT_C =0, adica B = C. In concluzie, B = C = 36°.

3. Intr-un triunghi ABC are loc relatia R? + b2 + ¢2 = a2 Demonstreaza ca triunghiul este dreptunghic.

Rezolvare: Folosind teorema sinusurilor, relatia devine: 1 + 4sin?B + 4sin*C = 4sin*A. Liniarizand
1 - cos2B 1 -cos2C _ 1 - cos2A
I e S

patratele, obtinem 1 + 4 - . Transformand cos2B + cos2C in produs,
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obtinem 4 cos*A + 4cosAcos(B - O) + 1 = 0 (privita ca o ecuatie de gradul al II-lea in cosA). Din A 20
rezulta 16 cos*(B-C) - 1620= cos*B-C)2 1= cos* B - C)=1.Deducemsin’ B-C)=0=>B-C=0,
adicaB = C.

PROBLEME PROPUSE

1. In triunghiul ABC cunoastem R = V2, a = 2 si h, = V6. Calculeaza raza cercului inscris triunghiului
dat.

2. Stiind ca ABC este obtuzunghic (C > 90°), S =5+v3,a=4si b = 5, calculeaza ¢, R sir.

(Activitate pe grupe: abordati individual fiecare dintre cerintele 3)-6), apoi prezentati strategiile de
rezolvare, comparati, discutati si formulati concluziile care sprijind o invdtare profunda)
3. InAABC,a=3+3,R =3sib?+ c? < 27 Determinati cosA.

. InAABC,a=6v2,h =6sisinA = % Determinati R sir.

4

5. InAABC,m, =7,m =2v19 si A = . Determinatia, b, ¢, R sir.
6. InAABC,h =22, h, =23 sih =6 - 2+/3. Determinati R, r.
7

Un cerc este inscris intr-un trapez. Demonstreaza ca, daca AB, DC sunt bazele trapezului si O centrul
cercului, atunci ABOC este dreptunghic si raza cercului este inaltime.

8. Trapezul ABCD este inscris in cercul de razi R. Baza mare este AB = 12, iar AD = 3 si DAB = 60°. De-
termind R.

9. Intr-un cerc de raza 8 se inscrie un triunghi de arie 40. Calculeaza produsul laturilor triunghiului dat.

10. (Activitate in pereche) Demonstrati ca in orice AABC au loc relatiile: P~
a)r= (p - a)tg%; b)p = 4Rcos%cos§cos%; op-a= 4Rcos%sin§sing;
A B C A_. B . C_D
d p= r(ctg§ +Ctgs + ctgf); e) ctg 5 ctg 5 Cctgs =7
fir= 4Rsin%sin%sing; g) m?= Rz(sinzA + 4cosAsinBsinC).

11. Se considera I centrul cercului inscris in AABC.

a) Demonstreaza ca Al = 4Rsin g sin %

b) Stiind ca triunghiurile IAB, IAC si IBC au acelasi perimetru, demonstreaza ca AABC este echilateral.
13.Demonstreaza ca in orice triunghi au loc inegalitatile:

a)p 2 4r; b) AH < 2R.
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Teorema bisectoarei. Teorema lui Stewart

A. Teorema bisectoarei

Ne reamintim ca pentru orice triunghi ABC, bisectoarea interi-

oard a unghiului A este semidreapta (AD, D € (BC), care imparte un-

ghiul in doud unghiuri adiacente congruente. In plus, pentru cazul

AB < AC, bisectoarea unghiului <BAC’ (exterior triunghiului) este

numita bisectoarea exterioara a unghiului A, unde (AC’ este semi-

dreapta opusa semidreptei (AC. In acest caz, (AD’, B € (D'C), imparte
unghiul <BAC’ in doua unghiuri adiacente congruente (fig.1).

Teorema bisectoarei interioare. Consideram triunghiul ABC si D € (BC). Semidreapta (AD este bi-

sectoarea interioara a unghiului <BAC daca si numai daca are loc relatia glg ac

Demonstratie: Consideram ca (AD este bisectoarea interioaré si aplicém teorema sinusurilor in triun-

ghiurile ABD, respectiv ADC. Obtinem BD__ ——(1)si (2). Deoarece sinADB = sinADC,

sin% smADB sm‘g nADC

BD _ AB
DC ™~ AC

Presupunem ca (AD nu este bisectoarea unghiului A si

BD, _ aB
D,C ~ AC’

obtinem, prin impartirea relatiilor (1) si (2), relatia

BD _ AB

Reciproc, consideram D € (BO) si 5z = 46

fie (A D, bisectoarea acestui unghi, D, € (BC). Atunci, aplicand teorema directa, va rezulta

BD
. o _ BD
deci D,C = DC’
intr-un raport dat.

contradictie cu faptul ca exista un unic punct interior segmentului (BC) care il imparte

= Teorema bisectoarei exterioare. Stiind ca ABC este un triunghi cu AB # AC, atunci (AD’ este bisec-
toarea exterioara a unghiului A (unde D’ se afla pe dreapta suport a laturii BC, in exteriorul laturii)
DB _ AB
D'C AC
Parcurge pasii de rationament similar cu cei din demonstratia anterioard, aplicand teorema sinusuri-
lor in triunghiurile D’AB si D'AC. Acordd atentie ambelor implicatii!

daca si numai daca

1. Calculul lungimii bisectoarei

Se considera D € (BO) si (AD bisectoarea unghiului <A a unui tri-
unghi ABC cu laturile de lungimi a, b, c.

a) Exprima lungimile DB si DC in funcgie dea,bsic.

b) Demonstreaza ca AD = 2bc cos 5-

¢) Demonstreaza caAD? = AB AC - DB - DC.
Rezolvare: a) Din teorema bisectoarei obtinem glg = %
DB _ ¢ DC+DB _c+b _ac . _ab
DB+DC c+b DC ~ b ’deundeDB_b+c$1DC_b+c'

Utilizand proportii derivate, vom avea
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b) Din teorema sinusurilor in triunghiul ABD obtinem ADB = BD , deci AD = __acsinB__ (1).
s sm— ( + c)sm 5
bcsinA  _ 2bc A

Cum asinB = bsinA (teorema sinusurilor), inlocuind in (1) obtinem AD = cos 5.

(b + c)sin% “b+c
(b+c¢c)-a?» =

2 _ 4b%c? ZA _ 4b%¢? .p(p_a) bc
Q) AD* = G 70" = Gy be ®+c)

= be - & bC) - AB- AC - BD - DC.

2. Se considera ABCD un trapez dreptunghic, cu AB || DCsi ADC = 90°.

(a+b+o)b+c-a) = (bfcc)z

D C Fig. 3
Paralela prin O la baze intersecteaza AD si BC in E, respectiv F.
Arata ca (EF este bisectoarea unghiului CEB.
CF _ CO _DC DE _ DO _ DC E Y F
Rezolvare: FE=CA - 4B (Thales) (1). FA=OB-2B (Thales) (2)
Din(1)si(2) rezulté% %(3) deunde ADEC~AAEB(cazulL.U.L.).
Din asemanare rezulta ca gg % gg Folosind reciproca teoremei
A B

bisectoarei, obtinem ca (EF este bisectoarea unghiului CEB.
3. Demonstreaza ca, daca intr-un triunghi doua bisectoare interi-
oare sunt egale, atunci triunghiul este isoscel.

Rezolvare: Notand cu l_ si [, lungimile bisectoarelor unghiurilor A, respectiv B, demonstram ci A = B.

2bc - cos% _ 2ac- cos% cos‘% alb+c) ab+ac (1)

b+c ~ a+c cosB " bla+c) ab+bc

Din problema rezolvata 1) avem echivalentele: [ = [, <

Presupunem ca A > B (2). Rezulta a > b, de unde avem ab + ac > ab + bc, iar din (1) avem:
A

COS+H

é >1 & cos% > cos% > % <= ()ustlﬁca') < A < B, deci contradictie cu (2). Am tinut cont ca
CoS

2

226( ’H)
&3

In AABC, AB = 6, BC = 8 si AC = 2/13. Calculeaza lungimea bisectoarei interioare a unghiului B.
In AABC, (AD bisectoare si D € (BC). Stiind cd AB = 40, AC = 50 si 9AD = 200, calculeaza BC.

In AABC, (BD si (CE sunt bisectoare, D € (AC),E € (AB). Stiind ca BE = CD, verifica faptul ca triunghiul
ABC este isoscel.

4. (AD este bisectoarea unghiului A in AABC, D € (BC). Se cunosc BD = 4, DC=8 si AD = 4+/7. Calculeaza
AB si AC.

BN

IA _b+c

AT a -

6. In AABC, consideram M mijlocul laturii AC, (MD este bisectoarea <AMB, D € (AB), iar DE || BC,E € (AC).
Justifica faptul ca <DME = 90°.

7. In AABC, consideram I centrul cercului inscris si G centrul de greutate. Demonstreaza ca IG || BC
dacd si numai daca AB + AC = 2BC.

8. In AABC, M este mijlocul laturii AC, iar B’ este piciorul inaltimii din B. Stiind c& (BM imparte unghiul
Bin trei parti egale, determina masurile unghiurilor AABC.

5. Se considera I centrul cercului inscris in AABC si (AA’ bisectoare, A’ € BC. Arata ca 5

9. Se considera triunghiul ABC dreptunghic in A si M € (AC) astfel 1 mcat ~= = sinC. Bisectoarea <BMC

intersecteaza BC in O si paralela prin C la BM in N. Stiind ca patrulaterul BMCN este paralelogram,
demonstreaza ca AO L NC.
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10.In AABC cunoastem BC = 30,AB = 20 si (BD bisectoarea <B, D € (AC). Construim DE || AB, E € BC si
EF || BD, F € DC. Calculeaza AC, stiind ca AD - FC = 1.

11.1In dreptunghiul ABCD, bisectoarea <BAD intersecteazd BD in E si BC in F. Paralela prin E la AB inter-
secteaza AC in G. Demonstreaza ca G este ortocentrul ABEF.

12.1n AABC, (AE bisectoare exterioard a unghiului A, E € BC. Stiind ca

AB > AC, demonstreazé ca:
a)BE=-% =28C . sin4; )AE?=EB - EC - AB - AC.

13.Infigura4, triunghlul OADesteisoscel,iar<AOB=<BOC=<COD =45°.
Demonstreazd ca AB? = AD - BC.

B. Teorema lui Stewart
Consideram M un punct pe latura [BC] a triunghiului ABC. Atunci avem relatia:
AM?-BC=AB?-MC+AC?- MB - BC-MC - MB (Relatia lui Stewart).

Demonstratie: Aplicam teorema cosinusului in triunghiurile ABM si ABC:
AM?=AB?+ BM? - 2AB - BMcosB; AC>*=AB?+ BC? - 2AB - BCcosB.

Inmultim prima egalitate cu BC, a doua cu BM, apoi le scadem.
Obtinem AM?-BC-AC*-BM = AB*BC-BM)+BM-BC(BM-B(C) =
=AB?-MC-BM - BC- MC.

AL
/.@\\

1. Folosim relatia lui Stewart pentru calculul lungimii AM, cu M € (BC).

2. In cazul M € BC~ [BC] (nu este interior laturii), relatia anterioara nu
este adevdratd. Ins, procedand ca mai sus in demonstratia teoremei, obti-
nem, corespunzator cazului B € (MC), relatia

AM?-BC=AB?-MC-AC?-BM+ BM - MC - BC ().

Atentie: se modifica semnele unor termeni din relatia directa.

Relatia (*) poate fi obtinutd aplicand Stewart pentru AAMC si B € (MC)
(fig.6). La fel putem proceda in cazul C € (BM). Verifica!

Fig. 6

Aplicatii rezolvate ale teoremei lui Stewart
1) Calculul distantei de la un varfla un punct al laturii opuse al unui triunghi.
Consideram triunghiul ABC si M € (BO) astfel incat %—]g = k. Demonstram ca

_ 1
AM? = = AB? + == AC? - (k+1)2BC

Demonstratie: Din proportia datd, obtinem segmentele: MB = T f ]
orema lui Stewart: AM2 BC = AB2 MC+AC2 BM - BM - MC - BC. inlocuim MB si MC, si obtinem
AM?-BC = AB?- BC+AC2

l+1

-1 ic5 .
7+1 BC. Aplicam te

3
" 1BC W+ 1)2BC Impartind toata relatia prin BC si obtinem

BC*(%).

2_ 2
AM -AB (k+1)2

Cazuri particulare

In cele ce urmeazd, considerdm AABC.

a) Teorema medianei
.. o .. .. N . . . 2(AB?+AC?» - B(C?
Stiind ca M este mijlocul laturii BC, suntem in cazul k = 1 si relatia (*) devine AM? = (AB"+ 4C )~ BC .
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b) Calculul lungimii bisectoarei interioare
Stiind ca M € (BO) este piciorul bisectoarei din A, atunci k = % (din teorema bisectoarei), iar relatia (*)

2 _ cb? _ _bca® _y . _bca’
devineAM b+c+b+c B +0) be B+ 07

Regasim relatiile AM? = AB - AC - BM - MC sau AM = QbC b1cC0Sy (deoarece cos‘g P (pbc )>,

Observatie: Putem atribui lui k diverse valori, obpnand si alte distante remarcabile.

Componentd pentru portofoliu: Cere unui asistent IA sa modeleze diferite situatii particulare, inclusiv
cum se particularizeaza relatia lui Stewart pentru cazul unor triughiuri particulare precum cel echilate-
ral, dreptunghic sau isoscel, validand rezultate cunoscute pentru acestea. Valideaza ceea ce prezinta IA,
in discutii la nivelul clasei.

2) Calculul distantei dintre puncte remarcabile intr-un triunghi (centrul de greutate, centrul cercului
circumscris, centrul cercului inscris, ortocentrul etc.)

Considerand M un punct in planul triunghiului ABC si centrul sau de greutate, G, are loc relatia

3MG?2=MA?+ MB?+ MC?- GA%?-GB? - G(C?

(Relatia lui Leibniz, 1646-1716, matematican german cdruia ii datoram si conceptul de functie).

Demonstratie: -

Cu notatiile din figura 7, scriem relatia (*) pentru AMAA’ si punctul G € (AA), avand raportul
2(MB? +MC? - B(C?
4

k = 7 = 2. Tinand cont de A'M? = (din teorema

G
medianei pentru AMBC), obtinem M G? = lMA2 + %A’M2 - %A’A2 =
=i(mAaz+ MBT M) -BS -2 aar-

= 1(MA?+ MB?+ MC?) - §(GB?+ GC? - 2GA”?) - & - 3. AG* =
H(MA?+ MB?+ MC?) - 3(GA? + GB> + G(?).

Relatia lui Leibniz este adevdrata pentru orice alegere a punctu-
lui M in plan.

Particularizari
1. M = O (centrul cercului circumscris)
Obtinem 30G? = 3R - GA? - GB? - GC?=3R? - g(a” + b> + ¢?),deci 0G* = R? - g(a® + b + ¢?) (1).
2. M = H (ortocentrul triunghiului ascutitunghic)
Obtinem3HG?*=HA? + HB? + HC?> - (GA? + GB? + GC?.Cum HA?=4R? - a?(obtinutin capitolul de

anterior) si inlocuind in formula lui Leibniz, obtinem 3HG? = 120G* = HG* = (R2 (a +b2+c ))
Rezulta HG? = 40G? = HG = 20G (2) si, tinand cont ca punctele O, G, H sunt coliniare (determinand
dreapta lui Euler), obtinem O H? = (30G)? = 90 G? adica O H? = 9R? - (a? + b? + ¢?) (3). Aplicand teorema

Rz(a+b+c)2—abc(a+b+c) R2 - abc 4
(a+b+c) (4)

lui Stewart, obtinem asemanator OI? =

1. Din prima relatie obtinem 0 < 0G? = R? - 9(a +b%2+c ) Rezulta ca R? 2 %(a2 + b2+ c2). Egalita-
tea se obtine pentru AABC echilateral (O = G).
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2. Din OH? = 9R?*-(a?+b?+c?, in cazul triunghiului ascutitunghic obtinem relatia
OH?=R*1 - 8cosAcosBcosC) si cum OH? 2 0, rezulta cosAcosBcosC < %, cu egalitate pentru triunghiul
echilateral.

3. Relatia (4) poate fi scrisa in forma OI*> = R? - ‘12—1;: =R?-2Rr = R(R - 2r>. Cum OI? = 0, deducem

ca R 2 2r, cu egalitate pentru triunghi echilateral.

s

>

1. In AABC,BC =12, B =60°si C = 45°. Calculeaza lungimile medianei si bisectoarei din A.
2. Stiind ca D si E sunt picioarele bisectoarelor unghiurilor B, respectiv C, iar EB = CD, demonstreaza
ca triunghiul ABC este isoscel.

3. Untrapez ABCD cu AB || CD are laturile AB = a, BC=b, CD = c si DA = d, a > c. Calculeaza lungimile
diagonalelor.

4. Punctul M apartine ipotenuzei (BC) a triunghiului ABC. Verifica faptul ca
AB?-MC?*+ AC?- MB?=BC(C?- AM? (Relatia lui Van Aubel).
5. Demonstreaza ca, in triunghiul ABC, medianele AA’ si CC’ sunt perpendiculare < a? + ¢? = 5 b

6. (Activitate in pereche) In patrulaterul ABCD, E si F sunt mijloacele diagonalelor AC, respectiv BD.

a) Demonstraticda AB?>+ BC*+ CD*+ DA*=AC? + BD* + 4EF>.

b) Demonstrati cd ABCD este paralelogram daca si numai daca suma patratelor laturilor este egala cu
suma patratelor diagonalelor (Relatia lui Euler).

B.

7. Se considera ABC un triunghi si M un punct in planul sau. Pentru ce pozitie a lui M, suma
MA? + MB? + M C? este minima?

8. Intr-un triunghi ABC are loc relatia cosAcosBcosC = %. Demonstreaza ca triunghiul este echilateral.

9. In figura 8, prin A - B - C este reprezentata schematic

o autostrada (puncte coliniare) si [BC] corespunde unui A 2 c
tunel. Masurand distantele DA, DB, AB si DC, poti afla
lungimea tunelului? Justifica.

Fig. 8

Enigma matematicianului: Unde trebuie sa stai?

In problema 7 se demonstreaza ca exista o pozitie a punctului M pentru care MA2 + MB2 + MC? este
minima.

intrebare:

Daca ai putea alege locul in care construiesti: ® 0 scoald; e un spital; ¢ un centru de distributie;

intre trei localitati reprezentate prin punctele A, B si C, ar fi suficient sd minimizezi suma distantelor?

Gandeste critic:
Care este diferenta dintre: ¢ cea mai buna solutie matematica; e cea mai buna solutie in realitate?

Ideea mare: Matematica poate indica solutia optima pentru un model. Decizia finald apartine intot-
deauna oamenilor.
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Coliniaritate si concurenta in geometria plana

A. Probleme de coliniaritate
Reamintind c trei sau mai multe puncte se numesc colinare daca apartin aceleasi drepte. In cele ce
urmeaza vom evidentia cateva procedee de a proba coliniaritatea a trei sau patru puncte.

1. Punctele A, B, C sunt coliniare daca AB + BC = AC, b apartine segmentului AC.

Q
ABCD este un patrulater convex, iar M si N sunt mijloacele laturilor [AB] si [CD]. Daca MN =
atunci punctele M, N si mijloacele diagonalelor sunt coliniare. In plus AD || BC.

AD + BC
2 b

Rezolvare: Notam prin P mijlocul diagonalei [AC]. In AABC, MP este linie mijlocie, deci MP = %BC si

MP || BC. De asemenea, PN este linie mijlocie in ACAD, deci PN = % si PN || AD.

Rezulta cd MN = A2+ BC _ % + BTC = MP + PN. In concluzie, M, P si N sunt coliniare si dreapta deter-

minatd de aceste puncte este paralela cu AD si BC. Prin urmare, AD || BC.

2. Suma unghiurilor este 180°. & D

Consideram semidreptele (BA,(BX,(BY si (BC astfel incat (BX si Fig 1 E
(BY sunt incluse in interiorul <BAC. Punctele A, B, C sunt colinare
daca 9ABX + 4XBY + 4YBC = 180°.

~

£ Q
Punctele E si F sunt pozitionate in planul patratului ABCD astfel
incat triunghiurile ABF si BEC sunt echilaterale. Punctul E este inte-
rior patratului, iar F este exterior. Demonstreaza ca F,E si D sunt coliniare (fig.1).
Rezolvare: in ADCE (isoscel), avem DCE = 30°, deci DEC = 75°. Cum FBE = 90°, rezulta FEB = 45° (deoa-
rece AFBE este dreptunghic isoscel, FB = BE), de unde FED = FEB + BEC + DEC = 45° + 60° + 75° = 180°.
Prin urmare, punctele F,E si D sunt coliniare.

3. Utilizarea postulatului lui Euclid
Daca AB || d si BC || d, atunci punctele A, B, C sunt coliniare.

~

rQ

In AABC, cu AB < AC, consideram E proiectia varfului B
pe bisectoarea interioara a unghiului A, P mijlocul laturii
[AB] si M mijlocul laturii [BC]. Verifica faptul ca punctele P,E si M
sunt coliniare.

Rezolvare: Observam ca MP || AC, ca linie mijlocie in AABC. De
asemenea, observam cd D € (BM) (Justifica!). In AABE dreptunghic, EP este mediana relativa la ipote-
nuza, deci AEPA este isoscel, ceea ce implica congruenta unghiurilor PEA = PAE = EAC. Rezulta ci un-
ghiurile alterne interne formate de PE si AC cu secanta AE sunt egale, deci PE || AC. Deoarece printr-un
punct (in cazul nostru P) se poate duce o singura paralela la o dreapta data (AC), iar PE || AC si MP || AC,
rezulta — conform postulatului lui Euclid — ca punctele P, E si M sunt coliniare.




~
~
~

Q
In triunghiul ABC, consideram M € (AB) si N € (AC) pentru
care 11\341\: = x sl g CN = y. Demonstreaza ca M, N si centrul cercului in-

0000 ..

4, Teorema transversalei
Retine ca o dreapta care nu contine niciun varf al triunghiu-
lui ABC se numeste transversald.
In AABC consideram punctele M € (AB), N € (AC), D € (BO),
P € (AD). Atunci punctele M,P si N sunt coliniare daca si
numai daca are loc relatia 37+ B M -DC + -BD = E - BC.

Demonstratie: Daca punctele M,P si N sunt colini-

are, construim BB’ || AD si CC' || AD. Cum ABMB’ ~ AAMP
BM

(justifica!), obtinem VA = %(1). La fel, din asemanare,
CN

obtinem NA = Q(2) Inmultim egalitatile (1) si (2) cu DC, respectiv BD. Obtinem prin adunare rela-

tlaBM DC+CN BD = BB’ - DCP;CC -DB

zele. Din asemanare are loc relatia gg gg gg, (justifica!), echivalent cu BB’ - DC + CC’' - DB = BC - DP.

Reciproc, daca relatia data are loc, demonstram ca punctele M, N si P sunt coliniare. Considerand

{P’} = MN n AD si folosind teorema directa, obtinem: g,i 1[,)5
tului (AD) si il impart in acelasi raport, atunci ele coincid (P = P’).

Observatie: Dreapta punctelor M, P si N este transversald pentru triunghiul dat.

(3). Obtinem BCC'B'’ trapez, iar dreapta DP este paralela la ba-

Deoarece P si P’ sunt interioare segmen-

scris sunt cohmare daca si numai daca bx + cy = a.
Rezolvare: Notam cu I centrul cercului inscris si considerdam (AD
bisectoarea unghiului BAC (D € BC). Conform teoremei transversalei

puncteleM IsiNsuntcoliniaredacasinumai daca -DC + ~+-BD=

- BC (). Insa, din teorema bisectoarei cunoastem lunglrrule seg-
ab

mentelor de pebaza DC = c§iDB =
este 2L-DB _ ac 2_ . g. Inmultind toat rela-
A AB b+ b Y hic bec & ’
b+
a

5. Teorema lui Menelaus Fal6

Consideram triunghiul ABC si
o transversald care intersecteaza
dreptele BC, AC si ABin punctele A/,
B', respectiv C'.

Avem doua cazuri posibile:

(1) A’ este exterior laturii [BC], iar
B,C’ sunt interioare laturilor [AC],
respectiv [AB] (fig.5).

(2) Punctele A’, B’si C’ sunt toate exterioare laturilor triunghiului (fig.6).

AB BC CA

Teorema lui Menelaus: Punctele A’, B’ si C' sunt coliniare daca si numai daca: 7= - 55 - g = 1-

Demonstratie: Avem in vedere cazul (1) si ramane sa procedezi asemanator si pentru cazul (2).
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Incepem cu premisa cid A',B’ si C’ sunt coliniare. Pentru
aceasta, proiectam varfurile triunghiurilor pe transversala, in
punctele A ,B,,C, (fig.7). Din asemanarea triunghiurilor for-

bti ap _ BB AA'BB, ~ AA'CC, _
mate o gmem A_’C CC ~ 'A AA Sl
CA _

CB BB

Pentru reciprocd, con31deram ca dreapta A’B’ intersec-
teaza latura [AB] in C” (B’ € (AC), A’ € BC exterior). Utilizand
AB BC CA _ . . S \

teorema directa, rezulta ca %7z - g5 - g = 1. Din relatiile ob-
tinute avem g,‘g = g,,’g. Deoarece C' si C” sunt interioare segmentului (AB) si il impart in acelasi raport,
rezultd ca C” = C/, deci A, B’ si C’ sunt coliniare.

~

rQ
1) In AABC, consideram F € (AQ) si E € (AD) astfel incat Bl;—g =2
. AE _ < AF (¢
sigp = 1. Calculeaza FC (fig.8).

Rezolvare: Aplicam teorema lui Menelaus in AADC cu transversala

DB FC EA FA _DB EA _2
B-E - FdEClDC FA E 1 deundeFC DCED §

2) In AABC ascutitunghic, AB > AC, M este mijlocul laturii [BC], A’ € (BC) este piciorul perpendlcularel
din A, iar I este centrul cercului inscris (fig.9). Stiind ca F € (AA) astfel incat
AF =r, demonstreaza ca punctele M, I, F sunt cohruare.

Rezolvare: Consideram AB > AC (c > b). Fie D piciorul bisectoarei din
A (D € BC). Aplicam teorema lui Menelaus in AADA’ pentru transversala

. P < iaMD FA" 1A
M - I - F, adica verificdm daca are loc relatia 75 - 4 o = 1.

Remarcam mai intai ordinea punctelor pe laturaBC:B-M -D - A’ - C,

2 2
deoarece BM < BD < BA’ < BC (verificd!). Obtinem BA’ = ABcosB = %
2 2 _ p2 . o
SIA'C= %. Prin urmare, calculam rapoartele:
a__ab
MD _MC-DC__ 2 b+c __a* FA_r _ar_ar ___a A _ _a
MA" MC-AC a_a?*+ b2 -c2 (b+c)? AA’ 28 2S 2rp a+b+c T FA b+

2

Se numeste forta medle in intervalul de timp A t —brc

(rezultat obtinut anterior).

MD FA" IA_ _a* b+c, b+c
MA""FA'ID (b+c)3? 4
conform reciprocei Teoremei lui Menelaus, ca punctele M, I si F sunt coliniare.

In toate situatiile-problemd propuse, utilizeazd o aplicatie digitald pentru a reprezenta configuratiile
geometrice date si pentru a valida prin lectura grafica cerintele.
A.
1. Se considera rombul ABCD, cu AB = 10 si AC = 10+v/3. Pe laturile rombului construim, in exterior,
triunghiurile echilaterale ABF si ADE.
a) Verifica faptul ca punctele F, B si C sunt coliniare;  b) Calculeaza FE si dedu cd F,A si E sunt coliniare.
2. Se considera ABCD paralelogram cu AB > BC, punctul M € (AB) astfel incat BM = BC si punctul
N € (DA) astfel incat DN = DC. Demonstreaza cd N, M si C sunt coliniare.

= 1. Rezulta,

Finalizam, verificand ca produsul rapoartelor este 1:

3. Se considera AABC cu centrul de greutate G si A’ simetricul lui A fata de mijlocul segmentului [BC]. Pe
semidreapta (BG se considera punctul B’ astfel incat BB’ = 3BG. Demonstreaza cd A’,C si B’ sunt coliniare.
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4. Laturile neparalele AB si DC ale trapezului ABCD se intersecteaza in punctul E, iar diagonalele in O.
Verifica faptul ca E, O si mijloacele bazelor sunt toate coliniare.

5. Se considera triunghiul ABC si M € (BO). Paralelele prin M la AB si AC intersecteaza AC si ABin B/,
respectiv C'. Paralela prin C la AB intersecteaza BB’ in B’, iar paralela prin B la AC intersecteaza CC’
in C”. Demonstreaza ca A,C” si B” sunt coliniare.

B.

6. Diagonalele paralelogramului ABCD se intersecteaza in E. O dreapta oarecare dusa prin E intersec-
teaza AB si CD in F, respectiv G. Diagonalele patrulaterului BFGC se intersecteaza in H, iar diagona-
lele patrulaterului AFGD se intersecteaza in I. Demonstreaza ca H, E si I sunt coliniare.

7. ABC este un triunghi isoscel, iar D € AB si E € (AC) astfel incat B € (AD) si BD = CE. Stiind ca M este
mijlocul segmentului [DE], demonstreaza ca B,M si C sunt coliniare.

8. Se considera punctele M € (AB) si N € (AC) astfel incat MB | NC _ 1 Verifica faptul ca M, N si centrul

MA NA

de greutate al AABC sunt coliniare.

9. (Activitate pe grupe: lectura individuala a informatiei, discutie la nivel de grup asupra intelegerii
contextului, abordare individuald a rationamentului, apoi discutii si concluzii la nivel de grup)

Un parc de afaceri este reprezentat schematic sub forma unui triunghi ABC. Primaria a aprobat tre-
cerea unei magistrale subterane de fibra optica. Din motive tehnice, traseul acesteia trebuie sa fie o linie
dreapta perfecta care traverseaza parcul, intersectand gardul AB in punctul M si gardul AC in punctul
N. Magistrala continua in afara parcului de afaceri si se intersecteaza cu prelungirea strazii BC intr-un
punct de jonctiune principal P.

® Punctul de jonctiune P se afla pe prelungirea laturii BC (dincolo de punctul C), astfel incat distanta
BP _

T, TP- 3.

® Punctul de intrare a fibrei in parc, M, se afla pe gardul AB, impartind aceasta latura in rapor-

de la Bla P este de 3 ori mai mare decat distanta de la Cla P. Asada

tul % = 2. Pentru a monta o caseta de mentenantd, inginerii trebuie sa sape exact in punctul N de pe

gardul AC. Pentru a evita distrugerea inutila a spatiului verde prin sapaturi exploratorii, determinati in
ce raport imparte punctul N latura AC.

10.Tn AABC se considera punctul M € (AB) astfel incat % = %,

%, unde {Q} = MP n AC.
11. ABC este un triunghi isoscel, D € AB,E € (AC) astfel incat B € (AD) si BD = CE. Stiind ca M este mijlo-

cul segmentului [DE], demonstreaza ca B,M si C sunt coliniare.

12.InAABC, (AD este bisectoare cu D € (BC) si BE este mediand cu E € AC. Stiind c& AD n BE = {P}, de-

« o5 PB _ 5AB
monstreaza ca PE= 2 AC

13.Se considera AABC, AB = ¢, AC = b si punctele D, E € BC astfel incat Be (DC), Ce (EB),CE=bsi DB=c.
Fixdm un punct M pe bisectoarea din A si notam DM n AB = {U} si EM n AC = {V}. Demonstreaza ca
UV || BC.

14.1n triunghiul ABC, neisoscel, (AA,, (BB, si (CC, sunt bisectoarele sale interioare. Consideram
B, C,nBC= {Az},AlB1 NAB= { C2} siA C, NAC= {Bz}. Demonstreaza ca A,, B, si C, sunt colinare.

15.Se considera ABC un triunghi ascutitunghic si H piciorul inaltimii din A. Construim HD 1 AB si

HE 1 AC, unde D € AB si E € AC. Dreptele DE si BC se intersecteaza in A’. Analog se obtin punctele
AB _ HB?,
A'C HC*
16. Se considera ABCD un patrulater convex si o dreapta care intersecteaza dreptele suport ale laturilor in

punctele X € AB~ (AB), Y € (BO),Z € DC ~ [DC] si W € (AD). Demonstreaza ca: % . % . % . % =1.

iar P mijlocul medianei AA’". Calculeaza

B,C’. Demonstreazaca: a) b) A’,B’ si C’ sunt coliniare.

(Teorema lui Menelaus pentru patrulatere)
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B. Probleme de concurenta

In cele ce urmeaza, sunt evidentiate procedee practice de verificare a concurentei a trei sau patru drepte.

Fig. 10 A

I. Dreptele intersecteaza o a patra dreapta in acelasi punct

~

rQ
Se considera ABC un triunghi si A’,B’ si C’ punctele de tangenta ale
cercului inscris ( A" € BC,B' € AC,C' € AB). Daca A, B, si C, sunt mij-
loacele arcelor ,mici” BC, AC, respectiv AB, demonstreaza ca dreptele B
A A’, BB'si C C’'sunt concurente.

Rezolvare: Consideram O centrul cercului circumscris, deci OA, 1 BC. P
Stiind ca si raza cercului inscris este perpendiculara pe laturd in punctul de
tangentd (IA’ L BC), deducem ca A'T|| OA,.
Consideram {M} = A/A’n Ol Din teorema fundamentald a asemanarii (AMIA” ~ AMOA,) obti-

MI_ IA" _r
NEM 30 ~04, "R

A A’ intersecteaza o a patra dreapta, OI, in punctul fix M, care imparte segmentul (OD in raportul ﬁ.
Analog, demonstram cd si dreptele B B’ si C,C’ intersecteaza dreapta Ol in acelasi punct M. Prin urmare,
cele trei drepte sunt concurente in M.

(unde r este raza cercului inscris, iar R raza cercului circumscris). Rezulta ca dreapta

II. Dreptele se intersecteaza doua cate doua, in acelasi punct fixat pe una dintre ele

~

Q
Consideram S un punct interior AABC si A’, B’ si C’ simetricele punctului S fatd de mijloacele laturilor
BC, AC, respectiv AB. Arata ca dreptele AA’, BB’ si CC’'sunt concurente.

Rezolvare: In ASA'C’, consideram A” si C" mijloacele laturilor [AB], respectiv [AC]. Rezulta cd C'A” || C'A’
SiC’A”" = %C’A’ (unde C"A" este linie mijlocie). Atunci C’'A’ || ACsi C’'A’ = AC, deci patrulaterul ACA’'C’ este pa-
ralelogram. Prin urmare, diagonalele sale se injumatatesc, deci CC’ trece prin mijlocul segmentului [AA’].

La fel demonstram ca BB’ trece prin mijlocul segmentului [AA’]. Deoarece BB’ si CC’ trec ambele prin
mijlocul lui [AA’], rezulta ca dreptele AA’, BB’ si CC’ sunt concurente in acest punct (mijlocul lui [AA']).

Ill. Dreptele a, b si ¢ sunt linii importante in triunghi (mediatoare, bisectoare, inaltimi etc.)

~

rQ
1) In AABC ascutitunghic, A’, B’ si C’ sunt picioarele inltimilor,
iar A, B, si C, sunt mijloacele laturilor BC, AC, respectiv AB. Daca
A, B, siC, sunt mijloacele segmentelor [B'C'l, [A'C'], respectiv [A'B, c
demonstreaza ca dreptele A, A , B, B, si C, C, sunt concurente. ct
Rezolvare: Observam ca B'A, este mediana relativa la ipotenuza
in triunghiul dreptunghic ABB'C, deci B'A, = %BC. Analog, C'A,
este mediana in triunghiul dreptunghic ACC'B, deci C'A, = %BC.
Din aceste douad relatii rezultd cd A C' = A B’, ceea ce inseamna cd
triunghiul A A B'C’ este isoscel de baza [B'C'l. Deoarece A, este mijlocul bazei [B'C’l, mediana A A, este
siindltime, deciA A, L B'C'. Drept consecinta, dreapta A, A, este mediatoarea laturii [B'C'] a triunghiului
(ortic) A'B'C'. Printr-un rationament analog, se demonstreaza ca B, B, si C, C, sunt mediatoarele laturilor

[A'C'], respectiv [A'B]. Deci, cele 3 drepte sunt mediatoare in AA’B’'C’, motiv pentru care ele sunt concu-
rente (in centrul cercului circumscris triunghiului ortic).
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2) Tangentele in A, B si C la cercul circumscris AABC se intersecteaza
in punctele A’, B'si C'(fig.12). Se noteaza cu A, B, si C, centrele cercurilor

inscrise in triunghiurile A’‘BC, B'CA, respectiv C'AB. Demonstreaza ca & A B
AA,, BB, si CC, sunt concurente.
Rezolvare: Demonstram cd AA , BB, si CC, sunt bisectoare in AABC.
Triunghiul A’BC este isoscel (A’B si A'C tangente dintr-un punct exterior B 7C
la cerc). Rezulta ca A, apartine mediatoarei laturii [BC], adica A B = A C. >
Fig. 12

De asemenea, B/CT1 = C/BT1 = %@ .Cum BCA’ = %ﬁé (A'C este tangenta),

obginemlf‘xl = %EE = %ﬂ? As,adarlfAI\C =180° - 2lfA\l = 180° - BAC, A

adica patrulaterul ACA B este inscriptibil. Prin urmare, A, este mijlocul

arcului BC, deci AA_ este bisectoarea unghiului A. Analog BB, si CC, sunt bisectoare in AABC.
Atentie! Cititi cu atentie relatiile si faceti lectura grafica pe desen pentru a identifica corect sensul

acestora, mai ales acele relatii care implicd mdsuri de unghiuri sau arce.
3. Se considerda M, N si A’ pe laturile AABC ascutitunghic D A E

(M e (AO), N € (AB) si A’ € (BO)) astfel incat ‘3/,](3: = %—‘é . % Si(A’A este
bisectoarea unghiului NA’M. Construim punctele B’ € AC siC' € AB
similar cu A’. Demonstreaza ca AA’, BB’ si CC’ sunt concurente. N

Rezolvare: Demonstram ca dreptele sunt inaltimi in triunghiul

Fig. 13

B, C
A

ABC. Consideram D si E intersectiile dreptei A'N, respectiv A’'M cu

. . < .MA _ AE _. NB _ BA’
paralela prin A la BC. Din asemanare avem: Mc = ac S Na = Ap-
Deducem ca AD = AE, deci A’A este mediana in AA'DE, A’A este si bisectoare, in concluzie este inaltime.
Asadar A’A este inaltime si in AABC. Analog se arata ca B'B si C'C sunt inaltimi.

IV. Teorema lui Carnot

Se considera ABC un triunghi si A’ € BC, B’ € ACsi C' € AB. Perpendicularele in A’ pe BC, B’ pe ACsi C' pe
AB sunt concurente. Demonstreaza ca A’B? — A’C? + B'C? - B'A? + C'A? - C'B? = 0 (Relatia lui Carnot).
Reciproc, daca are loc relatia lui Carnot, atunci perpendicularele in A’, B’si C’ sunt concurente.

Demonstratie: Notam cu M punctul de concurenta. Din triunghiurile
dreptunghice formate, observam ca A’B* - A’C? = MB? - M C? si analoa-
gele. Continud cu adunarea celor trei relatii analoage, demonstrand astfel
teorema directd.

Reciproc: Notam prin M intersectia perpendicularelor duse din A’ pe
BC si B’ pe AC, iar prin C, proiectia lui M pe AB. Din relatia lui Carnot,
A'B*-A'C*+B'C*-B'A?+(C,A?- C,B* = 0, deducem ca C'A? - C'B? =
= C,A? - C,B>. Demonstreaza ca C, = C, analizand pe rand situatiile:

® (' € [AB] si C, interior/exterior [ABJ;

® (' € AB exterior, iar C, interior/exterior [AB.

Observatie: Teorema lui Carnot este utila in special pentru justificarea
unor situatii de concurenta.

~
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Consideram AABC echilateral si punctele A" € [BC], B’ € [AClsi C' € [AB]
astfel incat A’'B + B'C + C'’A = A'C + B'A + C'B. Demonstreaza ca perpendicu-
larele pe laturi in punctele A’, B’ si C’ sunt concurente (fig.15).
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Rezolvare: Calculam expresia din relatia lui Carnot, folosind diferenta de patrate:
A'B2-A'C>+B'C*-B'A*>+(CA?-(CB?=
=(AB-AC)(AB+AC)+ (BC-BA)BC+BA)+(CA-CB(CA+CB)=
AB(A'B-A'C+BC-BA+CA-CB) =0, unde am tinut cont ca triunghiul ABC este echilateral, deci
suma segmentelor de pe fiecare latura este egala cu latura triunghiului: A’B + A’C = BC = AB = CA etc.).
Prin urmare, conform reciprocei Teoremei lui Carnot, perpendicularele sunt concurente.

V. Teorema lui Ceva

Se considera ABC un triunghi si A" € (BO), B’ € (AO) si C' € (AB)

‘::g . g:ﬁ . g‘;} =1 (*). Atunci dreptele AA’, BB’ si CC'
(numite si ceviene) sunt concurente.

Reciproc,daca A’ € (BC), B'€ AC ~ [AC], C' € AB ~ [AB] si are loc re-
latia (*) de mai sus, atunci dreptele AA’, BB’ si CC’ sunt concurente

sau paralele.

astfel incat

Demonstratie — Reciproca.
Aplicam T eorema lui Menelaus in AACA’, cu transversala determinata de punctele B - M - B. Ob-
tinem - - o727 - »~ = 1 (1). Aplicdm Teorema lui Menelaus in AABA’, cu transversala determinata de

C - M - C. Obtinem CA CB MA"_4 (2). Inmultind relatiile (1) si (2), rezulta relatia finala a teoremei.
Demonstratie — Teorema directa.

CB CA'" MA
Cazul 1. Dreptele AA’, BB, CC' suntparalele

In acest caz, rapoartele devin AB _ (teorema lui Thales),

CA _AC AC -
CB = . Inmultind rapoartele, obtinem produsul egalcu 1.

Cazul 2. Dreptele AA’,BB’,CC’ sunt concurente

Consideram A’ € (BO), B’ € AC si C' € AB astfel incat Ailg . g,,g : g‘g = 1.
Atunci dreptele AA’,BB/,CC’' sunt concurente. Consideram {P} = AA’'N BB’ si
CPNAB= { CI}. Deoarece P este interior in triunghiul ABC, rezulta ca punctul C,

_ BC
B = 5o

si

este interior laturii [AB]. Aplicand demonstratia anterioara pentru punctul de con-

curenta Pé rezulta cd 4c A ¢g — 1 Prin compararea acestei relatii cu cea din ipotezd, deducem
/ 1
ca: C,‘g C B si C, sunt puncte interioare, deci C, = C'. (In consecinta, ceviana CC’ trece prin P,

punctul de concurenta al celorlalte doua).
VI. Aplicatii ale teoremei lui Ceva

1) Forma trigonometrica a teoremei lui Ceva
Se considera ABC un triunghi si punctele A’ € (BO), B’ € (AC) si C’' € (AB). Dreptele AA’,BB/,CC’ sunt
concurente daca si numai daca sinBAA’ SI:HA/CS . s{nC/Bg =1

sinCAA’ sinBCC'  sinABB’

Demonstratie: Din teorema sinusurilor aplicata in triunghiurile AABA’ si

, sinBAA” _ sinAA’'B . sinCAA’ _ sinAA'C
AACA” avem ~—5p= = 10— §i = === =~

si AA'C sunt suplementare, obtinem sinAA’B = sinAA’C. impartind cele doua

sinBAA” _AB AC
inCAA" T AC AB’

sinACC’ _CA BC.sinCBB _ BC AB
sinscC CB "AC’ sinaApe’ BA BC

. Deoarece unghiurile AA'B

relatii de mai sus, ob‘ginem Scriem si relatiile analoage pen-

Inmultmd cele trei

tru celelalte varfuri: >——=
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relatii membru cu membru, produsul rapoartelor sinusurilor devine egal cu produsul rapoartelor din
AB CA BC_,
> A'C CB BA '

Teorema lui Ceva

~

rQ

a) Se considera un triunghi ABC cu A = 100°, B = 60°
M € (BO astfel incat BAM = 30° si N € (AC) astfel incat
ABN = 20°. Demonstreaza ca dreptele AM, BN si bisectoarea unghiu-

lui ACB sunt concurente.
Rezolvare: Calculim masurile unghiurilor raimase, CAM = A - BAM = 100° - 30° = 70°, respec-
tiv CBN = B - ABN = 60° - 20° = 40°. Aplicim forma trigonometrica a teoremei lui Ceva. Produsul ra-

I _—— inC
. AM ; Sin+ . o . o o . o
poartelor sinusurilor trebuie sa fie 1: anc/\ . Sl,n@ﬁ L 2_sin 700 . SI.nzoo L1=c08200 81"020 =
sinBAM  sinCBN sin% sin30°  sin40 % 2sin 20° cos 20
1
— o .. —
=2c0s20 9005 20° 1. .
b) In figura alaturata avem CAM = 70°, MAB = 10°, CBM = 30°, Fig. 20 :

ACM = 40°. Determind masura unghiului ABM.

Rezolvare: Notam ABM = x si aplicim teorema lui Ceva:

sin70°  sinx  Sin(30°-x) c0s20° . sin(30°-x)
sin10° sin30°  sin40° sinior 25X S0 cosa0” ~ L €

& sinx - sin(30° - x) = sin 10° - sin20° (*). Observam ca x = 10° si x = 20°
verifica ecuatia (*) si demonstram ca acestea sunt singurele solutii ale ecuatiei (*).

Fie f: (O,%) - R, fix) = sinx - sin(ﬂ - x). Observam ca:

6
a) fix) = f(% - x),Vx IS (O,%); B) functia f este strict crescatoare pe (0,%).
a o _ 1 m_. . IT \/§ _ 1 . Il \/§
Intr-adevar, f(x) = —(cos— Sin2x + sing cost) -—4 =3sin (2x + 5) -

Pentrux e (O rezulti2x + L e (” It

’12) 3-\32

Deci, pe intervalul (0 ( ecuatia filx) = sin10° - sin20° are o singura solutie, x = i8 T (= 10°). Din observa-

i ﬂ)

R 12°6)"

2) In AABC ascutitunghic, mediana AM, indltimea BN si bisectoarea CP sunt concurente. Demon-
cosC _ AB

cosA ~ AC’
Rezolvare Conform teoremei lui Ceva are loc relatia 7:= MB 'NC PA _ 1 Deoarece AM este mediana,

MC "NA "PB
MB = MC = MB MC = 1. Deoarece BN este indltime, in triunghiurile dreptunghice ABNC si ABNA au loc re-
latiile NC = BCcosC si NA ABcosA, asadar 7~

NC _ BCcosC
NA ~ ABcosA *

PA _

PB

B_C' Inlocuind in relatia lui Ceva, rezulta 1 -
cosC AC

) C (0 %) interval pe care functia sinus este strict crescatoare.

13)
tia o) rezultd, de asemenea, solutia x = 3 T (20°), fiind si unica solutie in (

streaza ca

Deoarece CP este bisectoare, din teorema bisec-

BCcosC AC
ABcosa " Bc = 1- Simplificand BC,
cosC _ AB A

oA AB= L de unde rezulta imediat concluzia: oA = AC"

3) Cercul inscris in triunghiul ABC intersecteaza laturile in punctele D, E si F
(fig.21). Demonstreaza ca dreptele AD, BE si CF sunt concurente. Punctul de
concurenta se numeste punctul lui Gergonne.

toarei obtinem 55

egalitatea devine

Rezolvare: Observam ca D, E si F sunt interioare laturilor. Din proprietatea

tangentelor duse dintr-un punct exterior la cerc, avem egalitatea segmentelor:

BD = BF ; CD = CE ; AE = AF. Aplicam teorema lui Ceva: BD CE AF _ 4 prip

DC "EA 'FB
urmare, dreptele sunt concurente.
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4) Cercul exinscris in AABC este tangent dreptelor BC, AB si AC in D,E si F
(D interior laturii BC, E si F exterioare laturilor AC, respectiv AB — fig.22). De-
monstreaza ca AD, BE si CF sunt concurente. In acest caz, punctul de concu-
renta se numeste punctul lui Nagel.

Rezolvare: Aplicam varianta teoremei lui Ceva cu doua puncte exterioare.

Tinem cont ca segmentele tangentelor duse dintr-un punct la cerc sunt egale:

BD = BF; CD = CE; AF = AE. Atunci% . % . % = 1. Prin urmare, dreptele AD, BE
si CF sunt concurente.

&3
A.

1. In AABC,D e (BC). Bisectoarele unghiurilorA/DF s,iﬁ intersecteaza AB, respectiv AC in E si F. De-
monstreaza ca AD, CE si BF sunt concurente.

2. Se considera triunghiul dreptunghic ABC. Se construiesc in exteriorul sau triunghiurile dreptunghice
isoscele ACC' si ABB', avand unghiurile drepte in C, respectiv B. Arata ca BC, CB’ si inaltimea AA’ sunt
concurente (A’ € BC).

3. Seconsidera patrulaterul ABCD si punctele M € (AB), N € (BO), P € (CD), Q € (DA). Demonstreaza ca daca
dreptele MN, PQ si AC sunt concurente, atunci dreptele NP, MQ si BD sunt concurente sau paralele.

4. (Activitate pe grupe)

a) Stiind ca A A, este o ceviand in AABC, iar A, este simetricul lui A, fata de mijlocul segmentului [BC],
atunci A A, se numeste izotomica cevienei AA,. Demonstrati cd dacd AA,, BB, si CC, sunt ceviene con-
curente, atunci izotomicele lor sunt concurente.

b) Justificati ca dreptele determinate de mijloacele inaltimilor si mijloacele laturilor corespunzatoare
sunt concurente.

B.

5. a) In triunghiul ABC, ALA € (BC), iar AA’ este bisectoarea interioara a unghiului A. in cazul
m = m spunem ca cevienele AA si AA, sunt izogonale. Demonstreaza ca, daca AA , BB, si

CC, sunt ceviene concurente, atunci si izogonalele lor sunt concurente.
b) Izogonala medianei se numeste simediand. Demonstreaza ca intr-un triunghi simedianele sunt
concurente.

6. Triunghiul ABC este isoscel cu AB = AC. Se considera punctul M € Int(AABC) astfel incat
MAC =10°, MAB = 30°, MBA = 50° si MBC = 20°. Determind masura unghiului MCA.

7. Se considera M un punct variabil in interiorul AABC echilateral si A’, B’ si C’ proiectiile sale pe laturi.
Demonstreaza ca suma AC' + BA’ + CB’ este constanta.

8. (Activitate in pereche) O rezervatie naturald montana este delimitatd sub forma unui triunghi ABC. Trei
patrule de salvamontisti sunt stationate in taberele de baza situate exact in varfurile A, B si C. In cazul
unei alerte majore, protocolul cere ca toate cele trei echipe sa se deplaseze in linie dreapta spre un centru
de comanda, O, situat in interiorul rezervatiei. Traseele lor, dacd ar fi continuate dincolo de punctul O, ar
ajunge la marginile rezervatiei in punctele de evacuare D pe latura BC, E pe latura AC si F pe latura AB.

® Traseul echipei din C ajunge la marginea opusa intr-un punct F, care este exact la mijlocul distantei

dintre A si B. Prin urmare, % =1.
® Traseul echipei din B trece prin centrul O si ajunge in punctul E pe latura AC, locatie aleasa astfel
incat distanta AE sa fie de 1,5 ori mai mare decat EC. Prin urmare, ‘g—g = %

Pentru ca elicopterele de suport sa stie exact unde se termina poteca primei echipe (cea plecatd din
A), trebuie determinata locatia exacta a punctului de evacuare D pe granita BC. Stiind ca traseele au fost

proiectate perfect concurente in O, calculati raportul g—lg.
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Teste de antrenament -

Testul 1

1. ABCD este un trapez dreptunghic cu bazele AB si CD.
Calculeaza lungimea bazei AB, stiind ca
AD = 4,DC = 4+/3 5i DCB = 150°.

2. In AABC, E € (AB). StundcaECA 25°, ECB = 40° 31A 50° calculeazaBC

3. In AABC, AD este mediana, iar ADC = 135°. Stiind AB = 5 si AC = V137, calculeaza aria(ABC).

Testul 2

1. In AABC cunoastem AB = 6, AC = 8, BC = 2v/25 - 12v/3. Calculeaza lungimea medianei, a bisectoarei
si a inaltimii din A.

2. In AABC, b = 2asin g, iar cosB < 0. Demonstreaza ca AABC este isoscel.

3. In AABC, AB = 15, BC = 16, CN este bisectoarea <C, iar M € (BC) astfel incat BM = 9. Determina lun-
gimile BN, AC si AM.

Testul 3

1. In AABC, AB =20, AC = 15, BC = 7, iar AD este bisectoarea <BAC. Calculeaza aria(ABC), lungimea lui
DC si masura lui ADC.

2. In AABC, AB = 15, BC = 16, CN este bisectoarea unghiului BCA (N € AB), iar M € (BO) astfel incat
BM =9 si BAM = %A/C-F . Calculeaza lungimile BN, AC si AM.

3. In AABC cunoastem ca AD este bisectoare interioara (D € BC) si ca M este mijlocul lui [AD]. Stiind ca
BM N AC ={E}, calculeaza £4

Testul 4

1. In AABC, bisectoarea BD = 8 V7(D € AC), iar AD = 8, DC = 16. Determind medianele AABC.

2. In AABC avem relatia R + a? + ¢2 = b2. Demonstreaza cd AABC este dreptunghic.

3. In AABC, A’ este mijlocul laturii [BC], B’ este piciorul bisectoarei ABC, BA = 6 si BC = 8. Stiind ca

, « aria(NCA)
{M}=AA'n BB/, {N} = CM n AB, calculeaza 4 ria(NCB)"

Fc in functie de lungimile laturilor.

Test de evaluare

1. (2p) In AABC, A =30° iar CD este bisectoarea interioard a £C, D € AB. Se cunosc: AD = V3; DB = 1.
Afla BC si masurile unghiurilor AABC.

2. In AABC, AM este mediand, M € BC, iar N este mijlocul [AM]. Fie {P} = BN n AC. Calculeaza raportul%
a) (1p) utilizand teorema lui Menelaus;
b) (1p) fara a utiliza teorema lui Menelaus.

3. Fie AD, BE si CF ceviene interioare in triunghiul ABC, concurente in punctul O.

a) (1p) Demonstreaza ca Blg %, D e BC.

b) (1p) Demonstreaza teorema lui Ceva utilizand arii.
4. (3p) ABCD este trapez avand bazele CD = 10,AB = 6. Daca ADC = 60° si BCD = 45°, calculeaza BC.
Afla diagonala BD (utilizand teorema lui Stewart).

Timp de lucru: 50 de minute
Nota: Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 1 punct din oficiu.



EXERCITII S| PROBLEME RECAPITULATIVE

1. Demonstreaza inegalitatile:
a) % + % + zy_x
b) Va(b +c) +Jblc+a) + Je@+b) <2a+b+0);a,b,c20;

On(x2+x2+.4x2) 2 (x, +x, +..+x )?; x. €R,i =T, 7.

2X+y+2;XY,z2>0;

2. Determind multimile:
R 3 2 1
a)A={(x,y)ez x 7 |mez}; b)B={xeR| S X en},

x?-x+1
3. Determina:
a)x € RastfelincatVvne N, 2 <a< 2+ %; b) a > 0 astfel incat Vx e R’, [x] + [x + é] = [ocx].
4. Demonstreaza prin inductie:
a)1-2-3-.-k+2-3- 4. (k+D+..+nn+D+..+(n+k-1)
b) Isinnxl| < nlsinx|,n € N si x € R fixat;

3 3n!
c) 20+ <ol > 2.

_ nn+1)..n+k)

7 n =1,k =2 fixat;
K+ 1

5. Se considera sirul cu termenul general (an)
mina termenul general al sirului.

unde a, =1,a,=4,a,_, -2a +a, , =2,n22. Deter-

nz1’ 2 1

n z 2, respectiv x, = 2

6. Determind termenul general al sirului care are x =x_ + 1 3

17+ D+ 2
7.Seconsidera§ =1+2x+3x*+..+nx"",nz1.
a) Justifica faptul cd x?S, - 2xS +S =1 - (n+1)x" + nx™".
b) Dedu un mod de a calcula suma S, .

y n "ok

Calculeaza: k- 3k, =,

©) cule zkzl 37 zk:l 2k
8. Se considera (an) o progresie aritmetica astfel incat a =m, a,=n, m#n. Demonstreaza ca

a,=p, Vp = 1.

nz1

9. Calculeaza (1 +%)_l + (%+%)_l +...+( 1 +i)_1,a e R~{0,-1}. ))

an—l a”
10. Se considera f:R — R, f{x) = |x + 3| + |x - 1.

a) Reprezinta grafic functia.
b) Determind imaginea functiei f. % \
¢) Calculeaza ff. il

11. Stiind ca (fo f)(x) = 4x + 1, Vx € R, calculeaza f(—%).

12. Determina functiile f:R — R care au proprietatea:
a) flax + b) < ax < flax) + b, Vx € R,a,b > 0; b) fix - y) = f0 + fiy) - 2xy, Vx,y € R.

13. Fie a € R si o functie f:R — R pentru care (fo f)(x) = 4x + 3, Vx €R si (fo fo /)00 = 8x + a, Vx € R.
a) Determind a € R si functia de gradul intai care verifica cele doua conditii.
b) Justifica faptul ca singura functie care indeplineste ambele conditii este cea determinata la punctul a).
2-x, xe€Q

14. Se considera functia f:R — R, f{x) = .
fia fR - R, f00) {l e

a) Calculeaza f f.
b) Justifica faptul ca f este inversabila si determina f'.



. . . x+1, x<1
15. Se considerad functia f:R - R,f(x) = {2x va, x=21
a) Pentru a = 3, calculeaza fl-, 1); f{(1,«));f((1, 2)). @
b) Determina a € R pentru care f este injectiva. '{éz?
c) Determina a € R pentru care f este surjectiva.
d) Justifica faptul ca feste surjectiva  3r € R, f{r) = 2.
2x+a, X€(—o,—-1] \“ﬁ
16. Se considera functia f:R — R,fix) = {x? + 4x, x€(-1,1) . =1 A
bx+c, x€[1,)
a) Determinad a, b, c € R astfel incat ecuatia f{x) = m are pentru orice m € R cel mult o solutie.
b) Determina a, b, ¢ € R astfel incat ecuatia f{x) = m are pentru orice m € R cel putin o solutie.
c) Exista valori ale lui a, b si c astfel incat pentru orice m € R ecuatia f{x) = m are solutie unica?
d) Analizeaza daca existd a, b, c € R astfel incat f este inversabila si determina f', dacd exista.
x+a, x<2
3x-1, x>2’
astfel incat functia f sa fie: a) injectiva;  b) surjectiva; c) bijectiva.

17. Se considera functia f:R - R, fix) = { a € R. Determina valorile parametrului real a

18. Se considera functiile f,g:R — R, de legi fix) = 2x - 3 si g(x) = x® + 1.
a) Justifica faptul ca functiile f si g sunt inversabile.
b) Determina functia inversa a compusei, (f g)*‘(x) si verifica relatia (fo g)'(x) = (g7' o f)(x).

19. Demonstreaza ca functia f:[0,«) = R, fix) = P + <77 este strict crescatoare pe domeniul sau de defini-
tie. Justifica faptul ca functia este marginita, avand imaginea inclusa in intervalul [0, 1).

20. Se considera functia f:R - R, fx) = Ux—T+Vx+1.

a) Studiaza monotonia functiei f pe R.
b) Folosind proprietatea de monotonie demonstrata la a), rezolva in multimea numerelor reale ecu-

a'giasx/x—l +Vx+1=2. \\l/
21. Se considera functia fiR — R, fix) = x> — 4x + 4. a Wi -
a) Determind intervalele de monotonie ale functiei f. E i -

b) Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia (f o f)(x) = 0.

s - _[-x% x<0 (
22. Se considera functia f:R — R, fix) = { X x20 gﬂ g—

a) Demonstreaza ca functia f este strict crescatoare pe R.
b) Justifica faptul ca functia este bijectiva si determina expresia functiei inverse, f :R — R.

23. Se considera functia f:R — R, fix) = ﬁ

a) Demonstreaza ca functia f este impara.

b) Justifica faptul ca AR) c (-1, 1), deducand astfel ca functia este mérginité

c) Demonstreaza prin inductie matematica faptul ca ( fofo. f) X)) =——=—=, VneN’, ¥xeR.

de n ori
24. Un fond de investitii analizeaza costurile operationale pentru achizi;ionarea si mentinerea unui por-
tofoliu de actiuni din sectorul tehnologic si al inteligentei artificiale. Costul zilnic (in dolari), in functie
de volumul x de tranzactii efectuate, este modelat de legea C(x) = 2x2 - 120x + 2 500, unde x > 0.

a) Demonstreaza, folosind definitia, ca functia costului C este convexa. Explica din punct de vedere
economic ce inseamna aceasta convexitate (de ce costurile scapd de sub control daca se fac prea putine
sau prea multe tranzactii intr-o singura zi).

b) Justifica faptul ca functia este marginita inferior si determina numarul optim de tranzactii zilnice
pentru care costul operational este minim.



25. 0 drona utilitara folosita pentru cartografiere este programata sa urce la o altitudine h (in metri) in
functie de timpul ¢ (in secunde) de la decolare, dupa legea h(t) = 4t + 5. Suprafata de teren S (in metri
patrati) care poate fi fotografiata clar de senzorul dronei depinde de altitudine prin functia de lege
S(h) = 3h2.

a) Exprima suprafata fotografiata direct in functie de timpul de zbor, determinand functia compusa
(S < h)(.

b) Justifica faptul ca functia h este inversabila. Determina functia inversa h! si explica semnificatia
ei practica pentru operatorul dronei (ce calculeaza de fapt aceasta inversa?).

26. O companie aeriand, care opereaza zboruri pe ruta Bucuresti-lasi, utilizeaza un sistem automat
pentru a aloca fiecarui pasager dintr-un grup un loc in aeronava. Se considera P multimea pasage-
rilor de pe 0 anumita rezervare si L multimea locurilor disponibile in avion. Sistemul defineste o
functie de alocare f:P — L, care asociaza fiecarui pasager x un loc f{(x).

a) Explica, argumentand logic si practic, consecintele unei erori de soft care ar face ca functia f'sa nu
fie injectiva.

b) Din perspectiva eficientei economice a companiei aeriene pentru acel zbor, ce semnifica faptul ca
functia f este surjectiva, atunci cand se iau in calcul toti pasagerii zborului si toate scaunele din avion?
27. Distanta vizuala d (in kilometri) pana la linia orizontului, asa cum este perceputd de un pasager

dintr-un avion comercial, este modelata de legea d (h) =3,57vh,unde h reprezinta altitudinea aero-
navei (in metri).

a) Demonstreaza ca functia d este strict crescdtoare pe [0, ). Cum traduci acest rezultat matematic in
experienta fizica a pasagerului in timpul fazei de urcare a avionului?

b) Stiind ca vizibilitatea pe fereastra devine relevanta pentru orientare de la minimum 35,7 km, re-
zolva inecuatia 3,57 Vh 2 35,7 pentru a afla altitudinea minima necesara.

28. Uninvestitor plaseaza un capital initial pentru a fi administrat pe o perioada de exact 10 ani. Valoa-
rea finala a portofoliului depinde de randamentul anual (factorul de crestere) x, fiind data de legea
V(x) =10000 - x'°, unde x 2 1 (de exemplu, un randament de 8% inseamna x = 1,08).

a) Demonstreaza ca functia putere f{x) = x'° este strict crescatoare pe intervalul [1,). Ce argumen-
teaza aceasta proprietate in legatura cu importanta alegerii unor actiuni (de exemplu, cele care platesc
dividende constante) ce ofera un randament anual chiar si cu o fractiune de procent mai mare?

b) Daca politica de risc a fondului impune ca valoarea portofoliului dupa cei 10 ani sa nu depaseasca
30 000 de dolari din motive de lichiditate (functia este marginita superior in mod artificial de regula-
ment), dedu relatia matematica ce limiteaza randamentul anual maxim permis x.

29. Se considera ecuatia x? - (2a + 1)x + 2a’ + a = 0, curaddcinile reale x,, x,, a € R.]Justifica faptul ca:
a)0sx +x,52; b)—%5xlx231; 00sx?+x2<2.

30. Determind a € R pentru care trinomul f(x) = (a + 1) x* - 3x + a:
a) este pozitiv pentru orice x € R; b) este pozitiv pentru orice x > —1.
31. Se considerd a, b, c € R. Justifica faptul ca,dacaa - b+ c>0sia + b + ¢ < 0, atunci b? - 4ac > 0.
32. Se considera familia de parabole f (x) =(m + 1)x? - 2(m - 1x + m - 1,x € R. Determina m € R ast-
fel incat varful parabolei fm(x) sa fie situat:
a) pedreaptay = x + 1; b) deasupra axei Ox;
¢) in cadranul Il sau in cadranul III;  d) in interiorul patratului OABC, unde A(0, 1), B(1, 1) si C(1, 0).
33. Demonstreaza cd, daca a,b,c > 0si va + Vb, Vb + ve si V¢ + va suntrationale, atunci va, Vb, Ve € Q.
34. Determina x € R pentru care exista VX,
35. Compara numerele:

Q)2V3,6-5,V112;  b)Ja+ V7,6 +V8; ¢ Vis,J15,V24, V36.




3 — 3 — -
37. a) Justifica faptul ¢ V175 + 38 + V17+/5 - 38 = v/20.
b) Justificd faptul ca urmatoarele functii sunt monotone: g: [1,«») - R, g(x) =X+ %; h:N~ {O, 1 } - R,

hm) = V1775 +38; N~ {0,1} - R f(x) = V1775 + 38 + V175 - 38.
¢) Pentru ce valori ale lui n € N are loc relatia V17 V5 + 38 + V175 — 38 = v/20?
38. a) Justifica faptul ca functia f: [0, %) = R,f{x) = vX + Vx + 2 - 2+/x + 1 este strict crescatoare.

b) Dedu ca g:[1,0) > R,gx)=vx+1-2Vx+2+Vx+3 +Vx+4-2Vx+5+/x+6 este strict
monotona.

39. Calculeaza zn_ sinkxcos(n - k)x.

40. Se considera x,y € ( ) astfel incat cos*(x - y) = sin2xsin2y. Justifica faptul ca x + y =

w|w wl:l

+/2.

41. Justifica faptul ca, pentru orice numar real x, are loc inegalitatea (1 + sinx) (1 + cosx)

42. Stiind cd x, y si z sunt masurile unghiurilor unui triunghi (in radiani), atunci:

4m y <
XCOSX + yCcoSy + zcoSsz TSln 5 Xsin% 5 sinZ 5 < 3

43. Stiind cd x,y,z € ( ) justifica faptul ca avem

€0s2X + c0s%y + c0S*z + 2c0Sxcosycosz = 1
dacda sinumaidacax+y+z=rm.

44. Justifica faptul ca, pentru orice numar natural F—
n 2 2, are loc inegalitatea: i Z

sina, xsina,x...sina x + cosa, xcosa,x...cosa x < 1.

45. Justifica faptul ca functia f:R — R, f{x) = cosx + cos(x+ 3) nu este periodica.

46. a) Justifica faptul ca, pentru valorile care asigura sensul expresiilor, % = ctgg - ctgx.
b) Calculeaza Z . Osm2 ——

47. Justifica faptul cd, pentru valorile care asigura sensul expresiilor, au loc egalitatile:

a) tgx + 2tg2x + 4tghx = ctgx - 8ctg8x;  b)LOSEXACOSIXTI | COSIX - 4COSXHI _

48. Demonstreaza ca, daca medianele din B si C ale triunghiului ABC sunt perpendiculare, atunci
AB*+ AC?=5BC>

49. Se considera A, B,C, D patru puncte oarecare, iar E si F mijloacele segmentelor [AC], respectiv [DB].
Demonstreaza ca 4EF?>=AB? + BC*+ CD? + DA? - DB? - AC?*(relatia lui Euler).

50. Justifica faptul cd, daca in triunghiul ABC exista relatia sin*B + sin?C = 1 + 2sinBsinCcosA, atunci
triunghiul este dreptunghic.

51. Un triunghi dreptunghic are perimetrul egal cu 36. Stiind ca cercul inscris in acest triunghi este tan-
gentipotenuzei intr-un punct, care oimparte in raportul %, determina lungimile laturilor triunghiului.

52. In triunghiul ABC este inscris un cerc care este tangent laturilor sale in punctele M € (AB), N e (BO),
L € (AC). Determind lungimea segmentului MN, cunoscand LA = 2, LC = 3 si m(B/C-‘K ) = g

53. Se considera triunghiul ABC si cercul inscris in acesta, de raza r, care este tangent la laturile triun-
ghiuluiin M € AB, N € BC, P € AC. Stiind ca AP =1, PC = q, calculeaza aria triunghiului BMN.

54. Justifica faptul ca in triunghiul ABC avem c? + b? = 5 a2 daca si numai daca ctgA = 2(ctgB + ctgC).



55. Se considera ABCDEFG un heptagon regulat inscris in cercul de raza R. Stiind ca A’ este punctul
diametral opus lui A, justifica faptulcaA’'B+ A’'D=R + A'C.

56. Prin centrul cercului inscris in triunghiul ABC se duce o dreapta antiparalela la BC, care intersec-
teazda ABin M si AC in N (antiparalela determina triunghiul ANM asemenea cu triunghiul ABC). Jus-
tifica faptul ca BM + CN = MN.

57. Se considera un triunghi ABC. Determina locul geometric al punctului O (centrul cercului circum-

scris triunghiului), daca raportul § este constant.

58. Se considera triunghiul ABC, in care B = 45°, C = 75° si BC = 6+/2. Calculeaza lungimea laturii AC.

59. Se considera triunghiul isoscel ABC in care BC = 12 si B = C = 30°. Calculeaza aria triunghiului.

60. Pe latura AB a triunghiului ABC se considera punctul M astfel incat AM = %AB, iar pe latura AC se
considera punctul N astfel incat AN = %AC. Calculeaza raportul dintre ariile triunghiurilor AMN si
ABC.

61. In triunghiul ABC se cunosc A = g, C= % si b - ¢ = 12. Rezolva triunghiul ABC, apoi determina aria
si raza cercului circumscris ale acestuia.

62. Justifica faptul ca triunghiul ABC este isoscel daca 2S = b*sinB.

63. Arata ca triunghiul ABC este dreptunghic daca intre elementele sale are loc relatia
acosB + acosC=1b +c.

64. Se considera triunghiul ABC. Demonstreaza ca urmatoarele relatii sunt adevarate:

a) sinA + sinB + sinC = %; b) tg%tg%tg% = }%; c) actgA + betgB + cctgC = 2(R + 7).
65. Arata ca, in orice triunghi ABC, sunt adevarate inegalitatile:
a) cosB + cosC > sinA; b) acosA + bcosB + ccosC < p; ca’+b?>+c?<9RA

66. Demonstreaza ca, daca a,b € R sunt astfel incat asinx + bsin2x = acosx + bcos2x pentru orice x real,
atuncia = b =0.
67. Daca sinx = siny si tgx = tgy, rezulta cosx = cosy?
68. Demonstreaza cd pentru orice x € [O,ﬂ] are loc inegalitatea cos(sinx) > sin(cosx).
69. Se considera functia f:R — R, f{x) = [sinx].
a) Justifica faptul ca feste periodica. b) Reprezinta grafic functia.
70. Determina multimile A = {x € R | arcsin(sinx) = x — 4m} si B = {x € R | arccos(cosx) = 21 + x}.
71.a) Demonstreaza ca, daca sint = x,t € [O,g], atunci t = arcsinx.
b) Se considera functia f: [O, 1] - [—HTZ, O], astfel incat f(sint) = t> - i - t, pentru orice t € [0,5]. De-
monstreaza ca: i) flx) = (arcsinx)? — - arcsinx; ii) f este bijectiva.
72. Rezolva ecuatiile:

a) 2sinx - cosx = 0; b) tgx = —sinx; C) sin3x = —co0s2x; d) sin(cosx) = 0;
losxl = 1; f) arctg(sinx) = 3; g) arctgx + arctg~ = 23—";
h) 2arcsinx + arccosx =m; i) i/tgx -1+ 3;/Btgx +1=2. AR
73. Demonstreaza ca sin(sinx) < @ ./ - g

74. Stiind cad o, B,y € R si sina + sinf + siny = cosa + cosp + cosy = 0,

atunci verifica relatiile: ~_
. sin3a + sin3f + sin3y
sinfa+p+7y) = 3 si
cos3a + cos3p + cos3
cos(a+ P +7vy) = P ’




75. Obiectiv didactic: Elevul trebuie sa demonstreze ca intelege importanta domeniului si codomeniului
in stabilirea proprietatilor unei functii (injectivitate, surjectivitate) si sa aplice rigoarea matematica
pentru a corecta erorile de rationament ale unui algoritm
Al Inteligenta artificiala poate genera demonstratii aparent
logice, dar care omit subtilitati matematice esentiale, in spe-
cial legate de restrictiile pe domeniu.

Partea A (Interactiunea cu IA):

Deschide un asistent IA si introdu exact urmatorul prompt:
»Analizeaza functia de gradul al doilea f:[2,~) — R, definita
prin fix) = x?> - 4x + 5. Demonstreazd matematic dacd aceastd
functie este injectiva si dacd este surjectivd.”. Genereaza ras-
punsul si salveaza-l.

Partea B (Sarcina matematica — analiza umana):

1. Rezolvarea riguroasa: Rezolva problema pe hartie, folo-
sind definitiile algebrice si graficul (forma canonica) invatate la clasa. Demonstreaza valoarea de adevar
a injectivitatii si a surjectivitatii pentru functia data pe domeniul si codomeniul specificat.

2. Evaluarea IA-ului: Compara demonstratia ta cu cea generata de IA. A tinut cont IA de restric-
tia domeniului x € [2,) atunci cand a verificat injectivitatea sau a tratat-o ca fiind definita pe R?
A confundat IA imaginea functiei, Im(f), cu codomeniul R pentru a stabili surjectivitatea?

3. Prompt de corectare: Redacteaza un nou prompt prin care sa ii explici IA, folosind argumente ma-
tematice de clasa a IX-a (varful parabolei, intervale de monotonie), unde a gresit in rationamentul sau
initial si cere-i sa rescrie corect demonstratia.

76. Obiectiv didactic: Elevul va folosi IA pentru a scrie cod si a genera un set mare de date pe baza unei
reguli recurente (progresie geometrica), pe care apoi va trebui sa le valideze analitic, intelegand dife-
renta dintre calculul iterativ al unui computer si formula termenului general.

O companie care dezvolta infrastructura pentru modele mari de limbaj (LLM) raporteaza ca puterea
de procesare a serverelor sale creste constant. In prezent (anul 1), reteaua proceseaza P, = 500 de tera-
flopi, iar planul este o crestere anuald garantata de 15% fata de anul precedent.

Partea A (Delegarea calculului catre 1A):

Cere unui asistent IA sa calculeze puterea de procesare pentru fiecare din urmatorii 15 ani. Poti folosi
un prompt de tipul: ,Genereaza o lista sau scrie un scurt cod in Python care sa calculeze un sir de 15 nu-
mere. Primul termen este 500. Fiecare termen urmdtor se obtine addugdnd o crestere de 15% la termenul
anterior. Afiseaza doar valorile finale, rotunjite la doud zecimale.”

Partea B (Sarcina matematica — demonstratia analitica):

1. Modelarea matematica: Justifica faptul ca sirul generat de puterea de procesare (Pn ) .-, formeaza
o progresie geometrica. Determina primul termen P, si ratia g.

2. Validarea algoritmului: Folosind formula termenului general al unei progresii geometrice,
P =P, -q"", calculeaza manual (sau cu un calculator de buzunar) valoarea exacta a puterii de proce-
sare pentru anul 10 (P, ). Compara rezultatul obtinut analitic cu rezultatul generat de IA la Partea A.

Sunt identice?

q -1
T
calculeaza puterea totala de procesare cumulata pe parcursul celor 15 ani de functionare a serverelor.

3. Suma progresiei (costul total): Stiind ca formula sumei primilor n termeni este S =P, -



EXERCITII SI PROBLEME RECAPITULATIVE

Test de evaluare final

1. Se considera functia f:R — R, f(x) = x* - 3x + 1.
a) (1p) Verifica daca functia este injectiva.
b) (1p) Demonstreaza ca functia este strict monotona pe [1, ).

c) (1p) Ordoneaza crescator numerele f{(1,5), f{v2)si f(sx/g)

2. Sirul(x)) areprimul termenx, =1six - x =2n+3,VneN"
nz1

1
a) (1p) Demonstreaza ca sirul () , definit priny = x - n? Vn € N, este o progresie aritmetica.
nx1

b) (1p) Afld termenul general al sirului (x ) .

nx1

3. a) (1p) Justifica faptul ca ecuatiile 2 sin® x = cosx si 2tg*x - tg>x — 1 = 0 sunt echivalente pe (—ﬂ, g)

2
b) (1p) Rezolva, in R, ecuatia 2 sin® x = cosx.

4. Triunghiul ABC, dreptunghic in A, are cateta AC de lungime 15 cm, iar proiectia catetei AB pe ipote-
nuza este de 16 cm.
a) (1p) Afla lungimea ipotenuzei BC.

b) (1p) Daca E € (BC) astfel incat g—]é = %, demonstreaza ca unghiul AEB este obtuz si calculeaza lungi-
mile razelor cercurilor inscris, respectiv circumscris ale triunghiului AEC.

Timp de lucru: 60 de minute
Nota: Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 1 punct din oficiu.

MATEMATICA CLASA a 9-a @



INDICATII S| RASPUNSURI

Capitolul 1.

Pg. 12-13. Propozitii. 1. a) falsa; b) Nu este propozitie (enunt interogativ); c) falsa; d) Nu este propozitie; €)
propozitie; f) Nu este propozitie; g) adevaratd; h) adevarata; i) falsa; j) falsa; k) falsa. 2. p: Triunghiul ABC nu este
isoscel; p v g: Triunghiul ABC este isoscel sau dreptunghic. p A g: Triunghiul ABC este isoscel si dreptunghic. g — r:
Daca triunghiul ABC este dreptunghic, atunci este echilateral. p A g: Triunghiul ABC nu este isoscel si este drept-
unghic. g v r: Triunghiul ABC este dreptunghic sau echilateral. r — p: Daca triunghiul ABC este echilateral, atunci
esteisoscel. 3.a)A;b) A; ) F; d)A; e) F; f) F; 2) A;h) A 4.a) A;b)F;c) A.5.a) A;b) A;c) A;d)F; e) A; f) A; g) AL 6. a)
Dacd un romb are un unghi drept, atunci el este patrat. b) Daca doua numere sunt rationale, atunci suma lor este
numar rational. ¢) Dacd iese fum, atunci este foc. 7. a) 2 € Nsiv/3 € Q. b) 3 ¢ Q sau 2 4 10. ¢) 5 nu este numar natu-
ral par sau% < 0.d) Punctul A nu apartine dreptei d sau punctul B nu apartine dreptei d. e) Nu merg sau nu privesc.
f) Nu merg sau nu privesc sau inteleg. g) Dorm si nu ma odihnesc. h) Un triunghi este dreptunghic si nu are niciun
unghi ascutit. i) Plec si nu ma voi intoarce foarte curand. 8. a) D =7,D =A= {—3,—\/3,—%, 0, 1, 4, 2x/§};
D =B= {—3, -2,-1, 0, 1, 2, 3}. b) i. p(1) v q(3) adevarat; ii. q(4) A r(0) adevarat; iii. (p(%) \Y q(—\/g))fals;
iv. (=2 fals; 0)i. D, =D UD,=ZU{-V5,-3,2V5 }; ii. D, =D,nD,={-3,0,1};iii. D_ =D uD, =R; iv.
D =R~ {—3, -2,-1,0,1, 2, 3}; e) Predicatul aferent diferentei de multimi este r(x) A q(x). Pg. 13-14. Predicate.
1. p(0):0 > 0 (F); p(1/2):1/2 > 1/4 (A); p(2/3):2/3 > 4/9 (A); p(-2) : =2 > 4 (F); p(v/3) : /3 >3 (F). 2.a) F; b) A; ¢) F;
d) E 3. a) @xeR12x+3=5; b) (AxeR)yeR)2x+3y=-5; ¢) (Vke Z)2lk(k+1); d) (IxeR) Ty eR)
(x+y=3Ax-y=4).4.a)1;b)0;c) 1;d)0;e) 1;f) 1; 2) 0; h) 0;) 1;j) 1; k) 1. 5. a) 1; b) 0; ¢) 0. 6. a) O (fals pentru
numere negative); b) 0; ¢) 1; d) 1; e) O (exista si cazul x=y =2); f) 1; g) 1 (ex. pentru numere negative). 7. a)
XEAVXEB;b)xeAAx€EB;c) xeAAXxgB;d x¢gBvxeA. 8.a) xe(-3,3)=>-3<x<3=>|x|]<3;b) xe
[0,0) > x20=Vx2=|x|=x; ¢ [x]=-6=>-6<x<-5=>x€[-6,-5); d) %=keZ:>x=3k:23—X=2keZ;
) 7l2x+5)=>712x+5-7D=>712x - D=>7(x - 1); f) 4x+5=7 4x=2 < x=1/2 respectiv 2x -3=-2 < 2x =1
Sx=1/2;g) 3x<6=>x<2=>-2x>-4=>-2x+1>-3.9.a) Suma este 0 doar daca ambele elemente pozitive
sunt 0 ©x=yAx=0&x=0Ay=0; b) Ridicand la patrat se obtine x*+ 2xy + y2=x?+2|xy| +y? & xy =
|xy| © xy 2 0 ;c) Functia parte intreagd este monoton crescatoare, deci inegalitatea nestricta se pastreaza x <y =
[x] < [y]; d) media armonica < geometrica pentru x,y > 0. 10. p: (Vx € R)x2 + 2x + 5 2 4 = (x + 1)? 2 0. Valoare de
adevar: 1; q: (Va € N)(3b € N)a < b. Valoare de adevar: 1. 11. a) n 2 78; n = 3'° = 0,66; b) 4(5x + 7y) - 5(4x + 3y)
= 13y. 12. Se demonstreaza direct prin aplicarea izomorfismului dintre logica propozitionala si teoria multimilor
(ex.x € An B x € A A x € B), urmata de aplicarea asociativitatii, comutativitatii sau a legilor lui De Morgan. 13.
a) xeANnBe xeAAxeB; b) Diferenta contine toate elementele lui A < Multimile sunt disjuncte, adica
ANB=@;0)XCANB&XCAANXCB=>XePA)n AB);,d)DinX c A v X c B se deduce imediat incluziunea
in reuniune X c A U B = X € &(A U B). 14. a) Identitatea devine y(8x — 12) + (2x - 3)=0,Yy € R=>8x - 12=0 A
2x -3=0= x=3/2;b)m = 6.Pg. 20-22. 1. a) O dreapta determina pe doua laturi ale unui triunghi segmente pro-
portionale daca si numai daca este paralela cu a treia latura. b) Un triunghi cu laturile de lungimi a, b, ¢ este drept-
unghic avand ipotenuza a daca si numai daca a? = b? + c% c) Un numar natural este divizibil cu 4 daca si numai
daca numarul format de ultimele sale doua cifre este divizibil cu 4. 2. a) O conditie necesara si suficienta ca doua
plane sa fie paralele este ca unul dintre ele sa contina doua drepte concurente, ambele paralele cu celalalt plan. b)
O conditie necesara si suficienta ca doua triunghiuri sa fie congruente este sa aiba doua laturi si unghiul cuprins
intre ele, o latura si unghiurile alaturate sau toate cele trei laturi, respectiv, congruente. 3. a) Fie a = 6k, unde k € Z.
Produsul ab = 6kb = 6(kb), care este multiplu de 6. Conditia este suficienta, dar nu este necesara (daca de exemplu
a=2sib=3,ab = 6); b) Orice numar natural se poate scrie la impartirea prin 6 sub una din formele: 6k, 6k + 1,
6k + 2, 6k + 3, 6k + 4, 6k + 5. Dintre acestea, cele de forma 6k, 6k + 2, 6k + 4 sunt pare, iar 6k + 3 este divizibil cu
3. Pentru ca un numar p sa fie prim (p > 3), nu trebuie sa fie divizibil cu 2 sau 3, ramanand exclusiv formele de
6k + 1 si 6k + 5; ¢c) Un dreptunghi este din definitie un paralelogram cu unghiuri drepte. O conditie necesara si
suficienta ca un paralelogram sa devina romb (sa aiba laturi consecutive egale) este ca diagonalele sale sa fie per-
pendiculare. 4. a) Din £DAC = £BCA (alterne interne) rezulta ca dreptele AD si BC sunt paralele. Coreland cu
DO = OB si £AOD = £COB (opuse la varf), triunghiurile AOD si COB sunt congruente, conform cazului U.L.U. Re-
zulta ca diagonalele se injumatdtesc reciproc si patrulaterul este paralelogram. Reciproc, paralelogramul indepli-
neste intotdeauna aceste ipoteze. b) Segmentul MN, unind mijloacele a doua laturi opuse, este linia mijlocie a



figurii geometrice. Identitatea sa cu semisuma bazelor determina implicit paralelismul celorlalte doua laturi opo-
nente prin inegalitatea patrulaterului, conditie unica pentru trapez. 5. a) A; b) F; reciproca: A; c) A; reciproca: F,
ambele pot fi impare; d) A; reciproca F; e) A; reciproca A. 6. a) Presupunem prin absurd contrariul: pentru Vi = 1,5,
a, < 3.Suma lor, a, +...+a,, devine strict mai micd decat 15, ceea ce contrazice imediat ipoteza; b) Presupunand
contrariul, avem g, > 60 pentru toti termenii. In acest scenariu, suma celor sase componente depaseste 360, fapt
incompatibil cu S = 360; c) Transland cele sase drepte coplanare pentru a fi concurente in acelasi punct, planul
este fractionat in 12 unghiuri adiacente. Presupunand prin contrapozitie ca fiecare din aceste 12 unghiuri ar fi
strict mai mare de 60°, suma acestora va fi mai mare ca rotatia completa de 360°. 7. a) Presupunem cav6="eq,

unde fractia este ireductibils; b) Presupunem x = v2 + V3 € Q; x2 =5 + 26 = V6 = X2 € Q; ¢) Presupunem
construirea a doua perpendiculare distincte ce unesc un punct exterior cu aceeasi dreapta de baza (intersectand-o
in punctele B, respectiv C). Triunghiul geometric format ar poseda doua unghiuri de 90° si o suma generala ce de-
paseste 180°, contradictie; d) Consideram variabila x care satisface cele doua cazuri din enunt. Expresia formala
x = 3(2k + 1). Conditia dublata cere ca restul acestuia la 3 sa fie 2. 8. Ionescu Cristiana. 9. Metoda contrapozitiei.
10. Se foloseste suma elementelor din multimi. 11. a) Consideram rapoarte fractionare mai mici ca unu; b) Produ-
sul elementelor este 1. 12. a) Utilizam rationamentul de reducere la extrem. Presupunem x > 2 siy > 2; b) Folosim
X +y = xy. 13. Multimea celor 11 numere luate are suma generala termenilor 66. 14. Principiul cutiei. 15. Se pre-
supune a # b, insemnand |a - b| = k > 0. 16. a) Se calculeaza mai intai lungimile laturilor triunghiului; b) nu. 17. Se
foloseste 1 < 1/vV5 + 1/(1 + v/5). 18.a) A; b) E. 19. B. 20. A.1. a) Sub 40%: Romania, Bulgaria; b) Intre 50% si 60%:
Slovacia, Letonia; c) Peste 70%: Finlanda, Suedia. A.2. Cadrul statistic denota un unghi procentual raportat la 27%.
A.3. falsd (ex: Romania atinge cota de 28%). B.1. ,Tara are prag de minim 50% competente sau detine scor superior
valorii blocului european comun”. B.2. a) p(x) adevarat: Franta; b) g(x) falsa: Germania; c) adevarata: Estonia. C.1.
a) ,Exista tari cel putin cu un procent sub 50%”; b) ,Orice tara UE are cel mult 70% per sector national vizat”. D.1.
A; 2. A; E.2. Malta; Spania. E.3. Da. G. Nu. Pg. 26-27. 1-4. Toate propozitiile se demonstreaza verificand etapa ini-
tiala P(1) si demonstrand pasul inductiv P(k) = P(k + 1). 5-7. Se verificd etapa initiala, apoi pentru demonstrarea
pasului inductiv P(k + 1), se utilizeaza inegalitatea din ipoteza P(k), realizandu-se majorari sau minorari convena-
bile asupra termenilor adaugati. 8. Relatiile se demonstreaza izoland un multiplu al divizorului la trecerea de la
rangul k la k + 1. De exemplu, pentru 8.a), expresia la pasul k + 1 se rescrie astfel: 5! - 1 = 5(5% — 1) + 4, ambii
termeni fiind divizibili cu 4. 9. Suma se demonstreaza prin evaluarea pasului inductiv, unde adaugarea termenu-
lui de rang k + 1 in structura sumei confirma formula dreapta pentru nivelul n = k + 1. 10. Trecerea la pasul k + 1
se reduce la aplicarea aceleiasi inegalitati pentru 2 grupe. 11. Se bazeaza pe faptul cd adaugarea celui de-al

(k + 1)-lea punct adauga exact k drepte noi la subpunctul a), respectiv k(k2— D triunghiuri noi la subpunctul b). 12.

La pasul inductiv, o multime cu k + 1 elemente va avea toate cele 2* submultimi ale multimii precedente, la care se
adauga aceleasi 2* submultimi reunite cu noul element, obtinandu-se totalul de 2*! submultimi. 13. Inegalitatea

se demonstreaza multiplicAnd relatia de la pasul k cu aT"Lb si exploatand identitatea cert pozitiva (a - b)(a* - b¥)

2 0. 14. Pasul inductiv demonstreaza ca functia creata din suma respectivé se conserva intacta (nu se modifica) la

1 1
adaugarea unitatii. 15. a) P(1), P(2), P(3), P(4) adevarate; b) Se foloseste 31 5 33 3kea k+1 >0.16.a)Se

demonstreaza direct observand ca suma celor 2% termeni adaugati la pasul k + 1 este strict mai mare decat 1/2; b)
Grupeaza termenii addugati in calupuri de puteri ale lui 2 pentru a sustine dubla inegalitate; c) minorare a produ-

sului nou obtinut. 17. a) Prin varianta de inductie cu doi pasi anteriori recurenti: x**! + % = (x" + ik) <x + %) -

<x’< 14+ Xl ) € Q; b) Asemadnator a); ¢) Solutia unicd este a, = n,Yn € N'". 19. Aplicam Identitatea lui Abel, sumele

se restrang la formele: i) S=2 - 2+n2; i) S = 2" (n? - 2n + 3) - 6. 20. Numarul total se compune din participantii
din ziua k adunati cu noii recrutati: (2¥ - 1) + 2k=2. 2k -1 =2k1 -1, 21. Se aplica varianta de inductie. Se vali-
deaza etapa de initiere pentru baza P(8), P(9) si P(10). Pentru orice pas ulterior k + 1 (unde k = 10), suma se obtine
reluand configuratia din etapa k — 2, la care se adauga o canistra de 3 credite. Pg. 28. Test de evaluare. 1. a) A; b)
F; c) F. 2. a) ,Daca suma x + y este un numar irational, atunci cel putin unul dintre numerele x si y este irational”;

b) ,Daca cel putin unul dintre numerele x si y este irational, atunci suma x + y este un numar irational.”. Falsa.

Contraexemplu: x = V2 siy = -v2. 3. Inductie: C,,, = C, + k = k(k D, g K- ;)+2k k2 - 1§+ 2k k22+k (k+1)k

4. p:xy+2x+3y+6#0;q:x#-3sauy # -2; b)(ﬁq—>ﬁp) ,,Dacax— -3siy=-2,atuncixy + 2x + 3y + 6 = O”
¢) Contrapozitia este o propozitie adevarata.




Capitolul 2
Pg. 35-36. 1. ¢). 2. a) a,,=-1; b) a, - a,,=1;¢) S,,,=0; d) a =0, daca n=3k + 1, keN' a =-1, daca
n=3k+2,keN;a =1,dacdn=3k keN".3.b) %), este 31ru1 lui Fibonacci. 4. f:N" = R, f(n) = 4n " ], >1.5.a)
Asemanari: ambele siruri incep cu 2, sunt crescétoare, au termeni pozitivi, sunt definite printr-o regula. Deosebiri:
sirul A creste prin adunare cu 5, iar sirul B prin inmultire cu 2; b) Sirul A: 2, 7,12, 17,22, 27,32, 37, 42, 47. Sirul B: 2,
4,8,16, 32, 64,128,256,512,1024;c)a  =5n-3,YneN’, b =2"VneN'. 6.a) Primii 5 termeni sunt:a, =0, a, = -2,
a,=2, a,=-2, a,=2;b) Varfurile patrulaterului sunt A,(2,-2), A,(3, 2), A,(4,-2), A.(5, 2); A,A, || A,A, ]| Ox,
AA, =A A =2,deciA A A A, este paralelogram; c) Construind punctele B(1, 2), C(1,-2), D(5,-2), aria poligonu-
lui A/ A,A,A A, se poate calcula scazand din aria patratului BCDA, ariile triunghiurilor dreptunghice A, CA,, A BA,
si A,DA,. Deci, aria(A,A,A,A A )= 4" - 1:2_2-2_1-%_19(y?). 7 Numarul de pagini citite in ziua n este

2 2 2
5n(n +5)
z =5n+10,Vn 2 1. 8. Numarul total de pagini citite pana la finalul zilei n este p = Zz =———Vnz1.9.a)
X =2- 2" S VN2 b)x =(n-1D%Vn21;0x =153 .1._,(n 5 def( i Y 2 1 (cu conventia 0!= 1); d) Relatia
x -
de recurentd se rescrie x| - 1 =—p—sinotandy =x -1,Vn 2 1, seobtine sirul de la punctul ¢), dary, = -1; deci
y, = S TP iarx =1- CEE] 1),, Vn 2 1. 10. Sirul este periodic, cu perioada 6; 2026 = 6 - 337 + 4, deci a,,, =3, a

. 17 1 _
patra valoare din secventa de 6 numere. 11. Zn+70 < Toooo M > 424975, deci p = 42498. 12. a) Orice numar natu-

ral este de forma n = 10k + r, unde k € N si r este una dintre cifrele 0, 1, 2, ..., 9. Ultima cifra a lui n? este ultima cifra
a lui r?, ceea ce inseamna una dintre cifrele 0, 1, 4, 5, 6, 9. Deci, ultima cifra a unui patrat perfect nu poate fi 2, 3, 7
sau 8; b) Termenii primului sir, x. = 10" + 8, au ultima cifrd 8, Vn = 2, deci nu pot fi patrate perfecte. Pentrun =1,
x, = 9 este patrat perfect. Raspunsul este 1. Pentru al doilea sir, cuy, = n!+8, toti termenii cu ranguri mai mari sau
egale cu 5 au ultima cifra 8, caci n! va avea ultima cifra 0, deci nu sunt patrate perfecte. Verificand pentru valorile
rdmase, gdsim un singur patrat perfect: y | = 9. Pg. 46-47. Activitati de invatare: 1. a) Progresie aritmetica; b) r = 10;
¢) In fiecare luna economiseste cu 10 lei mai mult decat in luna precedenta; d) Decembrie: 160 lei; e) Total 2027:
1 260 lei; f) Total 2027-2028: 3 960 lei; g) S = 5n(n + 9). Din 5n(n + 9) = 14 750, rezulta n = 50, deci februarie
2031; h) Situatia cea mai avantajoasa este ca ratia injumatatita sa apara cat mai tarziu, adica in ultimii doi ani
consecutivi analizati. 2. a) La Pasul 3: 16 piese; b) Model aritmetic pe randuri: 1 + 3 + 5 + 7 = 16, ratie 2. Model
geometric pe pasi: 1, 4, 16,..., ratie 4; c) Pasul 4 are 64 piese; d) p, = 4"'; e) Aria unei piese: la Pasul 2 este % din aria
initiald; la Pasul 3 este 11_6; f) CAI este progresie geometrica, cu ratia % 3.a)a=1,03,b=1,02; b) Andrei: 2 000 -
1,03%=2251,01762 lei; Bogdan: 2 000 - 1,02* = 2 164,86432 lei; c) Diferenta: 86,1533 lei; d) Nu este 2000 - 0,01 - 4,
deoarece diferentele lunare se capitalizeaza; e) Da, 2000(a - b)(a® + a®b + ab? + b®) = 86,1533; f) Termenii lipsa:
2000(a - b)a?b, 2000(a - b)ab?, 2000(a - b)b*; g) a"-b"=(a-b)(a™'+a™?b+--+ab™>+ b""). Pg. 47-52.
Probleme propuse. 1. a) PG, g = —l' b) PA, r=5; ¢) PG, g = 3+3; d) sir constant, PAcur=0,PGcuqg=1.2.a) X,

=3"n++12, nu este PA/PG b) x —\/n3 , nu este PA/PG; ¢) x =2(-2)""'=(-D""-2" PG, g=-2. 3. a) 0—1 2,13—0,
nu; b) -1,-1,-1,-1,-1, PA si PG; c) -2,4,-6,8,-10, nu; d) 65536, 256, 16, 4, 2, nu; e) 2,-3,7,— 1327 nu; f)

1, 2, 6, 24, 120, nu; g 1, 1,2 3,5 nu 4. a) a=2,b=4,c=5; b) a=-1,b=1,c=5. ¢) a=0,b=-3,c=-6;
d) a=0,b=4v/2,c=8vV2. 5. a) x=4,y=32,z=64; b) x=+3,y=3V3,z=27; ¢ x=%,y=4,z=ﬁ.
6. a) an=3n—1,Sn=w; b) an=5—2n,8n=n(4—n); c)a =3, an=10n—7,8n=n(5n—2); d) r=-v3,

=—(n—l)\/§,Sn=—M. za)b=2(3) . S,=4(1-2)ib) g=+2,b=3 b =3.2725 =3 -,

1

q3_

. . . . . 1 . .
= %(1 - (=2)" ; ©) Sirul nu este constant, caci 3 =3b, # 7 =S, deci g # 1. Din S 7,q # 1, se obtine ecuatia

(@-1)(g*>+q-6)=0,cusolutiig=2,b =2"",§ =2"-1,respectivg=-3,b =(-3)"",§ = %(1 -(=3";d)b, =~
q=-3,b = —( -3 )“, iar § = %(—1 - (=3)". 8. a) Suma primilor 2017 termeni ai unei PA cu primul termen 10 si

ratia 1 este 2053 306; b) Suma primilor 11 termeni intr-o PG cu primul termen 2 si ratia 2 este 4094; c) Suma pri-
milor 105 termeni ai unei PA cu primul termen 20 si ratie —5 este —25200; d) Suma primilor 8 termeni in PG cu

3280. ; €) Suma primilor 56 de termeni in PA cu ratia 4 este 56x + 6216; f) Suma se

primul termen 9 si ratie 1/3 este <%~ 243



scrie 3(1 + 6 + 62 +...+69) = 3(610 -1; ¢ 22 + 3¢ i(%)k + (%)k =% - %— 530 Sn, h)n? + 2(1 - (—) ) 9. a),
k=1 =

b), ¢) se demonstreaza cu formula: a” - b” = (a bXa™ +a™?b + --- +b™"). Pentru x2" + y?", nu exista o descompu-
nere analoga prin factorul x +y, deoarece exponentul este par. 10. Daca unghiurile sunt in PA, le scriem:

=

X =1, X, x +r. Suma lor este 180, deci: 3x = 180" = x = 60". Triunghiul are un unghi de 60" 11.a)y, = —%, Vot
b + -1
-4n+3 - -5 = = ; =
= 1= 5 Yo = 9n+4,b)ym—yn—(3n+1)6n+4)<OVn>1 o Nu. 12.a)a = 6o 4b’b 4a+l,n21,b)am_
9-b, 18-7b, .1 . . . .
a, 2,n 2150b, = -4 b.,= T 8b’ >1;d) @) este PA curatie 5, (bn)n21 nu este nici PA, nici PG. 13. a)
b = [n; 1] 21;b)a, . . -a, = [M] - [4—n] =2n+2-2n=2,VYn 2 1.Termenii a,,a,a,,... (cu rangurile din

g, a,, = 44%1, dar ]3 nu este termen al sirului. 15. Sirul este constant,

b =4,Vn 21, deci este PA curatie O si PG cu ratie 1. 16. a) Pr1m11 zece termeni sunt: 1, 1,1, 2,2, 2,2, 2, 3, 3. Da, graficul

4 in 4) formeaza o PA cu ratie 2. 14. a, =

p-1
corespunde; b)S,, =1-3+2-5+3-7+4-9+5=75; c)Dacalvnl=p eN’,atunci§, = Zk(2k+ D+pn-p2+1)=
k=1

-1)ap+1 . .. . .
% +p(n - p?+1).17. a) Dacd z, = 0, sirul este constant z =0, Vn > 1, este PG banald, iar ratia poate fi
orice numar real. Dacd z, =1, sirul are termenii 1, 0, 0, ..., 0, ... si orice termen, incepand cu al doilea, se obtine inmul-
tindu-l pe precedentul cu 0. Este PG banala, cu ratie 0; b) Se demonstreaza prin inductie matematicd; c)z, ,, - z =
-z ?<0,Vn21.18.a)a,=1;b) Sirul este periodic, cu perioada 6, deci a,,,, = a,,,..,=a,=0;c) 100=6- 16 + 4,

deciS ;=1600+1+1+0-1-1D+0+1+1+0=2.19.Se demonstreaza prin inductie matematica. 20. Primul

sir este PA cu ratia 3, al doilea sir nu este nici PG, nici PA, al treilea sir nu este nici PA, nici PG, al patrulea sir este
PG cu ratie % 21.a)a, =1,r=1;b)a, =5,r=-2;c) Adoua ecuatie este echivalenta cu a, = 13, iar prima se scrie
(a, - 2r)(a, + 2r) = 133, de unde rezultd doud progresii posibile, cua, = 1,r =3 saucua, =25,r=-3.22.2) b, =

q =%saub1 =1,q= —%;b)b1 =2,g=3saub =-2,q=-3.c)Dacag=0,atuncib, = 4 + V3 (PG banala). Daci g # 0,

atunciq3=3x/§=(\/§)3,deciq=\/§§ibl=l.Obs.:bl¢O,céci83¢0.23.a)x-—— b)xe{-1,3}; c)x—zs,d)xe

. Notand valoarea co-

2x+1] _ 2x-11
3 175
<k + 1. Inlocuind x in dubla inegalitate si

<%, 3]; e) Relatia intre cei 3 termeni consecutivi din PA se reduce la ecuatia [
5k + 11Si k < 2x3+ 1

muna a celor doua numere cu k, rezulta ke Z, x =

rezolvand sistemul de inecuatii, cu necunoscuta k, se obtme ke [ 6, ——> NZ={-6,-5},decix e {—— —7} 24,
1-
3

a)x=2%J3;b)xe {—5, 2 }, c) Relatia dintre cei 3 termeni consecutivi se reduce la [ ] = 4. Rezolvand cele

doud ecuatii, se obtine x € (-14, -11]u (10, 13]; d) Relatia dintre cei 3 termeni consecutivi se reduce la

x=3 [3X = 1] deci [3"5_ 1] = ksi x = 3k. Rezulta k = 1 si x = 3. 25. a) A 11-a cas&; b) Pe dreapta apar numerele pare;
dela12 la 36 sunt ((36-12)/2) + 1 = 13 case. 26.a) S = 10000 - 1,05° = 12 762,815625 euro; b) S, = 48395 = 40 000

1,05°
euro. 27. 2—b =3 1 i ﬁ ? = ac. Numerele fiind nenule, g, b, c suntin PG. 28.P =y " q"'7".29.2) 1x1 # |y| x # £y,
deci x + y # 0 si similarele, deci numitorii nu sunt nuli, de unde rezulta ca a, b, ¢ sunt bine definite; b) Daca x2,y?,
2 A soo X2+ 272 1 1 _ 2y +x+2z _ 22y + x + 2) _ . .
z?suntin PA, atunciy? = =5=Dara +c=535+y37 = Xy+xz+y vz~ o+ 20y T x+2) =2b, decig, b, c suntin
PA. Reciproc, daca g, b, c sunt in PA, atunci 5 Jlr 7+y l - =% + —, de unde x? + z? = 2y?, deci x?y? z* sunt in PA. 30.

(a+0? , (a+0)?

a+c=2b;a)@+ab+b)+B2+bc+ch=a?+c>+ba+c)+2b2=a?+c?+ =2(a?+ ac +cd);b)

2 2
Se aplica 29.b). 31. a) a, = 13840 9T, T S ;b) Daca g =1, 51rul este constant, deci S=T=10a,, de unde a, 180
g . 3 qm _ 3 qIO 1 10 3
Dacd g # 1, atunci S=aq, - q= 1 ,T=a,- -1 -4 - q? ] . Daca PG este degenerata, pentru a, = 0 se obtine

S =T =0 si ratia poate fi orice numar real, iar pentru g = 0 se obtine S =a, si T =0. Daca PG nu este degeneratd
T
_s(=T-1)

(%) -

adevarata, reciproca este falsa: pentrua=1,b=2,c=4,d=5numerelea+ b=3,b+c=6,c+d=9 suntin PA,

(banala), se obtine g2 = =5 T deci q= +\/T ,iara, = . 32. Propozitia este falsa. Doar implicatia directd este



dara, b, ¢, d nusuntin PA. 33. a) Sunt 57 de termeni in PA curatie 2; x = % ; b) Ecuatia devine 21+3+5+-+x = 236 de unde
1+3+5+...+x=36,larx=2n-1,neN;1+3+5+..+2n-1=n%deunden=6six=11;c) x=1 nu este

. . . 6 . . . 5 — .
solutie. Ecuatia se rescrie < = 1 =0, de unde x = -1 ; d) x = 1 nu este solutie. Ecuatia devine ’; L _ 0, cu singura

solutie reala x = 1 care nu convine; e) Ecuatia se rescrie [x + 110 [x + %] +2+ [x + 11—0] +44+ .+ [x + ] +20=299,

deunde 11 - [x+ﬁ +110 =99, sau [x+ 10] -1;xe [—%, —L>'f) Notand {x} = t, avem t € [0, 1) si ecuatia de-
1 1

1_ 1024t-1 5) , cu solutia t— IX € {k+ 2IkeZ} 34. Daca unghiurile

. S 10 —

vine - = o0, =g de unde t'0=q55, = (

sunt in PA cu ratie r, masurile lor se pot scrie x, x + r, x + 2r, x + 3r, 1ar suma lor este 360°. Deci 4x + 6r = 360°,
o 3r
0°-

. Dar, in patrulaterul convex x € (0°, 180°), adica r € (-60°,60°). 35. Intr-o PA, diferenta orlcaror doi

e
N
(sau oricare alta permutare a radicalilor in raportul diferentelor), ceea ce este fals. Intr-o PG, raportul a doi termeni

(nu neaparat consecutivi) este o putere cu exponent intreg a ratiei, ceea ce conduce la o relatie de forma 2¢- 5" -
77 =1, unde u,v,p € Z, ceea ce este imposibil din unicitatea descompunerii in factori primi. 36. a) Termentii x, x,

saux=9

termeni (nu neaparat consecutivi) este produsul dintre ratie si un numar intreg, ceea ce conduce la ¥Z

Xy X, sunt de forma x, ,, n21.Diferenta a doi termeni consecutivi, de aceasta forma, este x, . - x, .=
X, +4n-r-x —(4n - 4) -r=4r,Vn 2 1, deci termenii formeaza PA cu ratia 4r ; b) Daca (bn) : este PA de numere
naturale, cu ratia peN, atunci b, =b, +(n - D -p,Vnz1;x, -x, =x,+(b_  —1)-r-x (b -1)-r=(b,  -b)-r=
.. . 1 1,1 1 n (%)" -1,
p-1,Vn 21, deci sirul este PA cu ratie p-r. 37. a) Se calculeaza T--T =1+ s+ ot R = -5
3 5 q q q q q % -1 q
q (%)" -1 n(n +1) .
pentrug#1; T= -1 |T1, ° q— .Pentrug=1,T= ; b) Daca g =1, sirul (b,) _este constant, deci
q -_ nz
(2a, +(n—l) r-n . La +k-1-1 a &1 r k-1 q r
a . # =)—FF7—=7" + - = -—==)+
b Z Dacdg#1,§ kz; b, q*' b, ;qk’l b, &g " q—1< (1 ) g-1

q q"
10000 < k - 2 2 14, deci dupa 16 pa51 imaginea devine foarte buna. Pg. 54. Test evaluare. 1. s T b x . - X,
=— 1 i @GSNt go0 _ _ _ -
= T DT deci nu este PA, 1ar X = Gnrnt2’ deci nu este PG. 2. a) a,,,, = 6077, S_ = 3775 ;b) b, = 4096,

2026
S,,=8190;0) a,,, = 512, deci este termen al progresiei aritmetice, 512 = 2° = 2 - 28 = b, deci este termen al progre-
siei geometrice. 3.a) x = £1 ; b) Membrul stang este suma primilor n termeniin PA,cua, = 1sir=4;x=a, = 4n - 3,

( =) - n- ”r> 38. Problema pixelilor. a) p, = 100 - 26 = 6400 ; b) p, > 2000000 < 100 - 2t1 > 2000000 & k2>

deci (2n - 1) - n = 780, cu singura solutie naturala n = 20, de unde x = 77. 4. Dupa 4 ani. 5. a € {0, §}.

Capitolul 3
Pg. 60-62. 1. a) Da; b) Da; ¢) Nu; d) Nu; e) Da. 2. Im(f) = {2, 5, 8}. 3. a) reprezinta o functie; b) nu reprezinta o
functie. 4. a) B = {6}; b) B poate fi orice submultime a lui A. 5. [2) = 1, { —= 1) = 1. 6. Im(f) = {4}. 7. g:[0, =) — R, defi-
nitd ca g(x) =x-2. 8. a=1. 9. Preimaginea este {5}. 10. Presupunerea f(xl) = f(xz) ar duce la concluzia ca
3x, - 5=3x, - 5= x, =x,,fals. 11. Conditia de existenta a radicalului; a) A = [ - 4,); fl0) = 2; (2) = V/6;b) A = R « {3};
f(O) = —%; fl2)=-5;¢c) A=R~ [3,4);f(0) = —%; f(2) = -1. Da, 2 este imaginea functiei de la punctul a) pentru x = 0.
Celelalte nu sunt imagini pentru 0 sau 2. 12. 1 apartine imaginii, iar preimaginea lui este {0, 1}; 0 nu apartine ima-
ginii. 13. Daca a 2 1, atunci preimaginea contine cel mult un singur element. 14. Nu sunt egale. 15. 11 =1=
x?=-x+1=0.A=-3<0.16.a)Im(f) = [1,); b) Im(f) = [1, 7]. 17. Restrictia este g:{-1, 1} - Q,g(x) = x + 2. 18. Pre-
imaginea este {1, 3}. 19. a) fix)=3x+15; b) D={0, 1, 2, ..., 30}; ¢) Imaginea contine toate costurile posibile:
Im(f) ={15, 18, 21,..., 105}. 20. f{2030) = 6090. 21. Im(f) = [-1, 1). 22. Pentru y = -x avem f{0) 2 f{x) + f{-x), iar sti-
ind cad fl0)=0= 0 2 fix) + fl-x) = fix) < -f[-x). 23. ({x?) = ax?+ b. Functia este de forma f{x) = ax, unde a € R.
24. x=5. 25. fix) = x + 1. 26. A poate fi orice multime finita de numere intregi. 27. a) fix) = 15, dacd 0 < x < 10,
fix) =2x - 5,dacix>10.b) D = [0, 80]; ¢) Im(f) = [15, 155].28.a)|A x Bl =1A| - IBl =3 - 2 = 6;b) 3; ) 23.29. a) Im(f) = R.
b) Im(f) = {3}; ¢) Im(f) = (8,); d) R ~ {2}; e) Im(f) = [-1,). 30. Functia este definitd pe ramuri si valorile vor cores-
punde proiectiei. a) {0,-3}; b) (-5,-1]; ¢) (-7, 5]; d) (-, 1]; €) [-3, 1) U (3, 5]; f) Im(f) = (-, 1) U (-,5] = (-, 5].
31.a) f'({3}) ={-v2,6}; b) x2+ 1 =1 = x =0, imposibil (deoarece x < 0); Vx + 3 =1 = x = -2, imposibil (x = 0);




o) Im(f) c (1,). 32. (2) = 1 si f(3) = 1. Pg. 67-69. 1.(2, 0); (0, 8);(3,-4); (1,25, 3). 2. Pentru x € (-, 5), f{x) > 0. Pentru
x € (5,) functia este negativa f(x) < 0; f(5) = 0. 3. GNOx=@.4 G, = {(-2, 5),(-1, 3),(0, 1),(1,-1),(2,-3)}. 5. y = 21,
X = 4,5. 6. Graficul se afla deasupra axei Ox pentru x € (%,oo). 7.a€Rsib=-12.8.a=1.9. Punctul de intersectie

este P(5, 18). 10. Intersectia cu Ox este punctul A( - 2, 0). Intersectia cu Oy este punctul B(0, 2). 11. x = 1. Abscisa
intersectiei graficului functiei cu dreapta orizontald y = 2. 12. Aria triunghiului este 4. 13. QP = 5,5 si RQ = 2V/5.
14.a) fix) = 5x + 40; b) Dupa 28 de zile. Geometric, reprezinta abscisa punctului de intersectie dintre dreapta func-

tiei si orizontala y = 180; ¢) Im(f) = [40, 190]. 15. a) £:[0,2%| - [0,100], fix) = ~12x + 100; b) (22,0)sau (8,33, 0).

Bateria s-a descarcat complet la 0%; ¢) Domeniul de timp valid este x € [0,2—5] ore. 16.a) f{x) = 5x + 10; b) x = 9 zile.
Geometric, abscisa punctului de pe grafic aflat la indltimea y = 55; semnifica numarul de zile necesar atingerii
sumei pentru pizza; ¢) Segmentul de dreaptd ce uneste punctele (0, 10) si (10, 60). 17. a) fix) = 2x + 50 si
g(x) = 4x + 30; b) x = 10. Reprezinta numarul de GB suplimentari la care ambele oferte au exact acelasi cost total
(70 lei); ¢) Oferta lui Matei este mai avantajoasa. 18. Nu, nu existd. 19. fix)=0. 20.a=3,b=-5. 21. xe{-1, 3},
abscisele celor doua puncte in care graficul functiei ,modul” intersecteaza dreapta orizontala y = 2. 22.x € {-4, 6}.
23. fix) = —4x. 24. m € (-, 1]. 25. a) (0, 10); f(5) = 60 semnifica dificultatea maxima a jocului; b) Intersectia cu Ox
este punctul (17, 0). Semnul este pozitiv pe (5, 17) si negativ pe (17, ). Dificultatea negativa arata sfarsitul matema-
tic al modelului jocului; c) Solutiile sunt x = 3 si x = 9. Acestea sunt momentele de intersectie cu dreapta y = 40,
reprezentand minutele in care dificultatea ideala este atinsad; d) Valoarea maxima este 60, atinsa in minutul 5.
Pg. 77-78. 1. R. 2. Minimul este f{-1) = 0, iar maximul este f{2) = 3. 3. Functia este pard. 4. Graficul este simetric
fata de origine (functie impara), nu fata de axa Oy. Da, exista functii simultan pare si impare: functia constanta
nula, fix) = 0 (simetrica atat fata de axa Oy, cat si fata de origine). 5. Reprezentarea grafica este o dreapta ce trece
prin origine. Orice functie liniara este o functie convex3, fiind simultan si concava. 6. strict crescatoare. 7. f{-2) =
fl2) = 5. 8. Functia este strict descrescatoare. Pentru a-i ramane cel putin jumatate din suma (500 lei), inecuatia este
—-35x + 1000 2 500 = 35x < 500 = x < 14,28. Trebuie sa anuleze abonamentul dupa cel mult 14 luni. 9. Functia
este strict descrescatoare pe (-, 3] si strict crescatoare pe [3,%). 10. Domeniul [-1, 1] este simetric. Functia este
impara. 11. a) Inegalitatea devine (x — 1)2 2 0, ceea ce este adevarat pentru orice x € R; b)Functia este marginita
superior de 4, dar nu este marginita inferior. 12. f{(-3) + f{3) = -f(3) + f{3) = 0. 13. Distanta este 2. 14. Exemplu de
interval pe care e descrescatoare: I = [-5,-2]. Cel mai ,mare” interval pe care functia ramane strict crescatoare (de
la varf spre dreapta) este J = [0,). 15. Functia este monoton crescatoare pe tot domeniul. 16. functia este strict
crescatoare. 17. Functia f{x) = x? - 2 este marginitd. Minimul: f0) = -2. Maximul: {-1)=f{1)=-1. 18. a=0. 19.
Functia este strict crescdtoare pe intervalul [ - 5, 0] si strict descrescatoare pe intervalul [0, 5]. Maximul: f0) = 5.
20. Functia este crescatoare si pe [-5, 0]. 21. a) Pe [0, 4], functie strict descrescatoare; pe (4, 10], functie strict cres-
catoare; b) Functia are un punct de extrem. Functia este nemonotona pe tot intervalul [0, 10]. 22. Da, exista. Pg. 82-84.

1. a) (f+gx)=x*+6x; (f-g(x)=3x>+11x2-4; <£)(X>=%, pe domeniul (O,oo)\{%};

b) (f+ g) (x) = )<2;zi—x2+5; (f-go=1; (g) (x) = (x +2 >2, pe domeniul R \ {-2}; c) Intersectia domeniilor este

(-2, 2). Astfel: (f + g)(x) = x>+ x = 12; (f- g)(x) = x> - 3x? — 9x + 27, (f> <x> =1 pe (-2, 2); d) Intersectia dome-

g x+3
niilor (0,) si (-3, 0) este multimea vida (@). Operatiile nu se pot defini. 2. Inmultirea cu un numar pozitiv a > 0
pastreazd monotonia, iar inmultirea cu a < 0 o inverseaza. In ambele cazuri, rezultatul raimane o functie mono-
tona. 3. a) Da, se poate generaliza: suma a doua functii crescatoare este crescatoare, iar a doua functii descresca-
toare este descrescatoare; b) i) strict descrescatoare; ii) strict crescatoare; ¢) i) x € (-, -1) U (1,»); ii) x € (=, 1].
4. a) Daca ambele iau valori negative si au aceeasi monotonie, produsul lor isi inverseaza monotonia; b) i) strict
crescatoare; ii) nemonotona pe R; ¢) i) x € (v2,); ii) x € [1,n]. 5. ) [fix)| £ M = |afix)| < |a|M; b) |f+ g| <M, +M,si
frglsM -MioDosixi<1sio<r<1=f(x)el01)ifi)el-12).6. a) (goHx)=2x+5; (fog)x) =
2x + 7;b) x; ©) (g2 (%) = x2 + 4; (fo @)(x) = x2 + 2x + 4; d) 0; €) (g  f)(x) = 2x (pentru x < —%) si 4x — 3 (pentru x 2 —%);
(fog)(x) =2x -1 (pentru x < 0) si 4x — 9 (pentru x = 0); f) nu este comutativa. 7. (h=fo g); a) g(x) = x - 1,f{x) =
2Ix|+1; b) gx)=x+1,x)=2vx+1; ¢ gx)=x?+x+1,Ax)=2x>+x+3; d) gx)=x3Lx)=2x>+x+1;
1
0)g(x) = x+3f(x) = 2(x> - 2) + x.8.) (g« H() = x; (f= Q%) = x;b) (g » (X) = =x + 3; (= () = ~x; ) (g » Nx) = x;
(fe g)x) = x. 9. a) P(x) = 35x — 350; b) P(20) = 350. Interpretare: Andrei obtine un profit de 350 lei din vanzarea a
20 de tricouri. 10. a) strict crescatoare; b) strict descrescatoare. 11. a) x + n; b) 2"x + 3(2" - 1); ¢) x daca n par;



‘Z;__ll (dacd a # 1) si x + nb (daca a = 1). 12. a) Substituind y = g(x), deducem

|flg(x))] < M,Vx. 13. a) Valorile functiei se afla intre fla) si fib); b) Deoarece g(x) € [a, b], functia f(g(x)) va fi marginita.
14. a) Compunerea a doua functii impare produce o functie impard; b) La paritati diferite (una para, alta impara),
compusa va fi intotdeauna o functie para. 15. a) Presupunand prin absurd, ar rezulta ca f{f{(f(x))) = fl4x) = 3x si, si-
multan, f(f(f(x))) = 4f(x) = f(x) = %x. Aceasta forma conduce la f(f(x)) = 1—96x, contradictie; b) Exista fix) = 2x.
16. a) g(2x) = x. Putem alege g(y) = y/2 pentru orice numar par, iar pentru y impar i putem atribui orice valoare.
b) Nu. 17. a) V(x) =-10x2+ 100x + 2000; b) V(5) =2250 lei. 18. a) g(x) €{2x,2x + 1}; b) Nu exista. 19. a)
(Aor)(t)=3,14-(0,5t)? = 0,785t b) A(10) = 0,785 - 100 = 78,5 m2. 20. f(n) = n + 3. Pg. 88-89. 2. Functiile posibile
sunt trei: £ (1) = 5,£.(2) = 9,£.(3) = 5: £(1) = 5,£(2) = 9.6(3) = 7: (1) = 5.£(2) = 9,£(3) = 9 singura functie in-
jectiva este f,. 3. a) injectiva; b) injectiva. 4. a) f{0) = (7); b)(1) = fi3); Of(1) = A-1); D A(1) = f1,5); &) f(1) = 2); ) A1) = (2);
2) f2) = fl0,5). 5. a) Nu este injectiva; b) Este injectiva. 6. a) Este injectiva; b) Nu este injectiva; c)Este injectiva; d)
Este injectiva. Za)ym+221=>me|[-1,°);b)m-1+221sim>0=m e (0,~); c) Nuexistad niciunm e R;d) m €
(0,%); ) m € (-==,1]. 8. a) Strict descrescatoare pe (- ,0) si (0,). Este injectiva; b) Descrescatoare pe (= ,0] si
crescatoare pe [0,). Nu este injectiva; c) Functie monoton crescatoare. Nu este injectiva; d) Crescdtoare, dar con-
stanta pe intervalul (0, 1). Nu este injectiva; e) Functie strict descrescatoare, injectiva. 9.* a) h(2) = h(8) = 16, deci
functia nu este injectiva; b) Nu; ¢) t € [0, 5] sau t € [5, 10]. Pe oricare dintre ele functia este strict monotona si injec-

3n 3n

tiva. 10. a) fn)) = f(n,) = o 1‘00 =7 1200 =3n,n,+300n =3n,n,+300n,=n =n,;b)Nu. 11. Rezolvand ecu-
1 2

-x + 3 daca n este impar; d) a*x + b

. . 2x,+1  2x,+1
atia f(x,) = f(x,), obtinem: TS RET
injectiva. 12. Folosim definitia injectivitatii. Nu este obligatoriu ca g sa fie injectiva pe intreg domeniul B. Este su-
ficient ca g sa fie injectiva doar pe submultimea imaginilor lui f. Pg. 93-94. 1. Im(f) = R. Functia este surjectiva. 2.

f este surjectivd, g nu este surjectiva. 3. Functia este surjectiva. 4. Nu este surjectiva. 5. a) Im(f) = R; b) Im(f) =
25 A . A
[ - ﬁ,oo); c) Im(f) = [ - E,oo)pentru a > 0, respectiv Im(f) = (—w,—m]pentru a<0;d)Im(f)=[-1,1);e) Im(f) =
(=, =1] U (1,); f) Im(f) = R. 6. a) Este surjectiva; b) Nu este surjectiva; ¢) Nu este surjectiva; d) Este surjectiva. 7.
Toate sunt nesurjective deoarece imaginile lor sunt strict incluse in codomeniu. 8. a) m € [-1,); b) Nu exista
4x+2, x€]0,0,5]
m € R care sa faca functia surjectiva; ¢) m € (-«,0). 9. a) fix) = { ’ * 775 b) g(x) = x + 2. Imaginea e
tia surj ) m € (=,0). 9. a) fix) ix+6 xe(05 1] ) g(x) g
[2, 3] C [2, 4]. Este injectiva, dar nu surjectiva. 10. Pentru ca functia sa fie surjectiva, trebuie sa acopere toate cele n
elemente ale codomeniului. Cum din cele n elemente ale domeniului ies cel mult n imagini distincte, acoperirea
totald implica faptul ca nu pot exista doua elemente din domeniu trimise in acelasi element din codomeniu. 11. a)
Starea operationala necesita ca nicio zona din Z sa nu ramana fara curier, ceea ce inseamna ca imaginea functiei

de alocare este intregul Z. Aceasta este insasi definitia surjectivitatii; b) Aplicam regula: a( cl) =z, a( cz) =z,

> 2x X, - 2x, +x,-1=2xx,+x -2x,-1 = x =x,. Functia este

a( CS) =z; a( cé) = z,. Deoarece toate cele trei zone (z,z,,z,) au primit cel putin un curier, functia este surjectiva,
asadar serviciul este operational. 12. Ecuatia de dispersie asociaza claselor mod12 resturi mod4; x =0 =
(0+2)moda=2; x=1=>B3+2)mods=1; x=2=(6+2)mod4s =0; x=3= (9 + 2)mod4 = 3. Functia este surjec-
tiva. Fiindca 12 intrdri sunt distribuite in mod egal in 4 containere, fiecare recipient va contine exact 3 chei. Aceasta
inseamna 3 suprapuneri pentru fiecare element din codomeniu. Pg. 96. 1. a) bijectiva; b) bijectiva; c) nu este bijec-
tiva. 2. m € R ~ {1}. 3. Pot fi construite 3! functii bijective. 4. Functia este strict crescatoare pe [1,) si Im(f) = [0, ).
5. a) functie strict descrescatoare cu imaginea R; b) strict crescatoare, Imf = [0, «); c) strict descrescatoare pe dome-
niy, cu Imf = [0,); A)AQ) = Q, AR Q) =R\ Q, Imf=R; e) functie strict crescatoare; f{(—,2]) = (-, 3], (2,«)) =
(3,); f) permutare in perechi de numere naturale consecutive; g) surjectiva si injectiva datorita unicitatii solutiei
pe [1,). 6. a) Nu e injectiva (f{0) = f{ - 1)); b) Nu e injectiva ([1] = [1,5]); ¢) Nu e injectiva ({0} = {1}); d) Nu e surjec-
tiva; e) Nu e surjectiva (nu se poate obtine (1, 2)); f) Nu e surjectiva. 7. Prima functie: nu este bijectiva. A doua
functie: nu este bijectiva. 8. a) Ramura 2n acopera numerele naturale pare cu unicitate, iar -2n - 1 acopera cu uni-
citate numerele impare; bijectiva; b) Analog, bijectiva. 9.fl(x) =3x+1 s,ifQ(x) =-3x+4.10.aeR Q. 11. Orice
functie strict crescatoare este injectiva. O functie injectiva definitd pe o multime finita catre ea insasi este si surjec-

tiva, deci bijectiva. 12. a), b) Se demonstreaza folosind definitia. Pg. 99-100. 1. Este inversabila. 2. f!(x) = vX. 3.
f1(5) = 3. 4.f(3) = 1. 5. Este inversabila; f'(n) = fn). 6.f*1(x) = VX.7. f*l(x) = 2’_‘X. 8.m = -1.9. Domeniul maxim
este [1,), iar pentru ca functia sa fie inversabila, codomeniul trebuie restrans la [0, «). 10. f, (x) =3x+1si f2(x) =

-3x + 4. 11. Se verifica relatia identitatii prin compunere directa (ex: (f‘1 ° g‘l) o (g of) =1,).12.f(x) = Vx + 1.




13. Este inversabila. 14. a) (fo g)(x) = x si (g« f)(x) = x. Sunt inversabile si reprezinta inverse una pentru cealalts;
b) (f > f)(n) = n. Functia e inversabila si inversa ei este ea insasi. 15. a)f‘l( ) =1 X' ;D) i (x) =2+ Vx + 4; c)f‘l( ) =

Xl xs-1si f(x) =250 x> -1, d) f ) =-VI-x,x<1 si f(x )_—x_ 1 e fi(x) =2Z2L f) fix)=
X+1,x<2s8if'(x)=3+Vx-2,x22;9) f'(xX)=—-(x+2)* - 4,x<-2si f'(x)=(x+2)*- 4,x = -2. 16. Se rezolva
prin reprezentare grafica ﬁxaté simetric fata de prima bisectoare y = x. 17. Niciuna nu este inversabila: a) functie
patratica, neinjectiva pe R; b) functie injectiva, dar Im(f) = (0,«) = R, deci nu e surjectiva pe codomeniul; ¢) imagi-
nile ramurilor se suprapun intre (0, 1], deci nu este injectiva; d) f(l) =f(%). 18. b) Foloseste a). 19. f”(a,b) =
a+b 2a-b
( 3 3
versabild. 23. Intersectia are loc doar pe prima bisectoare. 24. a) Functia de grad 1 este bijectie, deci PIN-urile sunt

24
Y 0 PIN = £1(1206) = 1206224 — 410, Pg. 108. 1. a) Da; b) Nu; ©) Nu; d) Nu; 2.

9S={-23;b)s={-21}08={2v2;ds= {1 };0s= {155 2B s (L1 g5-(v2,2-v2).
3.a) x2+3x-4=0; b) x?2-25=0; ¢) x2+(3+V3)x+3V3=0; d) x>-3x-2=0; €) 3x2-10x+3=0. 4. a)
-x2-5x-6=0;b)x?-2x-6=0.5. a) Ecuatia nu are solutii reale (A < 0); b) Ecuatia are o singura solutie reala
dubla (A = 0); ¢) Ecuatia are doua solutii reale si distincte (A > 0). 6. a) Pentru m = 2: S = { - 1} (solutie dubla); b)

g; ¢) Nu, deoarece inlocuind x = 0 obtinem 1 = 0, ceea ce este imposibil; d)

>. 21.a € R\ Q. 22. Da, orice functie strict crescatoare pe o multime finita este bijectiva, implicit in-

generate biunivoc; b) f‘1< )

m = 2 - V2; cealalta solutie este x, =

A=(m - 2)*20. Pentru orice m € R ~ {1}, ecuatia are solutiile reale: x, = -1si x, = § 1 — (acestea depind de m, cu

. .. . . . . Lo _ 1 - m cpo_ 1 R
exceptia solutiei constante —1); e) Verificare prin calcul direct: S= -1+ - =7_8iP=-1 7757 =7— 1 (ade

varat); fyme{0,2}. 7. a) p?-4q=0sip=-20,g=a*b)p=0sig=-a><0;c)g=1 $ip=—( a),cu|p|22.8.
Pentru solutia v3: x? — 3 = 0. Pentru solutia v2 - 1: x>+ 2x - 1 =0. Pg. 125-126. 1. a) ilx) = (x + 1) + 2; b) fix) =

2x+ 1) -1;0)fIx)=-2(x-1)2+ 7; ) fix) = x2 - 4 e)f(x) = (x+%)2 —%. 2.a)Imf = (—oo,%];b)lmf= [0, +); ¢)
Imf = [%,+oo);d)1mf= [ - 3,+%); €) Imf = [0, +); f) Imf = (—w,ﬂ];g)lmf=(—oo,l].3. l:a)x=-1;b)x=-1;0)x=1;

d)x=0;e)x= —%. 2: a)x=%; b)x=-1;0)x= —%; d)x=0;e)x=0;f)x= %; g) x = 0. 4. Justificare f{ - 4) = f{0) Deoa-
rece abscisa varfului este x,, = -2, punctele x = -4 si x = 0 sunt simetrice fata de axa de simetrie, fiind situate la o
distanta egala de o = 2 fata de aceasta. Din proprietatea de simetrie a parabolei rezulta direct egalitatea valorilor
functiei. 5. Functiile de la exercitiul 1: a) f \, pe (=, -1]; /' pe [ = 1,+); Punct de minim; b) f \, pe (==, -1]; f/ pe
[-1,+e); Punct de minim; ¢) f/ pe (-, 1]; f\\ pe [1,+); Punct de maxim; d) f \| pe (-« ,0]; f/ pe [0, +); Punct de

minim; e) f\\ pe (—oo —5] f/ pe [—7,+oo) Punct de minim. Functiile de la exercitiul 2: a) f/* pe (—oo 2]'f\ pe

[5, ), Punct de maxim; b) f\, pe (e ,-1],f/ pe[ - 1,+); Punct de minim; c) f \\ pe (—oo,——] f/ pe [ 2,+<>o)
Punct de minim; d) f\| pe (-«,0], f/ pe [0, +); Punct de minim; e) f\, pe (-, 0], f/ pe [0, +«); Punct de minim;
f)f/ pe (—oo ,%],f\ pe [%, +<>o); Punct de maxim; g) f/ pe (-, 0], f \\ pe [0, +); Punct de maxim. 6. Pe intervalul
(-, 1]: strict descrescatoare. Pe intervalul (3, 7): strict crescatoare. Pe intervalul [ - 1, 5): nu este monotona. 7.
Parametrul m pentru f strict crescatoare pe (2,); a) m €[ - 9,+x); b)m € (O,%]. 8. a) Nu exista solutii reale (m € @);
b) m € (-~ ,—1) U {-1} (sau compact scris: m € (-« ,—1]). 9. a) Ambele ramuri sunt strict crescatoare pe intervalele
lor, iar in punctul de legatura avem f{0) = 3 pe ambele ramuri, asigurand continuitatea crescatoare a functiei pe R;
b) Pe intervalul (-« ,0) functia are varful in x,, = 1, fiind strict crescatoare pe aceasta ramura. Pe intervalul [0, +)
functia liniara are panta a = 1 > 0, fiind de asemenea strict crescatoare. Intersectia imaginilor restrictiilor pe ra-
muri este vida, deci functia este strict crescatoare pe R. 10. a) Pe intervalul x < 0, parabola are panta descresca-
toare spre varful aflatlax, = 1. Peintervalul x > 0, functialiniara a = -3 < 0. Cumrestrictiile pe ramuri au intersectia
vida, functia este strict descrescdtoare pe R; b) Pe intervalul x < 0, parabola are panta descrescatoare spre varful
aflatla x, = 1. Pe intervalul x 2 0, a doua parabola descreste de la varful sau aflat in x,, = 1. Intersectia imaginilor
restrictiilor pa ramuri este vida, monotonia strict descrescatoare se pastreaza pe R. 11. a) Deoarece abscisa varfu-

-3 acest punct apartine intervalului[ - 5, 5]. Pe acest interval, functia descreste pe [ 5,— ]s,i creste pe

lui este x, = -5

[ - %, 5], deci nu este monotond; b) Deoarece abscisa x, = -1 € [—2, 2], parabola isi schimba sensul variatiei in in-
teriorul intervalului dat, nefiind monotona. 12. Fie x si y laturile dreptunghiului. Perimetrul fiind constant, avem
2x + 2y = 2p = y = p - x. Aria este o functie de gradul al doilea: A(x) = x(p - x) = -x? + px. Coeficientul dominant



fiind negativ, functia admite un maxim global in varful parabolei: x,, = —%=% Astfel, x = 51 y=p-% p , ceea ce
inseamna ca laturile sunt egale (x =y), iar dreptunghiul este patrat. 14. a) V(-2,1); b) V(2,—2), c) V(2,—2);
d) V(4%);eVO,5).15.me{-1,-1}.16.m=1.17. me( w0 —1) (-3-2).18. flg =2x* - $x - 1.19. )
Imf =[11,+); b) Imf = (3, +); c) Imf = [3,35]; d) Imf = [3, +=); &) Imf = [3,+).20.a) m € [—— +oo) byme [0,%].21.

a)(me@);b)me(- ooO]u[ +oo) 22. a)me( ’Z) (2 +oo) b)me(o—) 23. me[1,2]. 24. m € (- ,-1].

25.me@.26.a)x, = % siy, = 4(m ; 1) Inlocuind direct in ecuatia dreptei, obtinem identitatea. 27. a) Coor-
donatele varfului sunt x, = - = ! siy,= —. Inlocuind in ecuatia dreptei y = x + 1, obtinem % =-m2 Li1= —l

ceea ce confirma apartenenta mvarlanta la dreaptd; b) Parabolele cu varful in sus au m < 0, caz in care xve
(—oo - 1) (o, +oo) — portiunea de dreapta este formata din semidreptele deschise corespunzatoare acestor inter-

vale de abscise; ¢) Punctul comun fix al familiei este P( 1,1). 28. a) Coordonatele varfului sunt x, = % si
Yy =~ Acestea descriu dreapta de ecuatie y = —lx + 5; b) Parabolele cu varful in jos au m > 0, caz in care x,, €

(1, ) Portiunea este semidreapta deschisa aflata la dreapta punctului de abscisa x = 1; ¢) Punctul comun fix al

. 2 - - . . A .
siy, = —W. Eliminand parametrul m prin

familiei este P(1, 0). 29. Coordonatele varfului sunt x,, = m2— 1

relatia m = 2x,, + 1, obtinem ecuatia locului geometric descris de varfuri: y = -5x? - 4x + 3, care reprezinta ecua-
tia unei parabole. 30. a) Imf = (-, -1]; b) Imf = [-1, 3]; ¢) Imf = [-5, 3]; d) Imf = [2, +); €) Imf = [2,+). 31. a) Imf =
(=,19]; b) Imf=[-1, 6]; ¢) Imf=[-5, 1)U [2, 6]; d) Imf=[2,19]; e) Imf=(-=,19]. Pg. 131-132. 1. a) m=-2;
byme{1,2};com=1;, d)me{-1,2}.2Ax) =x>+3x - 4; f{x) = (x + %)2 - % 3. a) Varf: V(0, 0), punct de minim.
Intersectii: Ox N Oy ={(0, 0)}. Imagine: Imf = [0, +=). Monotonie: f \, pe (-=,0], f,/ pe [0, +=); b) Varf: V(0, 0), punct
de maxim. Intersectii: Ox N Oy ={(0, 0)}. Imagine: Imf = (-, 0]. Monotonie: f,/ pe (- ,0], f\\ pe [0, +); c) Varf:
\% %,%), punct de maxim. Intersectii: Oy:(0, 0); Ox:(0, 0),(3, 0). Imagine: Imf = (—w,%] . Monotonie: f,/ pe (—oo,%],
f\ pe [g} +oo); d) varf: V(0, -8), punct de minim. Intersectii: Oy:(0,-8); Ox:( - 2, 0),(2, 0). Imagine: Imf=[ — 8, +o).
Monotonie: f\ pe (- ,0], f,/* pe [0, +<); e) Varf: V(—%, —%) punct de minim. Intersectii: Oy:(0,-1); Ox:<_1 ; \/g, O).
Imagine: Imf = [—§ +oo) Monotonie: f\, pe( ] f/ pe [ = +oo) f) varf: V(—%,%),punct de minim. Intersec-
tii: Oy:(0, 1); Ox:@. Imagine: Imf = [%,+oo). Monotonie: f\ pe (—oo, —%],f/‘ pe [—%,+oo); g) Varf: V(5, 0), punct de
minim. Intersectii: Oy:(0, 25); Ox:(5, 0) (tangentd). Imagine: Imf = [0, +). Monotonie: f \, pe (-, 5], f,/ pe [5, +);
h) Varf: V(—l ) punct de minim. Intersectii: Oy:(0, 1); Ox: (—%,O)(tangenté). Imagine: Imf = [0, +). Monotonie:

f\.pe ( ] f/ pe [—— +oo) 4.1) a) Graficul obtinut este simetricul graficului functiei ffata de O; b) Graficul se
muta pe vertlcala in sus cu 4 unitati; c) Graficul se muta pe verticala in jos cu 1 unitate; d) Graficul se muta pe ori-
zontala spre dreapta cu 2 unitati; e) Graficul se muta pe orizontald spre stanga cu 1 unitate; ii) Graficul functiei g
se reprezintd prin simetrie axiald fatd de axa Ox a intregului grafic al lui f. iii) f, g, h arata legatura dintre legea al-
gebrica si pozitia in plan: adunarea unei constante modifica ordonata varfului (translatie verticala), iar inmultirea
cu -1 schimba orientarea concavitatii; iv) Pentru functia p(x) = |f(x)|, portiunea de sub axaOx (unde f{x) < 0) este
reflectata simetric deasupra axei Ox, obtinandu-se o functie cu valori exclusiv pozitive, strict pozitiva pe interva-
lele de la f'si nuld in radacinile acestuia. 5. a) Da; b) Cele trei puncte determina o parabola unica daca si numai daca
nu sunt coliniare si abscisele lor sunt distincte. Conditia pentru a nu fi coliniare este m — 2n + p # 0. Proprietatea
pentru a nu determina nicio parabola: punctele sunt coliniare (situate pe aceeasi dreapta, adicam - 2n + p = 0). 6

a) 25 metri fata de nivelul marii; b) Inaltimea maxima atinsa: 45 metri, realizatd dupa 2 secunde de la lansare; c)
Interval de urcare (monotonie strict crescatoare): t € [0, 2] secunde. Interval de ciddere (monotonie strict descres-
catoare): t € [2, 5] secunde; d) Racheta cade in mare dupa 5 secunde, reprezinta radacina strict pozitiva a ecuatiei
h(t) = 0 (punctul de intersectie cu axa orizontald); e)h(t) = —4t? + 16t + 24. Pg. 136-137. 1. a) x € (-, -3) U (6, +);

b) xe[-2, 2]; ¢) x€ [O,Q]; d) xe@. 2.a) xe (—w,—%]; b) xe (%,+M). 3. Multimea solutiilor este x €

(2 - V39,2 + v/39). Numarul de valori intregi este 13 (valorile sunt {-4,-3,-2,-1,0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}). 4. a) Deoa-
rece A = 16 - 20 = -4 < 0 si coeficientul dominant a = 1 > 0, expresia pastreaza semnul pozitiv pe tot domeniul
real, deci E(x) > 0,Vx € R; b) Da, expresia admite o valoare minima egala cu 1, atinsa in punctul de minim x = -2.



5.X€(—°°,—1]U[3,+°°).6.a)xe[%,1];b)x€(—°°,—2]U[%,+°°>;C)XER;d)XE(—OO,—S]U[O,+°°);e)xe[0,3];
f)xe@. 7.a) xe (-2,0) U [31]; b) x€(-w=,-5]U(-2,-1) U [2,+=); O) x€ (-=,-3) U (-2, 4); d) xe [1,2];
e)xe(#,“ﬁ); f)xe( ,11) (2 +oo) g)xe( oo—3) ( 20] [ oo). 8. te (0, 7) secunde.

2 7
-1 ;byme(4-2v6,4+2V6)~{1}.14.a) me L) byme (-1 1-4V6 U _11+4\/€,+oo .15.a)me
{ 2 9 5 5

( oo,——) ) (—oo,—%). 16. a) me(g, ) b) me<3, oo). 17. a) me[1,2]; b) me(—W,W)U
< 2+2f
(-

9.x€ (2, 8). 10.me(—oo,—3].11.ae®12.ae(—oo,—l)U( ~4V6 “*‘*‘F) 13. a)me(‘5‘72‘/_,‘5+2‘/7>\

). 18. me ( oo ——] 19.a)me ( 1, %) U (0,1) (Conditionat de existenta radacinilor reale: m €
%,— ] [0 +oo>(Conditi0nat de radacini reale: m e [—%,—1,25] U [0,25,+oo)).
_3_4m)u( S ] S_Jﬁ)u<_3+4m'_];ﬁ]U[_l;ﬁ’l]);

1,- 125]u[025 D) b) me |-

20. a) ae [—1, 1|(Conditionat: ae[ 1,

l+\/—

b) ae [—%,0)(Condi§ionat de existenta radacinilor reale: a € [ )) Pg. 145-146. 1. a) Primul sistem:

S={(1, 3),(3, 7)}, al doilea sistem: S = {(%, —g),(g,#) }, al treilea sistem: S =@, al patrulea sistem:

S={(1,1)};b)Dacam € (-,-1) U (1, +), sistemul are doua solutii reale distincte. Daca m € {-1, 1}, sistemul are o
singura solutie reala dubla (dreapta este tangenta). Daca m € ( - 1, 1), sistemul nu are solutii reale (dreapta este

l,%) }, al treilea sistem: S={( - 1, 2)}. 3.

a) Sistemul 1: doua solutii distincte pentru m € (e, -7) U (1, +); 0 solutie pentru m € { - 7, 1}; zero solutii pentru

exterioara). 2. a) Primul sistem: S ={(1, 1),(2, 2)}, al doilea sistem: S = { (—

m e (-7, 1). Sistemul 2: doua solutii distincte pentru n > -2; o solutie pentru n = —2; zero solutii pentru n < -2.
Sistemul 3: doua solutii distincte pentru a € (-«,2) ~ {0}; o solutie pentru a = 2; zero solutii pentru a € (2, +).
Pentru a = 0, sistemul devine de gradul I si are o singura solutie. Sistemul 4: doua solutii distincte pentru b €
(=,=5) U (=1,+=); o solutie pentru b € {-5,-1}; zero solutii pentru b € (-5,-1). Sistemul 5: doua solutii distincte
pentru c < 3; o solutie pentru ¢ = 3; zero solutii pentru c > 3. 4. a) Parabola convexa intersectatd de o dreapta oblica

in doua puncte distincte: S = {(1,-3),(3, 1)}; b) Parabola convexa intersectata de o dreapta oblica in doua puncte
distincte: S={(-7, 36),(5,-4)}; c) Parabola convexa tangenta la o dreapta orizontala: S= { —l %)},

d) Parabola convexa intersectatd de o dreapta verticala intr-un singur punct: S={(-4, 12)}. 5. a) S=g;
BS=11,3,6 Dsos={ (152152), (158, 18) L s = (0.y) 1y e R U {(x,0) | x e R} U {(2,-2),(-2, 2)).

6. Daca a € (—=,0) U (4,+), sistemul are doua solutii reale distincte (reprezentate prin doua perechi simetrice).

Daca o € {0, 4}, sistemul are o singura solutie reala (o singura pereche ordonata, unde x = y). Daca a € (0, 4), siste-

mul nu are solutii reale. 7. a) {X Y= 3, b) { (X +y)==30. c {xy(x+y)— ~30

=-10 x2y + xy*=-30 x2y + xy?=-30
b) §= {< 2\F’3+2\F)’ ( 1;\F’3 2\6
V(0, 0), dreapta orizontala tangenta la varf). Pentru m = 1: doua solutii reale distincte (dreapta oblica secantd, in-
tersectie in (0, 0) si (1, 1)). Pentru m = —2: doua solutii reale distincte (dreapta oblica secanta, intersectie in (0, 0) si
(-2,4)).10.S={(2, 3),(0,-1)}. Dreapta este secanta fata de parabola. 11. Daca m > -1: doua solutii reale distincte
(dreapta orizontala este situata deasupra varfului, fiind secanta). Daca m = —-1: o singura solutie reala dubla
(dreapta este tangenta la varful parabolei V(2,-1)). Daca m < —1: zero solutii reale (dreapta este exterioara, situata
sub varful parabolei). 12. Multimea solutiilor este S = {(0, 0),(2,5, 2,5)}. Toate solutiile reale obtinute au proprieta-
tea x = y, punctele de intersectie se situeaza pe prima bisectoare. 13. a) Conditia se scrie sub forma inecuatiei:

.8.a) 8={(1,-2),2, 0O}

)} ; ©) S={(4,-2)}. 9. Pentru m = 0: o singura solutie reala (originea

-x2+6x-82 % & —x2+ 6x - % 2 0. Din punct de vedere geometric, reprezinta determinarea absciselor pentru
care punctele parabolei se afla deasupra sau la nivelul dreptei orizontale y = %; b) Intervalul de preturi acceptabile:

X € [6 = ‘/5, 6+ ﬁ]mii lei (aproximativ intre 2,29 si 3,71 mii lei). 14. a) Dreapta este secanta (intersecteaza para-
bola in doua puncte distincte: x = =5 si x = —2); b) Dreapta este exterioard; c) Dreapta este tangenta (intersecteaza
parabola intr-un singur punct dubluy, in x = —2); d) Dreapta este secanta (intersecteaza parabola in doua puncte
distincte: x = -4 si x = -4 curba tangenta/secanta degenerata in x = -4, solutie dubla). 15. a) Se intersecteaza in




doua puncte distincte; b) Se intersecteaza in doua puncte distincte; c) Se intersecteaza intr-un singur puncte; d) Nu
se intersecteaza. 16. a) Doua puncte distincte: m € (- ,0) U (8, +); b) Un singur punct: m = 8 (pentru m = 0 ecua-
tia devine de gradul I, reprezentand o singurad intersectie intre doua drepte); c) Niciun punct: m € (0, 8). 17. m €
(—oo, —%) U (0, +°o) N {3 } Pg. 149. Test de evaluare. I. 1. Intersectia cu axa Ox: A(1, 0) si B(3, 0). Intersectia cu axa
Oy: C(0, 3). 2. Varful parabolei este V(2,-1). Axa de simetrie are ecuatia x = 2. 3. Solutia x € [1, 3]. II. 1. Parabola cu
ramurile in jos, avand varful in V(1, 4) si intersectiile cu axele in punctele (-1, 0), (3, 0) si (0, 3). 2. Functia este strict
crescatoare pe intervalul (-, 1] si strict descrescdtoare pe intervalul [1, «). Imaginea functiei este Img = (-, 4]. I11.
1. a) Demonstratie pe baza perimetrului disponibil: latime x, lungime 40 - 2x = A(x) = x(40 - 2x) = -2 x2 + 40x.
2. b) Dimensiunile optime: latimea este 10 m, lungimea este 20 m. Aria maxima obtinuta este de 200 m”. 3. Valo-

rile parametrului sunt m € (-6, 6). Pg. 163-165. 1. a) 76/9; b) 14; ¢) 1024; d) 4?2‘5 2. Pentrux=y, P=2x-2x2-

2x*-2x8%=16- x'. Pentru x # y, se inmulteste produsul cu (x - y) si se identifica succesiv formula de descompu-
nere a diferentei de patrate. 3. a) 162 < 47; b) 817 <97, ¢) (—\/g)’E' > (-V5)% d) Daca n > 0, atunci ( 1 ) >1

x2+1
pentru x # 0. Dacd n < 0, atunci (X2 " l)n <1, pentru x # 0. Si <x21+ l)n =1 daca n = 0, indiferent de x, sau daca
x =0, indiferentden. 4.a)2-107%b)3-107%c)101-10™%;d)4-10%e)4-107%)8-10=.5.a) (1 - 2p)'° 20,Vp €R,
anulandu-se pentru p = %; b) are semnul lui 2p + 3; ¢) Numarul este pozitiv pentru p € (-, 1) U (2, ), este 0 pen-
tru p € {1, 2} si este negativ pentru p € (1, 2); d) Este negative pentru p < —1, este 0 pentru -1 < p < 0 si este pozitiv
pentru p 2 0. 6. Functii putere: 4 si 5. 7. a) 385; b) [%, ] c) Se foloseste inegalitatea mediilor; d) f(1) +f(2) +o+

f(n)—zkz—HZ;f“Z(k_l), 1+Z<—__)_l+l__<2 e) A= [625’16] £ g0 = \/— 8.

=0, 256]. 9. Translatii: a) in sus cu o unitate; b) in jos cu 2 unitati; c) la dreapta cu o unitate; d) in stanga cu 2
unité;i si in sus cu o unitate. 10. Functia este strict descrescatoare, deci injectiva. 11. a) f,  f(0 = x, Vx € R/,
Vk €{1, 2, 3, 4}, deci toate sunt inversabile, fiecare egala cu propria inversa; b) se compun, pe rand, doua cate doug;
16 xX*+y? xtExi+1
g1 13 ) X4+ x2y +y“’ b) XA(x2+x+1)

4. f-2) =4 > 5= f(2),dar f( ) f(—) deci nu este descrescatoare; b) nu e injectiva, nu e sur-

c) compunerea este f,, indiferent de ordine; d) (-e,0)uU{1}. 12.

xt=x*+x?-x+1
©) =

jectiva, nu e bijectiva; c) x € { 77 \F’ }
a?+ b? > (a +b

5 5 )2 =1, aplicand-o pentru a* si b* se obtine
Din ipoteza rezultd ca doua dintre numerele a, b, c sunt opuse, de unde rezulta concluzia. 17.a) n = 4; b) n = 5; ¢)
n=6.18.a) xe{-1,0,1}; b)P—FJ”/_
OBC este 3/16,deci S > 2 - 1 2, caci functia g este convexa. Pe de alta parte, S este mai mica decat dublul ariei
triunghiului ODC, unde D(1, 0), unde aria(ODC) este ¥» . Rezulta, de aici, concluzia. 19. M ={1, 2, 3, ..., 2%},

2 100(2 100 4 l)
2

S,
219041, 20+ 1=21% 2.5 =21 - Jsuntin PA. 20.57% =
2 30 0307
625, raspunsul este 625. 21. a) n = 2; b) n = 3; ¢) a(x) 2 2 din inegalitatea mediilor, f,(x) + ﬁ(x) X4+ F =a(x)? -

£:00 +fe(%) =x%+ iﬁ = a(x)® - 3a(x), f,00 +fl(%) =X+ % =*+ya(x) +2.22. N=3 eN. 23. Presupunem ca 3m e N’
kQa+k-1)

d)(-1,1)uU(1,»);e) x=1sau x = \/ﬁ, m € N. 15. Folosind inegalita-

tea 2 1, de unde rezulta concluzia. 16.

+v/2; c) Reprezentarea este simetrica fata de origine. Aria triunghiului

S
S _ = 99(9100 4 1) N = {2 22 2100} S = 2(2100 — 1) P= {2; DYLEES ,2100} S =1- 2100 Numerele Qg/; =

1201133 = 8110232, deci ultimele 3 zecimale nenule sunt 192;
° deci ultimele 3 zecimale nenule sunt ultimele 3 cifre ale lui 5%. Cum ultimele 3 cifre ale lui 52" k = 2 sunt

astfelincat2"=a+ @+ D +..+(a+k-1),a,keN, k = 2. Rezulta 2™ = . Pentru k impar egalitatea este
imposibila, caci 2™ nu are divizori impari mai mari ca 1. Pentru k par, numarul 2a + k — 1 este impar, deci, fiind
divizor imapr al lui 2™, ar trebui sa fie egal cu 1, deci 2a + k = 2, de unde k = 2 si a = 0, adica suma de numere na-

2x2+x+2

3x“—x+4E

turale consecutive devine 0 + 1 =1 = 29 ceea ce contrazice ipoteza m # 0. 24. Se demonstreaza cd

_ . _ _ * a2p _ p . a2p—1 _2_
0, 1),vxeR. 25. a, =m,VmeN, a,  =a, -2m=-m, VmeN @, T _(p+1)Z, iar @, ~ P " -1e€Z. 26.

Dacd unul dintre exponenti este pozitiv, egalitatea este falsd, caci membrul stang n-ar fi numar intreg, iar membrul
drept este numar intreg. Deci, m,n,p <0, de unde -n€a >0, -m¥b >0, -p¥c 2 0. Egalitatea devine 2° + 3° +
5¢=53;5°< 53 c<2,decice/{0, 1, 2}. Evaluand toate variantele se obtine un singur triplet (m,n,p) = (0,-3,-2).




27.29% =(29%2 + 02; 29%1=29.29% =(22+5%).29%=(2-2992+(5-29%2 VkeN. 28. 1527 = (15%? = 33757 <

=x. (xn+ 1) =X

9 - (§52)9 = G518 = —91"+ . x-1
4225%=(65%°=65"%.29. Pentrux=1, E(1) =2 = S G- 1 X

—t(1 - 1) x, - %)

x,- (t-x,+(1-1t)-x,)
respectiv x,, x, € (0,). 31.a) [,(0) = 4x2, 1) = (30] 7 ; b) x € (0, 30) ; ¢) Daca una dintre intensitati este mai mica
decat cealaltd, atunci valoarea minima este data de intensitatea mai slaba; d) I 00 = 1,00, x € (0, 30), de unde

=10 (m) - distanta fata de biroul A. Pg. 178-180. 1. a) 1/3; b) 4; ) 4; d) ~v2 ; &) ior K ;£)1/20.2.a) 1/8; b) 36; ¢) £8.
3R O5D)[1/3,2) IR ) (-1,1/3]U (1) 4.2) 6 b) 1/2; 0 v2; d) - \/_=—2\/_ 5.2) V27 b) ¥3720; ¢) \/y?,
y20;d) VX . 6.a) V6 < V8 <V5;b) V3 < V& < V3 < V&. 7.2) 6V6; b) 2v2; c)l )21 8. 2) v28; b) - V486;

c)—\/_,d)—\/_.Q.Con]ugatele.\/_,x/_—x/—+1,\/_+ V9 + \/_+1,x/——1,f—2\/—+4,\/—.Produsele:2,6,
2,2,10, 7. 10. Pentru f(x) = B\R, g(x) = 3\/x +1, h(x) = Ux + 1 domeniu si imagine: R. Zerouri: fix =0, g:x = -1,

30.fit-x, +(1-t)-x,) -t f(X)-(] 0 fx) =

si se analizeaza cazurile x,,x, € (-,0),

h:x=-1;Db) G, si G, sunt translatii ale G, la stanga cu o unitate pentru g si in sus cu o unitate pentru h. 11. a) [O,%] ;

b)(-2,1);0) [2,); d) @. 12. 2) m, = 13/3, m, = 3, m, = 27/13.b) m, = 15/2, m, = 42, m, = 64/15; ) m, =1, m, =
5,/91 ,m, = 4?}38% 13. a) adevirata; b) fals3; ¢) adevarata. 14.a > b. 15.2) 2(3v5 +v2); 1) 3vV3(2 + 1);0) W3 - 1)

(V2 - 1);d) V25 + V10 + V4 ;) 2(VBT - 2V9 + 4); ) V2 + 1;9) V3 - VZ; ) 25 V8, )12(V16 - V& +1)(V2 + 1);
y¥3 o LA ERALTI Y (e

+ VAT 343 + VAT 3437 + Y47 3435 + V& - 3437 + Y343%). 16. a) R: b) (1);

c) [-3,3]~ {0}. 17.m € [-2, 1]. 18. a) Presupunem ca \/% = % € Q,unde m,n € N', prime intre ele. Rezulta 2n? = 3m?, deci
2 divide 3m?, de unde rezulta ca 2 divide m, deci m = 2k, k € N". Revenind la egalitate, se obtine 2n?= 3 - 4k?, de
unde n? =3 - 2k? deci 2 divide n, ceea ce contrazice faptul ca m si n sunt prime intre ele; b) Separand radicalii se

. R . b- . N < .
obtine v2(x - @) = V3(b - y). Presupunand x - a # 0, se obtine \/% = ﬁ, egalitate falsd, caci numarul din mem-

brul stang este irational, iar cel din membrul drept este rational. Presupunerea a fost falsa, deci x = a si, in conse-
cintd, y=b;c)a=b=1.19.a) S, = n+1 -1;08,= Jn +——\/7,d)8 vn+1 -1.20. a)

Calcul direct. b) Pentru a,b,c > 0, membrul drept dm egalitatea de la a) este cel putin zero, deci a® + b® + ¢® > 3abc.
inlocuind a = Vx, b = VY, c= VZ se obtine media aritmetici mai mare sau egald cu media geometrica. inlocuind

apoia=5— b =L c=-se obtine media armonica mai mica sau egala cu media geometrica (x,y,z > 0) ; c) Ega-

\/)7 N2
litatea se obgme doar daca, in realtia de la a), membrul drept este 0, ceea ce conduce la a = b = ¢, deci mediile sunt
egale daca si numai daca numerele sunt egale; d) Media aritmetica este egala cu media geometricd, de unde
= — ] - X+25 + 25 _ m _ 1 . . . . )
x=y=z=1.21.f <x> 1 . .22.a=-55.23.f(x) = T e A functia de la numitor este strict cres
catoare, deci f este strict descrescatoare. Cum x = 1, rezulta foo < fi1) = V2. 24. a) D = R; b) Functia data este suma

distantelor de la un punct de pe axa Ox, M(x,0) la punctele fixe A(1, 2), respectiv B(2, 5); ¢) valoarea minima este
542, atinsa pentru x = 9 = (problema drumului minim: minimul se atinge in punctul de intersectie cu Ox al dreptei

AC, unde C este simetricul lui B fatd de Ox). 25. x = 5 26 a) Prima relatie este echivalenta cu Z( Jla + 1) =16, iar

cu aceasta scriere ambele relatii devin simetrice in raport cu modulele celor 4 numere, iar alegerea semnelor nu

conteaza; b) Media aritmetica si media geometrica a celor 4 paranteze este 4, deci parantezele sunt egale, asadar

modulele celor 4 numere sunt egale cu 81. Seturile sunt (#81, 81, *81, +81) cu orice alegere de semne, adica

sunt 2* seturi. 27. Relatia din ipoteza conduce la (a + b)(b + ¢)(c + @) = 0, deci doua dintre numere sunt opuse, de

unde rezultd concluzia. 28. a) Inductie matematica; b) V5 -2=r>t Presupunand ca V5 +2+ V5 -2
’ JV5 +2

~€Q,deciV5 +2++5 -2=25 € Q, ceea ce este fals. 29.

1
(VV5 +2)
a) N=vV5€R\Q; b) P=4€ Q. 30. a)ft-x) = —f(x), Vx €R, deci f este impard; b) fix) = 1,Vx € R, deci f nu este

n n
este rational, din a) rezulta ca ( V5 + 2) +



x4+ x?+

T, _| 2x | _ Ix| Ix| i .
surjectiva; ¢) [foo) [WVxZrx+1+Vx2-x+1] vVxl+x+1+yVx’-x+1 <3 1 x*+x2+1 1, Vx€R. Deci
2

Imf(-1, 1). Reciproc, demonstram ca Vy € [0, 1), 3x € [0, =), astfel incat fix) = y (este suficient, cici f este impara).

A . 4 — y?
Efectuand calculele pentru Vx2+x+ 1 - Vx2-x+ 1 =y, se obtine x=X,/1 _;’2 ,). 31. a) (—w,%] U [3,);

4
b) [3,3]; ) [34/15, «); ) (=,2; ©) (=0, -2| U |1, 1| U | 7). Pg. 184-185. 1. 2), b) 5i ©). 2. 2) 1 5 b) O.
3. (e, —1] U [1, 2]. 4. a) membrul stang este pozitiv, cel drept negative; b) membrul stang este negativ, cel drept
pozitiv; ¢) o suma de numere mai mari sau egale cu zero este zero, doar daca ambii termeni sunt nuli simultan,
ceea ce este imposibil; d) fiecare termen al sumei este mai mic sau egal cu suma, deci vx < 1, dar x 2 10, ceea ce
este imposibil. 5. a) {-3}; b) {1}; ¢) @; d) {2}. 6. a) nu; b) da; ¢) da. 7. a) {-2,-1}; b) {1}; ¢) {2}; d) x = 7. Ecuatia se reduce
lavVx* -7 =x2-+x®- 7. Prinridicare la patrat se obtine xAx - 2Vx*-7)=0, cu singura solutie x = 2 ; e) @. Prin
amplificare cu conjugata fiecarui membru se obtine in stinga un numar negativ, iar in dreapta un numér pozitiv.

8. aWx2+3x-6%¢r>0. Ecuatia devine t? + 4t - 12 = 0, cu singura solutie pozitiva t = 2, iar vx* + 3x — 6 = 2 are
solutiile x =2 si x=-5; b) V3x -4 g Vx+5¥p20,x2-5 Cuma - b= -1,decib=a+120, rezulta az-1.

Prin eliminarea radicalilor se obtine a® — 3b? = -19,iar din inlocuirealui b se obtine ecuatiaa® - 3a? - 6a + 16 = 0,

cu solutii convenabile a=2 si a =1 +2‘/ﬁ , de unde x € {4 e+ 3F} 0 V2x-5%4¢ si ecuatia devine t* +
t? - t+2 =0, cuunica solutierealat = -2,deunde x = -5 d) x = *1 nu verifica ecuatia, deci se poate imparti prin

Yxz-1 , apoi se noteaza ,/X ; T = t.Ecuatia devinet - 7 = 2,cu solutii -1 si 3, care conduclax e {0, —ﬁ}. 9.a){4};

b)@ ;0){2};d){1}.10.a){2};b){1}; ) {1}. 11.a) D, = @ ;b) Un numar pozitiv(membrul stang) nu poate fi mai mic
decat unul negativ (membrul drept); c) contrazice inegalitatea mediilor. 12. a) [—%,oo) ;b) [1,%); c) (1,); d) { 1,%};

e)<1+\/_ ) f) [__ 4] g) [0,); h) (_oo —2) ) 13.a)D,_=[0,1]uU [ﬁ,w),xe{\/z};b)D =(=»,-2)U
(3.).x€{2,6}0)(-555d) D, = [‘11 _3\/—] [1+3\/— 8] x=502:0{-32}90 2}’h){ 655}
DL {-1,-% 1100 (=31 14.2)[0,=); b) (==, -2) U [4],); ¢) (-, 25 - 4); D) R; €)[1,9] ;) (-3, )?g)(‘“’(’)u

[,%] 15. a) x21. Ecuatia devine [Vx —1—2| [Wx=-1-3l=1. Cum 1=|Vx-1-2+@B-Vx-1)|<
[Vx =1 -2+3-+x-1l=1 (Inegalitatea triunghiului), rezulta cd numerele vx -1 - 2 si 3 - Vx - 1 au acelasi
semn, de unde 2 <vx -1 <3, deci x€[5, 10]; b) 2 si 3 nu sunt solutii ale ecuatiei deci se poate imparti cu

3
Vx?-5x+6= \/ (x — 2)(x - 3). Ecuatia se reduce la o ecuatie de gradul al II-lea, t + = =2 cu solutii 2 si /., unde t =

t vy
3
X 2; XE {%,%}, c) x 2 3. Se ridica la puterea a sasea: (x + 1)? = (x - 3)%, adica x* - 10x? + 25x - 28 =0, cu

unica solutierealax=7;d)x 20, vx #0, 1, 2, 3, deci x € (0,*)\{1, 4, 9}. Notand vx =t 2 0, dupa efectuarea calcu-

lelor se obtine (t? - 3t + 2)(t2 - 3t - 4) = 0, deci t €{1, 2, 4}, de unde convine doar t = 4, deci x=16; €) f+—2 =
X241 +— > 2,Vx € R. Notand Vi -x=a, Ux+1 =b,deducema®+ b*=2sia+ b 2 2.Seobtineab =1, de
VxZ+1 : (

3
unde v1 -x2=1, deci x=0; f) Ordinele radicalilor sunt numere naturale mai mari sau egale cu 2, deci x €
{1, 2, 3, 4}. Egalitatea se verificd doar pentru x = 4 ; g) D, =[-17,17]\{0}. Amplificand cu conjugata numaratorului

si impartind cu x#0, se obtine (V17 +x - V17 - x)2=4, cu solutiile x€{-8, 8}; h) xe€[-15, 1]. Notand
Vi-x=a> 0, Vi5+x=bz 0, se obtine sistemul simetric a+b=2 si a*+ b*=16, de unde a=2, b=0 sau
a=0,b=2.Decixe{-15,1};i)x € (-=,1] U [33,). Notand vVx? — 34x + 33 = ¢ 2 0, ecuatia devine V&' + 31 - t = 1,
de unde V" + 31 = ¢t + 1. Ridicand la puterea a cincea, se obtine ecuatia (t - 1)(t* + 5t° + 15¢2 + 25t + 30) = 0, cu
singura solutie pozitiva t = 1,de unde x2 - 34x + 32 =0six € {17 £ V257}. 16.a) x € [8,%) U {2, 3};b) x = 0. Notand
VX =t 20, se obtine vx =t si inecuatia devine 2 - 9t + 18 2 0, cu solutiile t € ((-,3] U [6,)) N [0,%) = [0, 3] U
[6,), iar x € [0, 81] U [1296,); ¢) x € (-, 0] U (2, ). Notand l;/g =t 2 0 si rezolvand inecuatia t, se obtine t > 2,

de unde x€(2,8); d) x e [—— —] \{0}, iar prin amplificare cu conjugate numaratorului si efectuarea calculelor, se



obtine 9x - 1 < v1 - 9x2, cu solutiile x € [—%,O) U (O,%). 17Za)m=+3 - %; b)Notand vx+ 1 =t20, x =2 -1, ecu-
atia se transforma in mt? - (2m + 3)t + m + 2 = 0, care trebuie sa aiba o singura solutie pozitiva, asadar fie admite
o singura solutie si aceasta este pozitiva, fie admite 2 solutii, una pozitiva si una negativa. Se obtine m € {—%} U
(=2, 0); ¢) ecuatia de gradul al II-lea in t trebuie sa admita doua solutii pozitive: A>0,S 20, P 20, de unde m e
(—%, —2] U (0,»). 18. a, 2 k?,Vk € {1, 2,...,n}. Notand ,/q, - k* = b, deunde aq, = b> + k?, Vk € {1, 2,...,n}, relatia din

ipoteza devine Z(bk -k)?=0, de unde b, =k, deci a,=2k*Vke(1, 2,..,n}. 19. a) Daca a < -5, x€ @. Daca
k=1

a2—5,x=a—_5'b)Dacéa<—%,xe® Dacd a = i,x—— Dacaae( 1,0),x=1i7 ‘;W’.Dacéa=0,xe{0,1}.
Dacéa>0,x—1+'l+4a ¢) x =+v3lal,Va € R. 20. a)Dacaa<0xe( ,%].Dacéa=O,xe(—°°,0).Dacéa>0,xe

(1 - a?»?
4qa?

[a,0]. Dacd a =0, x € @. Daca a > 0, x € (0,a). Pg. 186. Test de evaluare. I. 1. V(2, 3). Valoarea maxima a functiei:

Y, = 3- Imaginea functiei: Im(f) = (-, 3]. 2. Domeniul maxim de definitie: D = (-, 1] U [3,). 3. Functia h este

2
impara. II. 4. a) (fog)(x)=3x%-3x+ 1. Justificare mérginire' forma canonicd este 3(X—%) +%, rezulta

(feg) 2 4, Vx € R, deci functia este marginita inferior de ; b) Functia f este bijectiva: f:R - R,f'(x) =% + 2,

(-o,va+1 -1);b)Dacaa<0,x€[1,»).Daciae(0,1),xe [1,1 + >.Dacéa 21, xe@;c)Dacaa<0,xe

I11. 5. a) pozitia varfului: x, = 1; b) Functia este bijectiva, deoarece este strict crescatoare (deci injectiva) pe [1,00) si

fl1) = 2, determinand Im(f) = [2,«) (deci surjectivd). Expresia functiei inverse se verificd rezolvand ecuatia
- 2x + 3 =y pentru x € [1,), obtinand: f'(y) =1 + \Jy - 2 = f(x) = 1 + vx - 2; ¢) Multimea solutiilor in inter-

valul [1, =) este: x € {2}.

Capitolul 4

Pg. 190-191. 1. a) 12° 20° 24”; b) 36° 3; ¢) 80° 9 36", 2. T ML ML 11 511 11 2 51w, 120m 24181 3 180°, 90°, 30°, 45°,
135° 330°% (180/1t- 3)°. 4. /2. 5. (360/R)°. 6. 120°%; 21/3. 8. 3. 9. 71/12, 111/12. 10. 2; 114° 35’ 24”. 11. 511/3. 12. 6.
13. minutarul parcurge 90°, orarul parcurge 7° 30’; unghiul = 82° 30". 14. x € {2r1 - 6; 21 — 3; 41 — 14; 121 — 39;
3m/4}. 16. II; 111; 1IV; 1. 18. laturile subintind coarde de arce de 120° 19. Dreptunghi. Pg. 194. 1. fix + 2) = fix);
X, x+2 € Z,deci x € Z. 2. Nu este monotongd; este marginita. 3. fix + T, + T,) = ix + T,) = fix). 5. fix + 6) < fix+ 3) + 3
SfX)+6;fix+6)2fix+a)+22fix+2)+42f(x)+6;fix+6)=f(x).6.fix+2a)=-1/fix+a)=-1/(-1/fix)) = fix).
7.Daca T > 0 este o perioada, atunci f'este constanta pe orice interval [a, a + T), a € R, deci constantd pe domeniu.
9. periodica de perioada 2. Pg. 196-197. 2. cos 311/4 = —/2/2; sin 411/3 = —/3/2; sin 150° = 1/2. 3. a) M(1/5; 2/2/3);
b) M(-y/21/5; =2/5). 4. cos 1 > cos 5; 5. a) sin x + cos x = —2 = sin x = —1; cos x = —1, deci cos®x + sin’x = 2, contra-
dictie. 8. sin x cos x = (a” - 1)/2; sin*x + cos*x = (sin’x + cos’x)* — 2sin’x cos’x. 9. b =1 - 3((a® - 1)/2)*. 12. a) [-5, 1];
b) {2}; ¢) [-v2, v2]. Pg. 198-199. 3. a) negativ; b) negativ; ¢) /216 = 6; sin 6 < 0. 5. a) —1; b) 44° = 0,006 € cadranul I,
deci sin 44 > 0. 7. 3cos 2 € cadranul II. 8. [sin x] € sin x < 1;[cos x] € cos x £ 1 = [sin x] + [cos x] £ 2.9. a) x € (1/2, )
U (311/2, 2m). 10. a) x € (11/2, 311/2); b) x € (0, i/2) U (511/6, 3r/2) U (1111/6, 2m). 11. a) t € (11/4, 51/4); b) t € (311/4,
71/4).12. a* + b* = 1; b = —J(1 - a®); b) N(-a; -b); ¢) cos AOM = a cu AOM = a. 13. Inductie varianta a n-a: sin*' x +
cos*'x = (sin*2x + cos*" 2 x)(sin%x + cos?x) — (sin x cos x)?(sin*"*x + cos*"*x) ; sin x cos x € Q. Pg. 200. 1. b)
cos(0 — 25m) = cos(0 — 251 + 261) = cos(0 + m) = —cos 0 = —1/3; d) a = 611. 3. Pentru orice a € R*, 21/a este perioada.
4. Nu (domeniul de definitie este marginit). 5. a) 21/3; b) 21; ¢) 2m; d) 21/7. 6. a) Presupunemca (3) T> 0, fix + T) =
fix) = x+ T+ cos(2x + 2T) = x + cos 2x; deci T + cos(2x + 2T) = cos 2x (*),V x € R. Fie x =t — T; atunci T + 1 = cos 2T,
de unde rezulta cos 2T > 1, fals; b) Presupunem T > 0 perioada = sin(x + T) — (x + T)* = sin x — x*; inlocuim x cu 0
si —T; obtinem sin T = T?, respectiv sin T = -T° = T = 0, fals; ¢) facem x = 0; rezulta x(T) - cos T = 1, contradictie. 8.
(720m/ (180 — m))° = 41* / (180 — m); sin(7201 / (180 — 1)) = sin((720m / (180 — 1)) — 41 ) = sin(4n® / (180 — n)). Pg. 201.
1. fl-x) = sin’(-x) = (-sin x)* = sin’x = fix). 2. g(=x) = 2(—x)° + sin(=3x) = —2x° — sin 3x = —g(x). 3. sin(-17m/4) =
—sin(1711/4) = —sin(1/4 + 41) = —sin(/4) = —/2/2. 4. f(—x) = ix) = —sin x + cos x =sin x + cos x,Vx € R & —sin x =
sin x, V x € R, fals. 5. Din operatii cu functii pare, a), fimpara = f* impara si produs cu functie para = functie
X — x(sinx) impara. 6. a) folosim a = 0; b = 0; b) fix) = x?; ¢) Demonstram ca f este para: lucrez cu a = 0.

Pg. 203. 1. sin BT = +st’ iar SmST = —sm4, cos<43") cos2 = —cosZ,  sin 2020" sin(666n + 2—”) = sin2—" =

3 3’

siny sm( 240°) = —sin 240° = -sin(180° + 60°) = —(-sin 60°) = sin 60° cos(— + x) —cos(%

+ X) —COS(§ - X)




sinxsinx=-v1 - cos’x = —,/% = —%. 4.a)0;b)1.5. a) [smm—”] [ sms] =-1, {szn 1aml —sin% +1;b)45° €
108m

cadranul I; deci [sin 45 =0; {sin 45°} = sin 45° - 0 = sin 45°. 6. a) sin 5 =sin12n=sin0=0; b) 50° € cadranul I,
deci cos 50° > 0, sm > 0; ¢) 3cos 3 € cadranul 2. 7. analizam cazurile: n par, n impar; a) n = 6k + r,r €{0, 1, 2, 3, 4, 5},

cos"S—H= cos((6k§r)n) = cos(2kn+?) = cos— deci cos T e {1,2, > 1} b) cos {1,7,0 - —l} c)
sinZn= I _ gin (20 _ g) = —szn(— - "3—17 =cos™ 10.2)0; b) —cosx+sinx;c)1;d)0.11. sm(a+5r[/4)——sm(a+ /4);

cos(51/4 — a) = —cos(11/4 — a) = —sin(1/2 — /4 + a) = —sin(1/4 + a). 12. cos 1° = cos(180° — 1°) = —cos 179° cos 2° =
—cos 178° etc.; sin 1° = sin(360° — 1°) = —sin 359°; sin 2° = —sin 358°. 13. —cos x = cos x = cos x = 0. 14. cos((3601)
/(180 + 1)) = cos((3601/ (180 + ) — 2m) = cos(2r* / (180 + 1)). Pg. 207. 1. sin x = 2/3, cos x = /5/3, tg x = 2/,/5, ctg x = /5/2.
2.cos x =-1/3 = sin x = 2/2/3; J(tg x / ctg x) = Y(tg’x) = |tg x| = 24/2. 3. tg 20251/8 = tg(6,75m) = tg 0 = 0. 4. ctg x =
—1/2; sin x = —2c0s x; 5c0s°x = 1 = cos x = 1/y/5. 5. b) tg x = 3; sin x = 3cos x; x € cadranul I; M(cos x, sin x) = N(-cos x,
sin x). 6. Punem domeniul lui f: x # /2 + knn & x # /4 + kn/2, k € Z; fl—x) = —1g2x + x = —f(x); domeniul lui h = R\
{31/8 + 3kn/4 | k € Z}. 7. cos x # 0; impartim relatia cu cos’x. Obtinem tg*x — tg x — 6 = 0; tg x = 3 (pentru ca tg x > 0).
8.tg x + ctg x = sin x / cos x + cos x / sin x = 1/ (sin x cos x); (sin x + cos x)* = 1/4 = sin x cos x = —=3/8. 9. /3, V4, V/5,
V6, V7,8 € (1/2, ). 10. tg1° - tg89° = tg1° - ctg1®° = 1; tg2° - tg88° = 1. 11. E = 0; F = —(sin x + cos x)* / cos’x + 1 + tg’x
+2tgx=0.12. Nu: x = /2; y = 31/2. 13. a) perioada 1/3; b) perioada 21; c) perioada n / (21/3) = 3/2; d) functia
este periodica. 15. a) sin(r/9) < /9 < 7/20; b) sin x > 1/ /(x> + 1) & sin’x > 1/ (x* + 1) & sin’x + x’sin’x > x* &
sin’x > x*(1 - sin’x) & sin’x > x’cos’x < tg x > x. 16. a) (sin x + 2cos x) / (cos x —sinx) = (tg x + 2) / (1 —tg x) = (a + 2)
/(1 =a);b)sinx < -1/3 = sin x < 0; sin x = —/(1 = cos’x). 17Z.a) R; b)dacida > 0= a + 1/a 2 2; Im = [2, «); ¢) h(x) =
(tg’t+2tgt+1)/ (1 +tg’)=1+(2tgt)/ (1 +1tg’0); Imh =[0, 2]. Pg. 211. 2. tg |x]; 3. tg 120° = tg 21/3, 21/3 > 2; tg este
crescatoare pe intervalul (m/2, m). 4. cos3 < cos4 < cos2 < cos1. 5. cos5 < 0; cos1 = sin(1/2 — 1) < sinl. 7 sin(cos x) < sinl
<sin /3 = 3/2. 9. Pentru x = 11/2, egalitatea devine f{r/2) = —sin it + 2f(n/2); A1/2) = 0; fix) = —cos x. Pg. 213-214.
2.a) cos 2x; b) cos 1/4; ¢) sin 1/2; d) sin 111/24. 3. a) (V2 + /6)/4; b) (V2 + /6)/4; ¢) sin 75° = sin 105°; d) sin(1/4 + 11/3); €)
V3. 4.a) cos(a + b + c) = cos(a + b) cos ¢ — sin(a + b) sin c ... d) se foloseste b). 5. cos x = 4/5; siny = -7/25. 6. a)
cos(a—b)/(cosacosb)=(cosacosb+sinasinb)/(cosacosb)=1+tgatgb.7i)a=b;ii) cosx =ay/3 - b; sinx =
—a ++/3 b; sin’x + cos®x = 1 etc. 8. A = cos’(a + b). 9. In trecerea de la k la k + 1 este suficient sa aratam ca sin(ak — a,_, )) +
sin(a(kﬂ} —ak) - sin(a(km a. 1)) <S0&sin(x+y) <sinx+siny; x = T ak;y = ak - Ay %Y E (0, /2). 10.
|cos(x — y)| = |cos x cos y + sin x sin y| < |cos x cos y| + [sin x sin y| < |cos x| + [siny|. 11. |ax + by(1 = X)| = |a cos a +
bsinaf < /(a® + b%). 12. a) ctg2x — ctgax = (cos2x sinx — sin2x cos4x) / (sin2x sin4x) = sin2x / (sin2x sin4x) = 1/
sin4x; b) punem x = 2%y; insumam egalitatile de la a). 13. 0 < cosA cosB < 1; sinA > 0, sinB > 0 = cosA cosB > 0;
deci A, B € (0, 11/2); cosA cosB < sinA sinB< cos(A +B)<0=>A+B>1m/2=> C<1/2. 14.Fiea=sinxsib=cosy,
x,y € [0, 2n). Inegalitatea se rescrie |cos x| + |cos y| < /(4 — (sin x + sin y)*) < (|cos x| + |cos y|)* + (sin x + sin y)* < 4,
adevarat. 15. Impartim intervalul [0, 1] in 6 parti egale. Atunci intr-un subinterval se afl cel putin doud numere
(cos a, cos B), sa presupune « > . Putem presupune ca numerele sunt sin a;, sin a,, ..., sin a,, cu a;, a,, ..., a; € [0, 1/2].
Impartim intervalul in 6 subintervale egale. Aplicim principiul cutiei. Putem presupune cd doua dintre numere a,
si a;suntin [0, /12] etc. Pg. 215. 1. cos x = —4/5; siny = —y3/2; tg x = =3/4; tgy = 3. 2. tg71/12 = tg(1/3 + 1/4);
ctg5r[/12 =ctg(n/6 + /4). 3. tgx=(a - 1)/(a+1);ctgx=(a+1)/(a-1).4.3ctgb=ctga+ctgc < 3 ctg(l/2 - (a +¢)) =
ctga+ctgce 3 =(ctga+ctge)ctgla+c)e 3=ctgactgc—1.5. ctg(t— C) = ctg(A + B) etc. 6. tg 2x = tg(3x — x) =
(tg 3x —tg x) / (1 + tg 3x tg x). 7. reducere la absurd: () T>0ail fix+T) =fix) © T+ tg(x + T) = tg x; pentru x = 0
obtinem tg T = —T; pentru x = /4 obtinem T + (tgT + 1)/(1 -tgT) =1=> (1 -T)/(1 + T) =1 - T= T = 0, contradictie
sau T = 1, contradictie. 8. a)tga - (V3 -tga)/ (1 +y3tga)- (V3 +tga)/ (1 - /3 tga) = tg 3a; tg 3a = tg(a + 2a); b)
inlocuimacu20°.9.a)tgx>x(*Vxe (0, n/2)=>tgb-a)>b-a;tglb-a)=(tgb-tga)/(1 +tgbtga) <tgb-tga
=>b-a<tgb-tga;b) fl—x) = tg(-x) — (-x) = —tg x + x = —-fix); a < b = fla) < fib); c) ecuatia echivalenta cu fix) =
fli/4) = x = /4 (deoarece feste injectiva). 10. tg55° = tg(45° + 10°) = (1 + tg10°) / (1 — tg10°); tg10° = /18 > 3/18 =
1/6.Pg.217. 1. a) cos 2a = 1 — 2sin’qg; sin 2a = 2sin a cos a; cos a = —4/5; b) sin x = (2tg(x/2)) / (1 + tg*(x/2)); cos x =
(1 - tg*(x/2))/ (1 + tg*(x/2)). 2. cos 2a = 2cos’a — 1; sin 2a = 1 — 2sin’a; sin 4a = 2 sin 2a cos 2a. 3. Ridicam la patrat:
sin 2x = (1 = @®)/2. 4. ¢) 2cos® 75° = 1 = c0s150° = —c0s30° = —/3/2; b) 2 sin7°30’ - cos7°30’ = sin15° = sin(45° — 30°)
etc. 5. /(1 + sin 2x) = {/(sin®x + cos’x + 2 sin x cos x) = +/((sin x + cos x)?); ¢) 1 — 2 sin*(1/4 — x/2) = cos(1/2 — X) = sin x;
d) sin 2x / (1 = cos2x) = (2 sin x cos x) / (2 sin’x) = ctg x. 6. tg 2a = (2tga) / (1 — tg’a) = 4/3. 7.sin 2x = (2tgx) / (1 +
tg” x); cos 2x = (1 — tg’x) / (1 + tg’x). 8. a) cos 2x + 2sin® x = cos’x — sin’x + 2sin’x = 1; b) sin*x — sin®x < 1/4 & (sin’x -
1/2)* 2 0; ¢) cos x + sin 2x = 1 + cos 2x + sin 2x = 1/2 + 1/2 cos 2x + sin 2x < 1/2 + J(1/4 + 1) = (1 + v/5)/2; d) echiv.
cu 2 tg(x/2) < tg x & 2 tg(x/2) < (2tg(x/2)) / (1 — tg*(x/2)) < (tg°(x/2)) / (1 — tg*(x/2)) < 0.9.2sinx -3 cosx+ 1 =0 &
(4 tg(x/2))/(1 + tg*(x/2)) = 3(1 - tg*(x/2))/(1 + tg°(x/2)) + 1 = 0 & tg(x/2) = ¥3/2. 10. b) Inlocuim x cu 2k, k=1,2,..n



apoi insumam. 11. 1 - x*/2 < cos x < 1 — x*/2 + x*/24 & 2sin*(x/2) < x*/2 & sin*(x/2) < x*/4 & sin(x/2) < x/2 (A).
12.a)sin80° = 1;a = 1/8; b) b = 1. 13. Consideram un triunghi dreptunghic cu catetele a si b si ipotenuza c; rezulta
a=csina, b=ccosa; o€ (0, m/2); obtinem echivalent 8(1 — 1/2 sin*2a) > 4 sin*(« + 1/4). Membrul stang este mai
mare decat 4, iar membrul drept este mai mic decat 4; b) Putem considera b = a sin x, x € (0, 1/2); obtinem echiva-
lent cos x + /(2 sin x — sinx) =2 1 < /(2 sin x — sin’x) 2 1 — cos x = 2 sin x — sin’x 2 1 — 2 cos x + cos’x < sin 2x 2 0.
16. Daca sin 1° € Q, atunci sin 3° € Q = sin 9° € Q = sin 18° € Q = sin 36° € Q, contradictie. 17. Conform ex. 14,
a=1/8sin 80°% deci 1/8 > a > 1/8 sin 60° = {/3/16, rezulta 0,125 > a > 0,1 deci prima zecimala este 1. Pg. 218. 1. a)
cosx=—/11/6;sinx/2 = /(6 —/11)/12; cos x/2 = /(6 + /11)/12. 2. cos /12 = cos(1/3 — 1/4) = (2 + /6)/4; b) cos /12
= J((1 + cos 1/6)/2) = J(4 — y12)/8; d) tg” 7°30" = (1 — cos 15°)/(1 + cos 15°. 3. 1/sin*15° + 1/cos*15° =
1/(sin®15° c0s®15°) = 4/sin® 30° = 16. 4. tg(x/2) = sin x/(1 + cos x); cos x = —/5/3; tg(1/4 + x/2) = ctg(-x/2) = —ctg(x/2)
= -1/tg(x/2). 5. ctga/2 = sina /(1 - cos a). 6. sin® /8 = 1/2 (1 - cos 1/4); sin*31/8 = V2 (1 — cos 31/4) etc. 7. a) cos*a
=3/8 + 1/8 cos4a + 1/2 cos2a; b) Facem x = 10°% cos*130° = cos*50°. 8. tg /10 = sin(1/5) / (1 + cos(r/5)). Pg. 220-
221. 1. a) 2 sin 35° cos 20°. 2. sin(11/5) — sin(31/5) = -2 sin(1/5) cos(21/5) > 0; cos(21/5) > 0; cos 1 + cos 5 = 2 cos3
€0s2; cos3 < 0, cos2 < 0. 3. a) sinx + sin2x + sin3x = 2 sin2x cosx + sin2x = (sin2x)(2cosx + 1); e) 1 + cos2x — sin2x =
(cosx — sinx)? + (cosx — sinx)(cosx + sinx). 4. a) (2c0s20° = 1) / (/3 + 2sin 40°) = (c0s20° — 1/2) / (3/2 + sin 40°) =
(cos20° — cos60°) / (sin60° + sin40°); e) (1 + /2 sin5°) / (1 — /2 sin5°) = (1/y/2 + sin5°) / (1//2 — sin5°) = (sin 45° + sin 5°) /
(sin 45° - sin 5°). 5. a) Fiecare produs se transforma in diferenta de cos. 6. Daca /2 > x > y > —1/2, atunci tgx — tgy =
sin(x — y)/(cosx cosy) > 0. 7. a) Produsul = 1/2 (cosx)(cos2x + cos(21/3)) = 1/2 cosx - (2 cos’x — 1) — 1/4 cosx =
1/4 cos3x; se aplica a) pentru x = 25°. 8. a) sin a + sin b + sin ¢ - sin(a + b + ¢) = 2 sin((a + b)/2) cos((a - b)/2) +
2 sin((—-a - b)/2) cos((a + b + 2¢)/2) = ...; ¢) sin(a + b)/(cos a cos b) + sin(—a — b)/(cos ccos(a+ b +c¢)) =...9.a) tg x +
sin(y + z) / (cosy cosz) = sinx / cosx + sinx / (cosy cosz); b) 2 cos((x + y)/2) cos((x — y)/2) + 2cos*(z/2) = 2 cos(z/2)
cos((x —y)/2) + 2 cos*(z/2). 10. a) Fie x;, x, € [0, 1/2]; fix;) = fx,) = X; — COSX; — X, + COSX, = X; — X, + 2 SiN((x; — X,)/2)
sin((x; + x,)/2) > 0, daca x; > x,. 11. Scriem aria(ABC) in doua moduri (B si C sunt varfuri ale bradului) = AC =
(2 sin 52°30") / sin 15°% aflam DC; din AOCA. 15. cosA + cosB + cosC = 3/2 < 2 cos((A + B)/2) cos((A — B)/2) +
2 c0s*(C/2) - 1-3/2 =0« 2 cos((A + B)/2) cos((A — B)/2) — 2 cos*((A + B)/2) - 1/2 = 0, ecuatie de gr. Il in cos((A + B)/2);
discriminant pozitiv implica sin*((A — B)/2) = 0 etc. 16. (sinx + siny) / 2 = sin((x + y)/2) cos((x — y)/2) < sin((x + y)/2);
(x-y)/2 € [-1/2,1/2]). Pg. 225. 1. 0; -11/2; 21/3; 1/3; —11/3; 11/3; 21/3. 2. @) x/V(1 = x*); b) V(1 = X*) / x; ©) V(1 = X)) / x;
d) V((1 + cos(arccos x))/2) = /(1 + x)/2); ) tg(1/2 arcsin x) = sin(arcsin x) / (1 + cos(arcsin x)); f) x = tg(r/2 — arctg 1/5) =
ctg(arctg 1/5) = 5. 3. a) calcul; b) Nu (suma de numere pozitive); ¢) de la a) km, k € Z; k = 1, convine. 4. calculam
tangenta ambilor membri. 5. tg(arctg(k + 1) —arctgk) = (k+ 1 - k) / (1 + k(k + 1)) =1/ (1 + k + k) si arctg(k + 1) — arctg k €
(0, 11/2); b) se aplica a), adunand egalitatile; arctg(1 + k + k%) = arctg(1 / (1 + k + k?)). 6. arctg(tg x) = x (*), x € (-11/2,
1/2); periodice de perioada . 7. Ecuatia sin x = y, y € [-1, 1] are solutie unicd it — arcsin y € [1/2, 31/2]. 8. a) x = /(1 — x%);
x € [0, 1]; b) arcsin 2x = /3 + arcsin x; 3x = /3(1 - x%). 9. a) x € [-1/2, /2]; b) x + 8n € [-1/2, 1/2]; ¢) 21 — x € [0, ™.
10.a)1/xe[-1,1]e|l/xs1e x| 21 e xe (- -1]U[l,=);b) 2x-x* €[-1,1;0)xe R; d) x / (x + 2) € [-1, 1].
11. arccos(cos x) 2 0 = sin x 2 0; arcsin(sin x) < /2 = cos x 2 0; sin(arcsin(sin x)) = sin(arccos(cos x)). Pg. 228-229.
1.a){kr, ke Z}; b){r/4 + 2kn | k € Z} u {51/4 + 2knt | k € Z}; ¢) {arcsin 1/3 + 2kmt | k € Z} U {rt— arcsin 1/3 + 2kt | k € Z};
d) @. 2. e) £ arctg 2. 3. a) Observam ca y = 30° este solutie, ecuatie echivalenta cu tg y = sin 40° / (2 cos 10° + cos 40°),
y € (0, 90°); rezulta y = 30° solutie unica; b) echivalent sin 2x = 2 sin 35° > 2 sin 30° = 1; @&; ¢) echivalent cu sin x = —1;
cosx=-1=@.5.n24; /n < /4; solutie unica n = 12. 6. a) x = 2x + 2km sau x = 1 — 2x + 2km; b) sin x = sin x / cos x
< sinx =0saucos x = 1; x = kii; ) 2 sin x/2 cos x/2 = sin x/2 / cos x/2 < cos x/2 = 0 sau 2 sin® x/2 = 1. 7. sin 5x =
—C0S X < Sin 5x = cos(T — X) © 5x = /2 — x + 2km sau 5x = x — 1/2 + 2kt 8. a) cos*(-71/3) — Y3 sin(-71/3) +a=0 <
cos2m/3 +y3sinm/3+a=0<a=-1;cos’ x=1-sin’ x;b) tg x + sin 2x =2 & tg x + (2 tg x) / (1 + tg” x) = 2 (ecuatie
de grad 3 in tg x; se observa tg x = 1; etc); ¢) cos’x + 3 sin x cos x + sin’x = 0 & cos x # 0; tg°x + 3tg x + 1 = 0. 9. d)
sin x = 0 sau 2 sin x + 3 cos x = 24/2. 10. a) sin 4x / (cos x cos 3x) = sin 4x / cos 4x; b) 2 sin x cos x = 2 cos® X + COS X;
¢) cos(T/2 — T cos x) = cos(TT sin X) < /2 — TT coS X = Tt Sin X + 2k sau 1/2 — T cos X = —Tt sin x + 2k1; d) /(5 + sin3x) 2 /5;
2 cos x/2 + sin x/2 < /5; €) sin®x + cos®x = sin®x + cos’x < sin’x (1 — sin x) + cos’x (1 — cos x) = 0 < sin x = 1, cos x =
0 sau sin x = 0, cos x = 1; f) (sin x + cos x)* = (sin x + cos x)(sin’x + cos’x); omogend de grad 3; impartim cu cos’x <
(tgx + 1)* = tg x (1 + tg°x); tg x = 1 etc.; g) 2 cos’x = (sin x)(sin®x + cosx); h) tg x = t, ec. devine y/(t - 1) + v/t = 1;
solutie unica ¢ = 1 (functia din membrul stang este strict crescatoare). 11. Se stiecaR = a/2 sir = p — a; b/a = sin B,
c/a = cos B, ecuatia echivalenta cu sin B + cos B = (1 + /3)/2; B € {30° 60°}. 12. Functia din membrul stang este
strict crescatoare pe (-1/2, 1/2). Solutie unica /4. 13. Fie t timpul necesar intalnirii. Atunci Al =v, - t; PI=v - t.
Scriem aria(APIA) in 2 moduri: 1/2 Al - AP - sin(JAP) = 1/2 PI - AP - sin o = sin(IAP) = h/l ; rezulta sin o« = 1/2. Doua
solutii a € {30°, 150°}. 14. a) sin 3x = 3 sin x — 4 sin’x; inlocuim x cu 40°; b) Plecdm de la cos 3 = 4 cos’a — 3 cos o, & = 40°.



Pg. 229. Teste de antrenament. Test 1. 1. pozitiv. 2. [szn (x+ 43" )] = [sin<3x + 41‘[)] = [sinSx]. 3.te [%,11].4

x = 0. Test 2. 1. De exemply, f:R — R, f(x) = sin(6mx). 2. tg(— + x) = —ctgx = —%. 3. Demonstratie completata prin

reducerea la un numar intreg in functie de paritatea lui n: expresia este egala cu 2" € Z daca n este impar, respectiv
-2"€ Z sau -2™"' € Z, in functie de forma lui n par. 4. Demonstratie completata prin transformarea membrului

. sin 40° _ sin 40° _ sin 40° _ . _ IN_ 1.0 o2t _
drept: 2sin10°- cos10° + cos10° ~ sin20° + sin80° ~ 2sin50°cos30° tg10". Testul 3. 1. @) t = tg(arCth) =3y SMX=1p
3 _1-¢_4 so(3) L 4_ S t)- 1 I B}
zsicosx = -5 Rezulta 2(5) +z=2 (Adevarat); b) x € {Zarctg3 + 2kn|k e Z} U {2 + 2kn|k e Z}. 2. Demon

stratie realizata prin scrierea inegalitatii sub forma sinA — cosB < cosC, transformarea in produs si utilizarea relatiei
A + B + C = nintr-un triunghi ascutitunghic. 3. Ecuatia nu are solutii reale, deoarece se reduce la sin2x = 4cos55°,

unde membrul drept este strict mai mare decat 1. 4. Imf= [4 - V2,4 + V2]. Testul 4. 1. 2‘F 2+11 5 4sin(a + b)

sin60 2sin20° - sin20° _
sin20°

=ctg20°. 4. a) Valoarea nu este solutie, deoarece sin(2m + arcsin(v2 - 1))=+v2 -1, iar cos(2(2m +

sin(b + ¢)sin(c + a). 3. Verificare realizatd prin desfacerea produsului: v3 - 4sin20° =
c0s20°
sin20°
arcsin(v2 - 1))) =1 - 2(¥2 - 1)? = 442 - 5, valori care nu sunt egale; b) x € { 2le|I< € Z} {—g + 2/<rt|k € Z}.
Pg. 229. Teste de evaluare. 1. a) fi 11”) =3, f(j) =0; b) xe { - ””%—2—H+ nn‘neZ}; o Imf=[-2, 2];
d) fix) = V3 cosx - sinx = 23m(§ - x) = QSln(x + %) 2.a)D=[-1,1];b) g(-1) = -5 c) g( ) = g ¢ R\ Q; d) se fo-
loseste arcsinx + arccosx = 5.
Capitolul 5

Pg. 235-236. 1. a) @’ = b*> + ¢ — 2bc cos A = 13; b) BD = 3; cos B = 19/35; AD* = AB® + BD*> - 2AB - BD cos B. 2.
fix) = x* = 18/7 x + 25; AM = minim = AM iniltime; AM minim < a > 0 (a = 1). 3. a) cos C > 0; b) Fie D € (BA), BD/DA
=(acosB)/(bcosA). 4.a®+b*>-2abcos C=BC%i)c= 4\/2 +47;1) c=5y2 +/101.6.b%> + = a®/ (2abc) = a° +
= b*/(2abc) = a® + b*> = ¢* / (2abc) etc. 7.ma = ybc = a’> = 2(b - ¢)*; b = cy/2 = a = ¢(2 - /2). 8. Scriem teorema
cosinusului pentru AC* in AABC si AADC; adundm relatiile. 9. Fie O intersectia diagonalelor; AB* = 0A* + OB* — 20A -
OB cos(AOB); CD? = OD? + OC? — 20D - OC cos(AOB) etc.; AB? + CD? = BC? + AD? < (OA + OC)(OB + OD) cos(AOB) = 0.
10. Exprimam segmentele BC, MN, BM, CN cu teorema cosinusului. Obtinem (AC — AM)(AB — AN) cos A = 0. 11.
Aflam, pe rand, AD, EP, BE, cos EBD; EC = 13a/15. 12. b*> + ¢* + bc = 4/3 a*; a® = 2,/3/3 bc; a® = 2/3/3 a® - 2bc cos A =
cosA = y3/3.13.a°/9 = b*/8 = c*/5; cos A = 1//10; tg A = 3. 15. Folosim teorema cosinusului si grupam convenabil;
obtinem (b - a®)/c + ((a - b)(@® + b* - ¢* + ab)) / (abc) = 0 & (b - a)(c — b)(c — a) = 0. 16. Daca G este centrul de gre-
utate al AABC, atunci BG = 2/3 mb; CG = 2/3 mc; aplicam Pitagora. 17. Notam BN = M = x; teorema cosinusului in
AABC; x =5, MN = 5(3/7). 18. AC* = BA*> + BC* — 2BA - BC cosABC = 2 > BA* + BC* — 2BA-BC cosABC > 2 — 2BA-BC
cosABC = cosABC = 0 = xABC < 90° si analoagele; rezultd c& unghiurile patrulaterului sunt toate de 90°. Din AC” =
BA?+BC*>1+1=2,rezultd AC = y2 etc. Pg. 238. 1.d) b = 2R sinB, c = 2R sinC; b cosB + ¢ cosC = R(sin2B + sin2C)
= 2R sin(B + C) cos(B — O). 2. b) AB/sinC = 2R = R = AB / 2sin(A + B). 3. Calculam in functie de latura patratului
lungimile segmentelor; EC, EF, OE, BF; BF = BD etc. 4. Obtinem echivalent sinA = 2 sinB - cos(A/2); cos(A/2) # 0 =
sinB =sin(r/2 - A/2) = B=1/2-A/2sauB=1/2 + A/2 = C=B(dinIcaz). 5. (a + b)/(a — b) = (sinA + sinB) / (sinA —
sinB) = (2 sin((A + B)/2) cos((A — B)/2)) / (2 sin((A — B)/2) cos((A + B)/2)). 6. teorema sinusurilor; 2 cosA + 2 cos((B +
0)/2) cos((B = C)/2) = 2 & 2 cosA + 4 sin*(A/2) = 2 © cosA = 1 — 2 sin*(A/2), evident. 7. Echivalent sin’A + sin’B +
sin?C = 2 & c0s2A + cos2B + cos2C + 1 = 0 < cos(A + B) cos(A — B) + cos’C = 0, cosC # 0 .... 8. sinA - (sin((A — B)/2)
/ cosA cos((A + B)/2)) — sinB - (sin((A — B)/2) / cosB cos((A + B)/2)) = 0 = (tgA — tgB) sin((A — B)/2) =0.9.a/c=b/c=>
b-a=c-b<%sinB -sinA =sinC - sinB... = ctg(C/2) — ctg(B/2) = (sin((B - €)/2)) / (sin(C/2) sin(B/2)), transformam
in suma etc. Pg. 240. 1. e) din teorema sinusurilor rezulta sinA = 2/3, deci A = arcsin(2/3) =~ 41,81°, atunci B = 180° -
(41,81° - 30°) = 108,19°. Daca A = m — arcsin(2/3) = 138,19% B = 180° — 30° - 138,19° = 11,81°; 2 solutii; f) sinC =
20/14sinA > 1; @; g) sinC = 20/14 sinA = 20/14 - /2/2 =10y2/14 > 1, @; h) sinC = 20/14 sin 40° = 0,91; C = arcsin(0,91)
~ 65,47° sau C = 114,53°% 2 solutii. 2. m > 1; ¢ > a; ¢ > b; a + b > ¢; unghiul opus laturii mari este C, cosC = -1/2.
3.a) CE || AD, E € (AB), rezolvam ACEB; b) teorema cosinusului in AADB si AACB. 4. Aplicam teorema cosinusului
pentru fiecare diagonala, insumam. 5. AC = 8. 6. Din teorema sinusurilor rezulta a/sinA = a’/sinA’; sinA = sin4’; A
< A’< etc. (A, A’ ascutite); C = C. 7. Scriem cu teorema cosinusului DB in 2 moduri; cosA = —cosC = 3/5, rezultad DB’
=98; cosA = 7/(5y2); sinA = 1/(52) = laturi. 8. A = 60° B + C = 120° cos((B - C)/2) = (V6 + /2)/4 = cos15°;, B = 75°,
C=45°.9.sin((A +B)/2)=2/2; A+ B=90°,A=30°,B=60°a=1++3,b=3+3.10. Cuteorema sinusurilor aflam
BD si AD; apoi afli AB etc. cu teorema cosinusului. Pg. 243-244. 3. b) aria(ABCD) = 2 aria(ABD). 4. 2 solutii: a = 15,



c=13,h=4saua=15,c¢=13, h=2/193. 5. formula lui Heron; aria in 2 moduri. 6. [ = (2bc cos(A/2)) / (b + ¢) =
12 cos(A/2) < 12.7.(v3(1 + ¥3))/ 2. 8. a* = 2S sinA / (sinB sinC), apoi teorema sinusurilor 9. a) S = \/(p(p - a)(p - b)
(p-0)=pp-a)tgA/2) ... 10. S = (ab sin C)/2; 1/4(a* + b*) = (ab sinC)/2 < ab/2; a=b,C=1/2. 11. hc = 8
S=3y3/2.12.a+ ha=>b+ hb= {qa, ha} = {b, hb} (Viete) = a = b (isoscel) sau a = hb, b = ha = a-b = 2S = C = 90°.
13.S=1/2 bcsinA = 36 sinA = max = A = 90°. 14. ineg. mediilor (p - a)(p-b)p-c)<s(p-a)+ (p-b)+ (p-))/3
.. 15. Van Aubel: AP/PD = C’A/C’B + B’A/B’C, analoagele; adunam relatiile si tinem cont ca x/y + y/x 2 2, x,y > 0.
Valoarea minima este 6, realizata pentru P = G. 16. aria(ABCD) = aria(DEFI) — aria(DEC) — aria(CBF) — aria(ABG)
— aria(AGIH) — aria(DAH) = 84 cm?; DB = /65; AC = /61; sino = 168 / /(65 - 61). 17. Al L BI = IJ/JB = 1/4 = aria(Al]) /
aria(AJB); aria(ADK) / aria(ABK) = KD/KB = 1/2; aria(ADK) = 1/3 aria(ADB) = 2/9; aria(DIJK) = aria(ADK) — aria(AI])
=7/15. 18. Fie D piciorul bisectoarei interioare a unghiului A; BD/DC = (aria(ABD)) / (aria(ADC)) = (AB - h)) / (AC - h,)
=AB/AC(h, =h,). 19. Daca O este intersectia diagonalelor, aria(ADO) / aria(ODC) = aria(ABO) / aria(BCO) = aria(ABO)
= 80. 20. Fie R raza cercului circumscris patrulaterului; aria(ABCD) = aria(ABC) + aria(ADC) = (AB - BC - AC)/4R +
(AD - DC - AC)/4R; analog aria(ABCD) = aria(ABD) + aria(CDB) = (AB - AD - BD + BC - CD - BD)/4R. 21. Insumam ariile
triunghiurilor in care se descompune poligonul (formula lui Heron). Pg. 245. 1. sinA = /2/2, sinB = {/3/2; din b >
a, rezulta B > A, deci A este ascutit, A = 1i/4; B = /3 sau B = 211/3; ¢ / sinC = 2R, aflam C, apoi S si R. 2. Din arie
deducem sinC = /3/2, C = 211/3; ¢ = /61, R = abc/4S etc. 3. b* + ¢* < a®; A este obtuz; sinA = /3/2, atunci A = 211/3.
4.8 =aha/2 =bcsinA /2= bc=>54;cosA=%1/3;b=c=3{6.5.b=10,c=8,a=221;6.2S =a-ha = b-hb = c-hc
= a/(1/ha) = b/(1/hb) = ¢/(1/hc); rezulta ca triunghiurile de laturi 1/ha, 1/hb, 1/hc sunt asemenea cu A, B, C; apli-
cand teorema cosinusului in acest nou triunghi obtinem cosA = 1/2, cosB = 1/y2, C = 51/12; aflam laturile etc. 7.
Daca AB si CD sunt bazele trapezului, iar O este centrul cercului inscris, atunci ABOC este dreptunghic in O. Inalti-
mea corespunzatoare ipotenuzei este raza cercului; teorema inaltimii. 8. DB subintinde un arc de 120° deci DB =
Ry/3. Aplicand teorema cosinusului in AADB, obtinem AB® = 117; R = /39. 9. abc = 4RS = 1280. 10. (p - a) tg(A/2)
=(p-a) V(p-b)p-c)(plp - a) =S/p=r; 4R cos(A/2) cos(B/2) cos(C/2) = 4R (p(p — @) / bc) - V(p(p - b)) / ac) - V((p(p
- ¢))/ab) = 4R (p-S) / abc = p. 11. a/sinA - sin B/2 - sin C/2 = (abc)/p - S/(abc) = S/p - 1/4R = r/4R; b) ma® = (2(b° + ¢*) -
a®)/4 = (2(a® + 2bc cosA) — a®)/4 = ... = R*(sin®A + 4 cosA sinB sinC). 12. Al = r/sin(A/2) = 4R sin(A/2) sin(B/2) sin(C/2)
-1/sin(A/2) = ...;b) PUBC) = PUAC) © IB+a=1IA + b & a—-b = 4R sin(C/2)(sin(B/2) — sin(A/2)) © 4R sin(A — B)/2 cos(A
+ B)/2 = 4R(sinB/2 — sinA/2) - sinC/2 < sin(A — B)/2 — sin(B — A)/2 < A = Betc. 13. b) AH = 2R |cosA| < 2R. Pg. 247-
248.1.cosB =1/2, B =60° aplicam formulele. 2. cos(A/2) = 1/2, A = 120°; aplicam teorema cosinusului. 3. BE = ac/
(a+b);CD=ab/(a+c);ac/la+b)=ab/la+c)ec/la+b)=b/la+c)ecla+c)=bla+b)=c=>b.4.AC/8 = AB/4 >
AC = 2AB; AD® = AC-AB — BD-DC = 2AB*> - 32; AB = 6/2; AC = 12/2. 5. IA/IA’ = BA/BA’ = ¢/b etc. 6. BM/MC = BM/MA
= BD/DA = BE/EC = MB/MC = BE/BC = ME este bisectoare exterioara sBMA; xBME = 90° (unghiul bisectoarelor
din M). 7. AI/ID = AB/BD; AG/GM = 2 = Al/ID = AG/GM © Al/ID=2 < AB/BD=2 < (b+¢)/a=2<b+c=2a(D
este piciorul bisectoarei din A). 8. BM/MC = BB’/BC (teorema bisectoarei); AABM isoscel; AB’ = B'M; BM/MC = B'M/
AM =1/2 = BB’/BC=1/2 = BC = 2BB’ = 30; sABC = 90°; 4BAC = 60°. 9. AM/MC = sinC = AB/BC = BM este bisec-
toarea #ABC; BMCN paralelogram si MN bisectoare = BMCN este romb si ABMC isoscel = B/2=C= C=30°=> AB =
1/2 BC = BO (BM bisectoare in AABO isoscel) = BM L AO = AO L NC. 10. Notdim DF=y; FC=x; 22 =2 X_

"DC-3 Y
EC_DC_3 GC _CM _DE _AD _BC __ GC _ BC
EB_ DA 2

3. x+1 _ AD _ BC _, GC _ BC

.Dm— 28 yax = —=>x 9%y=6, AD=10;DC=15. 11. ¢y =y E=Fg = aB-AB = CA ~ ag = BG

este bisectoarea ABC. Rezulta ci BG este malglme in AABF isoscel, deci BG L EF, EM L BF; dec1 G este intersectia
BE _ CE _ CE

indltimilor in AEBF. 12. a) % = % > =

b) aplicam teorema sinusurilor in AACE:

b c- smC sm(90 _A)
_ absinC _ 2bc 2bc |(p-a)p-c) , G- (c-b)  a2bc _ _
AE—(C_b)COS%—C_bsm—, ©) AE="", be = AE*=bc - b) —(C_b)z—bc—BE-EC AB - AC.
13. (OB si (OD sunt bisectoare ale AOC; deci 22 BA _DA (1) ; AOAB = AODC = AB = CD. Atunci (1) devine AB>=AD - BC.

BC DC
Pg. 250. 1. Calcul direct din relatii. 2. EB = CD < ab/(c + a) = ac/(b + a) © b/(c + a) = ¢/(b + a) & b = c. 3. Construim

CE || AD, E € (AB). Aplicam teorema lui Stewart in ACAB, E € (AB); CE>-a=CA*-(a-c)+CB*-b-acla-c);CE=d
etc. 4. Relatia lui Stewart pentru ABC. Avem: AB” - MC + AC*> - MB = AM” - BC + BC - BM - CM. Aplicém egalitatea cu
MB, apoi cu MC si adunam relatiile obtinute (tinem cont de AB* + AC> = BC*> si MB + MC = BC). 5.a° + ¢’ = 5b* &

AGBC dreptunghlc inG.6.a) EF = 2(DE2 + BE?) — BD? (DE mediana in AADC, BE mediana in AABC); b) ABCD para-
lelogram = EF = 0, apoi relatia lui Euler. 7. Din relatia lui Leibniz avem: MA*> + MB* + MC? = 3MG” + GA® + GB® +
GC* 2 GA” + GB® + GC?, cu egalitate pentru MG = 0 = M = G. 8. Din egalitate deducem ca AABC este ascutitunghic
si OH” = 0, deci O = H. 9. Cu teorema lui Stewart in AADE, cu BE € (AC). Pg. 253-254. 1. a) 4FBC = AFBA + XABC =
60° + 120° = 180°%; b) Analog C, D, E sunt coliniare, xC = 60° rezulta AFCE echilateral; FE = 20 = FA + AE. 2. Punctele



N, C sunt separate de dreapta AB si AMN = BMC. 3. A'C || AB si B'C || AB. 4. Fie PQ || BC,P € AB,Q € CD. Aplicim
t.f.a. Mijloacele segmentelor paralele AD, PQ si DC se afla pe aceeasi dreaptd, mediana din E a triunghiului EBC

(justificati!). 5. ég, ( f}g) = AC’AB ~ AAB'C = AC'B = CAB” = C’AB’ = 180". 6. FHGI este paralelogram,

deci HI si FG au acela31 mijloc, punctul E, rezulta E € IG. 7. Construim DD’ L BC, EE’' 1 DCsi fie N intersectia drep-

telor DE si BC. Avem DD’ = EE’ si DN = NE, deci N = M. 8. Se aplica teorema ,transversalei”. 9. 9. MB A+ 8—3
BA’ = M- BC, simplificam cu A'C. 10. Aplicam teorema lui Menelaus pentru ABEC si transversala A — P — D. Re-
AE DC PB VAE _1.DC _ AC / UN _BA” AM
zultd = 55 " pc= Lac =2 DE = ap- 11 Aphcamteoremalu1MenelausmADAMcutransvA BAi\I=> UD = BD ' AA’
a_ AM. VM_ a AM_ UM _VM

(A’ intersectia dreptelor AM n BC). Rezults YM UD =h+c AL analog obtinem = VE Dbrc AA = TUD - VE S < UV || BC.
lic i laus | A,B BC CA AB  ap
12. Aplicam teorema lui Menelaus in AABC cu transversala A, - C, - B,, atunci r— AC BA CB 3= A C=AC
(cu teorema bisectoarei) si analoagele. Aplicam reciproca teoremei lui Menelaus pentru AABC si punctele exteri-
oare A, B, C,. 13. Aplicam teorema lui Menelaus pentru AABC si transversala A’,D,E. Rezulta ﬁlg % %

+ < EA_AH? DB _ HB?
Insd £¢ =Hco DA = Ha?
portului catetelor alaturate); b) Aplicim teorema reciproca a lui Menelaus pentru punctele exterioare A, B, C.

14. Fie T intersectia dreptei cu diagonala (BD) (T este interior!). Aplicam teorema lui Menelaus in AADB si ABCD:

(intr-un triunghi dreptunghic raportul proiectiilor pe ipotenuza este egal cu patratul ra-

XA TB WD_,. ITD YB ZC EA _ AD.FC _ DC :

55D wa-U T8 ve zp- 1 Inmultim aceste egalitati. Pg. 259-260. 1. EB = BD FA — ap (teorema bisectoa-
= EA DB FC _ r / / A'B _ AB* ) EC _ AC.

rei); rezulta FB Dc m- L2 Notam {D} = CB'n AB, {E'} = BC'n AC; AC = Ac ABAE ~ AC'CE avem A = AB

analog g‘g ﬁB Aplicam teorema lui Ceva. 3. Fie {E} = MN n AC n PQ. Aplicand Menelaus de 2 ori obtinem

MA NB EC_. QA PD EC_ MA NB PC QD MA _ QA
MB NC EA- DL QD PC EA - 1rezu1taMB NC " PD 04 =1 (1). a) Daca NP || BD, atunc1MB )

2)=> aca N atunciy=- 55 - 7 = 1 (3). Din (1) si(3) rezulta 77 - 75 - 77 = 1, deci M, Q,
(2) = MQ || BD; b) Daca NP n BD = {F}, NB PC ED _ (3). Din (1) si (3) rezulta MA . B . @D _ 4 qoci M, Q, F

NC "PD ' FB MB " FD QA
A B A C
sunt coliniare, adica MQ,BD si NP concurente in F. 4. a) Daca A’ este mijlocul laturii [BC], atunci —— AC-AB

(2). Din (1) si

etc.;

b) Daca A,,B,,

laturilor, atunci AA B,C,=AA,B,C,, unde S este piciorul indltimii din A, in AA,B,C,, deci A, A, este izotomica

2727 272 7Y
L. sinBAA smCAA
indltimii A,Sin AA, B, C,; se aplicd punctul a). 5. a) — @(BAA = CAA ); aplicam teorema lui Ceva
smCAA smBAA

scrisa sub forma trigonometrica; b) se aplica a). 6. Fie m (M CA ) = x°; din teorema lui Ceva scrisa sub forma trigono-
sin10°  sin50° sin(70° - x)

C, sunt mijloacele laturilor AABC (A, € BC) si A,,B,,C, sunt mijloacele inaltimilor corespunzatoare

metrica avem =1 & sin(70° - x°)sin50° = sinx® - cos 10° (1). Observam ca x = 30° verifica

sin30° " sin20° sinx
(sin40°sin50° = sin30°c0s10° & (cos 10° - cos90° ) 5¢0s10° ). Insa ecuatia (1) este echivalentd cu (2)
tgx = —SM3OSINTO"___ = (0, 70) € (0%,90°). Ecuatia (2) are solutie unica.

c0s70°sin50° + cos 10°

Exercitii si probleme recapitulative

Pg. 261-265. 1. a) Demonstratie prin aducere la acelasi numitor si gruparea termenilor sub forma x*(y - z)? +
vz - x)?+ z¥x - y)? 2 0; b) Se aplica inegalitatea 2vX - Y < X + Y sub forma y/a(b + ¢) < %M; ¢) Reprezinta
Inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz (CBS) pentru (1, 1, ..., 1) si (xl,xz,...,xn). 2.a)A={1,1),(-1,0}15b)B=
{0, 1}. 3. @) a = 2; b) Identitatea lui Hermite are loc pentru o = 2. 4. a) Pasul de inductie foloseste identitatea alge-

brics n(n +I:)+1(n + k) t(+ 1N +2).(n+k+1)= n+1)(n+2).. (]:1++1k +D)n+k+2)
sin(A) - sin(B) si inductie trigonometrica; c) Se demonstreaza prin evaluarea raportului termenilor succesivi P . 5.

Termenul general este a, = n? Vn 2 1. 6. Termenul general este x = Vn 2 1. 7. a) Rezulta dlrect prin desface-

; b) Verificare directa prin formula

n+2’

n + l xﬂ + nxn+1
rea parantezelor si reducerea termenilor asemenea din membrul stang; b) Pentru x# 1, S = ~ )

1 -x)
.8.Dina_=msia, =nrezultaratiar=1siprimul termena, =1,

nn+1), )S_n(n+l) d)2 n+2

2
deci a,=p, Vp 2 1. 9. Suma este Z(”?ai—l) pentru a# 1, respectiv n pentru a = 1. 10. a) fix) = -2x - 2 pentru x €

(-==,-3), fix)=4 pentru xe[ -3, 1], ix) =2x+ 2 pentru x € (1,»); b) Im(f) =[4,«); ¢) (fo)(x) =10, Vx eR.

Pentrux =1, S =



1 1.f<—%) = —%. 12.a) flx) = x,Vx € R; b) fix) = x3,Vx € R. 13. a) a = 9 si flx) = 2x + 3; b) identificarea coeficientilor

2-x, xe€Q
unici ai functiei liniare. 14. a) (ff)(x)=x, Vx€R; b) f este bijectiva si f'(x) = f(x)={ 1 CRAQ
x X A

15. @) fl-,1) = (-=,2); f(1,) =(5,); f(1,2) =(0,1); b) a2 1; c) a<0; dfi(-,1)) =(-=,2). 16. a) Nu exista;
b)az-1,b>0sic<5-b; c) Nu existd; d) Nu exista valori pentru care functia sa fie inversabila. 17. a) a < 3;
b) a 2 3; ¢) a =3. 18. a) Ambele sunt functii strict monotone pe R, deci bijective si inversabile; b) (fo g)"'(x) =

3 X X
,lxgl = (g*l o f1 )(x) 19. x, <X, 5 X +32 <—21 X +2 deoarece filx)=1 - X+ 5. Imaginea este [0, 1), deci functia este

marginita. 20. a) Suma de functii strlct crescatoare deci feste strict crescatoare pe R; b) Solutie unica: x = 2. 21. a)
Strict descrescatoare pe (-, 2] si strict crescatoare pe [2,); b) Ecuatia (x - 2)* = 0, solutia unicd x = 2. 22. a) Am-
-v/=X, x<0
x); b) x? <
x3, xz20 J=x2+1 )2 = ~fix); b)

\/nx +1 X

+1(x) ﬂf(x)) - \/ 1 - \/(n FX2+1
nx2 +1

mic, reflecta prezenta costurilor fixe mari la volume mici si a randamentelor descrescatoare (suprasolicitare) la

volume foarte mari; b) Minimul se realizeaza in varful parabolei X, = —% % = 30 de tranzactii zilnice. Costul

minim este C(30) = 700 dolari. 25. a) (S h)(t) = 3(4t + 5)? = 48t2+ 120t + 75; b) h™'(h) = hTS Semnificatia prac-
tica: calculeaza timpul (in secunde) necesar dronei pentru a ajunge la o anumita altitudine tinta h. 26. Alocare lo-
curi: @) Daca f nu ar fi injectiva, doi sau mai multi pasageri ar primi acelasi loc in avion; b) Daca f este surjectiva,
inseamna c toate locurile disponibile din avion sunt ocupate. 27. a) Functia radical este strict crescatoare. In rea-
litate, pe mdsura ce avionul urcd, pasagerul poate vedea la o distanta din ce in ce mai mare; b) 3,57 Vh=2357=>
vh 210 = h > 100 metri. 28. a) Functia este strict crescatoare pe [1,=) deoarece exponenul este pozitiv. Demon-

bele ramuri sunt strict crescatoare si fl0) = 0; b) f'(x) = { 23. a) fl-=x) =

x2+ 1= |filx) < 1= fIR) c(-1,1); ¢) Pasul de inductie: f

n

. 24. a) Econo-

streaza efectul compus al randamentului pe termen lung (efectul de bulgare de zapada); b)10000 - x'° < 30000 =

x < Hi/?. 29. Conditia de existenta a raddcinilor reale: A=(2a+1)?-4(2a*+a)=1-4a*20=>ac [ oL ;]

a)x1+x2=2a+le[0, 2];b) x1x2=2a2+ae[— l];c) x12+x22=(x1+x2)2—2x1x2=le[O, 2].30. a) a € g;

1
8)
b)ae [@, oo). 31. Conditiile implica f{[-1) > 0 si f{1) < 0. Deoarece functia isi schimba semnul, parabola inter-
-1
+1

secteaza axa Ox in doua puncte distincte, deci A =b? - 4ac > 0. 32. Coordonatele varfului sunt X = si

Y, = —f—a m+ T am=2; b)yme(-1,=);c) me(-»,-1); d) m € @ (nu exista solutn) 33 Se noteaza va + \/_— r,
= T
Vb +vc=r,vc+va=r,cur,r,r, € Q.Prin scideri si adunri se obtine va = f € Q (analog pentru vb si

VC). 34. Ordinul radacinii trebuie sa fie numar natural mai mare sau egal cu 2, deci 6 -x€N,6 -x22=>x€
{1, 2, 3, 4}. Conditia de existenta a expresiei impune x = 0, deci x €{1, 2, 3, 4}. 35.a) 6 - V5 > m; b) V& + 7 >
vm; C)u\/l—S“, 12\/1—56, nx/ﬁ, "V36. 36. a) Se ridica la puterea a treia si se restrange sub forma (x + y)(x - y)*> 2 0;
b) Rezulta direct din punctul a) prin substitutia x = va siy = Vb. 37. a) Se noteaza membrul stang cu S si se ridica

la cub folosind S® = 34v/5 + 3S = S = v/20; b) Functii strict monotone prin analiza semnelor derivatelor sau ratelor
de crestere; c) n = 3. 38. a) Functia se rescrie sub o forma cu conjugat care arata clar cresterea strictd; b) Monotonia

—nsm(n?ws(}o. 40. Reordo-

narea termenilor conduce la (sin X siny - cos x cos y)2 =0=> cos(x + y) =0=>x+y= g 41. Maximul expresiei se

se deduce prin aplicarea succesiva a proprietatii de la punctul a). 39. Suma este egala cu

obtine pentru x = Z + 2k, valoarea maxima fiind exact% + /2. 42. Inegalitate trigonometricd geometrica clasica,
valabila in orice triunghi prin trecerea la unghiuri pe jumatate. 43. Identitate trigonometrica fundamentala pentru

unghiurile unui triunghi (cos?x + cos?y + cos?z + 2 cos x cosy cosz=1 < x + y + z = m). 44. Se demonstreaza prin

inductie matematica folosind inegalitatea Icos(A - B)| < 1. 45. Deoarece raportul perioadelor componente 5 112/% =
V3 € R\ Q (numar irational), functiile au perioade incomensurabile, deci suma lor nu este periodica. 46. a) Se
y . N 2 in(x - x/2
transformd membrul drept folosind formulele pentru functii pe jumatate: cosx/2) _ cosx _ sin(x~x/2) _ L. b
’ sin(x/2) sinx  sin(x/2)sinx  sinx
Suma telescopica: ctg% - ctg(2”x). 47. a) Se aplica succesiv formula de dublare a unghiului pentru tangenta si
cotangenta; b) Se aduce la acelasi numitor si se simplifica utilizand formulele pentru cos2x si cos4x. 48. Din




teorema medianei si conditia de perpendicularitate GB? + GC? = BC? inlocuind segmentele se obtine relatia ce-
ruta. 49. Reprezinta Relatia lui Euler in patrulater, demonstrabild prin vectori sau teoreme succesive ale medianei.
50. Relatia se restrange in (sinB - sinC cosA)? + sin®C sin?A = 1, ceea ce conduce direct la cosA=0=>A=90"51.

f

Lungimile laturilor sunt 9, 12 si 15. 52. MN = . 53. Aria triunghiului BMN este m 54. ctgA = bz+f}7zs_az

55. Identitate geometrica in poligoane regulate dedusa cu Teorema lui Ptolemeu in patrulaterele inscriptibile for-

mate. 56. Din proprietatile unghiurilor formate de antiparalela si bisectoare rezulta ca triunghiurile BMO si CNO
sunt isoscele, de unde BM = MO si CN = NO = BM + CN = MN. 57. Locul geometric este un cerc concentric cu cercul

N . _ L . ArlaAMN) _ 1 1 _
inscris. 58. AC = 6. 59. Aria = 12+/3. 60. Raportul ariilor este “AfiaABC) ~2°3 -6 61 Laturile sunt b = 12 + 4+/3,

c=4+3 +4,a=8+4+/3; aria = %, iar R = —. 62. 28 = b?sinB = ab sinC = bzsmB = a sinC = b sinB. Din teorema

sinusurilor rezulta a® = b* = a = b (triunghi 1soscel). 63. Se transforma suma de cosinusuri in produs si se obtine o
structura ce impune un unghi de 90°. 64. a) Rezulté direct din formulele a = 2RsinA, b = 2RsinB, ¢ = 2RsinC si

a+b+c=2p; b) Provine din formula tan? = si identitatile geometrice asociate. 65. a) cosB + cosC =

2 p- a
2cos ; CcosT = 23mA cosB= 5 Cs sinA; b) Se demonstreaza folosind teorema cosinusului pentru fiecare ter-
men; c) Se foloseste exprimarea laturilor si a functiilor cotangenta in raport cu razele R si r. 66. Evaluand succesiv
. . . . i sin
pentru x =0 si x =7 se obtine sistemul b=a si a=-b=>a=b=0. 67 Da, deoarece tanx = tany = soex = Cos};,

Cum sinx = siny # 0, rezulta cosx = cosy. 68. Deoarece sinx + cosx > 5 pe intervalul dat, diferenta argumentelor
argumenteaza inegalitatea geometricd a cadranului I. 69. a) Funcpa sinus este periodica de perioada 2m, deci
fix + 2m) = [sin(x + 2m)] = [sinx] = f{x); b) Graficul este o functie in trepte: f{x) = 1 pentru x = g + 2km, fix) = -1 pen-
tru x € (i, 2n) + 2kmn, f{x) = 0 in rest. 70. A = [3,5m,4,5m], B = [-2m,-m1]. 71. a) Rezulta direct; b) i) Se substituie
t = arcsinx in relatia data; ii) Functia este o parabola restrictionata la un interval de monotonie stricta, deci bijec-

tiva. 72. a)x=arctg(l) + km ke Z; b) x=km,k € Z,; c)x=5+2k1'(saux——ﬁ+2leT ke z; d)x=5+kn ke z;

e)xe ( o 2) + 2kmk € Z; ) x = 0 este singura solutie reald; g) Nu are solutii (deoarece arctgx + arctg = g #

= % 74. Calcul direct.

75. Evaluare Al: B.1: Functia f are varful in X, = 2. Pe intervalul [2, ») functia este strict crescatoare, deci injectiva.
Imaginea functiei este [1,) # R, deci nu este surjectiva. B.2: Al-ul tinde sa greseasca omitand domeniul [2, ) la
injectivitate si confundand codomeniul dat (R) cu imaginea functiei ([1,)). 76. B.1: P, = 500, ratia q = 1,15.

B.2: P, =500 - (1,15)° = 1759,11. B.3: S, = 500 - 112-=1 = 23789.97 teraflopi.

<1< § = sin(sinx) < sin(1) < Sin(§)

TH; h) x=1;1) x= Z + km,k € Z. 73. Deoarece |sinx

Test final
Pg. 267. 1. a) Functia nu este injectiva pe R deoarece f{-1) = 3 si f(2) = 3; b) Pentru x 2 1, derivata sau rata de

3
crestere este strict pozitiva, deci feste strict monotond pe [1,); ¢) Ordinea crescitoare este: V2 < 1,5< V3 =
3
fV2) < f1,5) < AV3).2.)y,, -y, =(x, - (n+1))-(x -n?)=(x_ -x)-2n-1=(2n+3)-2n-1=2=
progresie aritmetici cu ratia r=2; b) Termenul general este x =n?+2n-2. 3. a) Impartind ecuatia
2sin®x = cos x la cos®x (pentru cos x # 0) se obtine exact forma 2 tan®x - tan®x — 1 = 0; b) Solutia reald in R este

x= % + km, k € Z. 4. a) Lungimea ipotenuzei BC = 25 cm; b) Unghiul AEC este obtuz deoarece E se afla in interiorul

segmentului determinat de inaltime. Razele suntr,, .= 12—Scm SiR,,.= %cm.
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